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Equations Différentielles Stochastiques

Exercice 1 (11 points)

Soit (w(t)) le mouvement brownien standard.
1) Considérons I’équation:

dx(t) = —x(t)dt + e tdw(t), t >0, z(0) = z¢

c’est une équation non homogene, sa solution est donnée par:

z(t) = y(t) (ﬂfo +A ﬁ ((a(s) - %ZB,(S) ) ds + Zb Ydw; (s ))

alors y(t) = exp{ ! —ds} =ec! (0.5) et ainsi
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2) Considérons ’équation

dz(t) = (c + ;oﬂ) z(t)dt + ax(t)dw(t), t >0, z(0) = zo, c,a € R.

c’est une équation homogene, sa solution est donnée par z(t) = y(t)zg ou

exp {/Ot (<c + ;oﬁ) _ ;QQ(S)) ds + adw(s)}
exp {/Ot cds + adw(s)}

exp (ct + aw(t))

y(t)

alors
z(t) = exp (ct + aw(t)) xo (1.5)

3) Considérons ’équation

da(t) = (%Hx(t) +(1+ t)2) dt + (1+ ) dw(t), t >0,
z(0) =z €R



C’est une équation nonhomogeéne, sa solution est donnée par

z(t) = y(t) (zo + /Ot ﬁ <1isd5+ (1+s)° dw(s)>)

y(t) :exp/o 1j_sds: (1+5)2 (1)

ou

d’ou

z(t) (1+1)2 <:1:0 + /0 (1+15)2 ((1 +8)ds+ (14 s)° dw(s))>

= (1+1)%(zo+t+w(t)) (2)

4) Considérons I’équation

dri(t) = —Lzi(t) —
{ ;

dl’g(t) = —il'g(t) +

2(t)dw(t), t >0, 21(0) =z}

x
z1(t)dw(t), t > 0, z2(0) = 23

Cette équation peut étre présentée sous la forme suivante:

da(t) = [ *0% _0% }x(t)dt_y [ (1) Bl }m(t)dw(t), t>0, z(t) = < 28 ) (0.5)
= Apz(t)dt + Ayx(t)dw(t), t >0, Ag = { _0% _0% ] , Ay = { (1) _01 ]

C’est une équation homogeéne dans R?, sa solution est donnée par z(t) = ®(t)zg. (0.5) Comme AgA; = A1 A
alors 0

d(t) = exp { (AO — ;A“{) t+ Alw(t)}
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0 -1 Lle—itw 4 Leitw  Ljgitw _ Lje—itw cosw(t) —sinw(t)
= = 27 . 2 . 277 =
exp (|: 1 O :| w(t)> |: %ie—ltw _ %ie”“’ %e—ltw + %eztw sinw(t) COSU}(t) (2)

ainsi la solution est donnée par

2(t) = [ cosw(t) —sinw(t) } < xé ) 1)

sinw(t) cosw(t) xh

Exercice 2 (6 points)

Soit (w(t)) le mouvement brownien standard. Montrer que
1. On applique la formule d’Tt6 sur la fonction u(t, z) = e* et & = w(t). On trouve

ou Ou 1 ,0%
du(t,z) = E(t,m)dt—k%(t,x)da:—i— 39 92

1
= €%dr + iexdt,

(t,z)dt (1)

1
= de"® = D du(t) + ie“’(t)dt, (1)



2. On applique la formule d’Tt6 sur la fonction u(t, z) = 23 et & = w(t). On trouve

ou ou 1 ,0%u
du(t,z) = a(t,x)dt + %(t,x)dm + 592W

1
= 3z%dax + 5Gasdt,

(t,x)dt

dw?(t) = 3w?(t)dw(t) + 3w(t)dt,

— /OT dw?(t) :3/0Tw2(t)dw(t)+3/0Tw(t)dt7

I

W (T) — w?(0) :3/Tw2(t)dw(t)+3/Tw(t)dt,
TU}2 w :'LU3 Tw
= 3/0 (t)dw(t) (T)+3/O (t)dt,
T

T ) _ 1
N /Ow(t)dw(t)—ng(T)+/o w(t)dt,

alors

Exercice 3 (03 points)

Considérons I'équation différentielle

dz(t)

Apz(t)dt + i:Akx(t)dwk(t), t>0
xz(tp) = xz9€R” -

ot Ay sont des matrices telles que AgA; = A;Ag et A;A; = A;A;, 1 <4,5<r.

4. La solution de cette equation est donnée par z(t) = ®(t)zo. (0.5) Comme

A()Ai = AiAo et AiAj = AjAZ‘, 1 S i7j § r

alors

®(t) = exp { (A - ;ZA$> (t—to) + ZAi(t) (w;(t) — wi(to))}

5. On calcule dz(t) et dzT (t) puis on applique la formule d’Ttoé pour calculer d(zz”'(t)), on trouve

d(zz” () = 2(t)da” () + 27 (t)da(t) + Y Ap(t)z(t) (Ax(t)a(t)" dt
k=1

(1)



Integrant de tg & t et appliquant ’espérance, on trouve

E (z(t)2T(t)) = E(:coxOT)+/A0E(x(s)xT(s))ds

—|—/E (z(s)z"(s)) Af ds + Z/(Ak(E (z(s)z"(s)) AT (1)
Posons R, (t) = E(z(t)z(t)), on trouve

Ry (t) = AgRy(t) + Ro(t)AJ + ﬁjAka(t)Af (0.5)



