Equations différentielle stochastiques

1. Formules d’It6 et ses applications

La formule d’It6 est I'un des principaux résultats de la théorie du calcul stochastique. Ce résultat offre un
moyen de manipuler le mouvement brownien ou les solutions d’équations différentielles stochastiques (EDS)

1.1. Le cas scalaire

Soit 7' > 0. On note par L?(0,7T) I’espace des processus réels progressivement mesurables G tel que:

g
E</0 G(t)dt) < 400

et par L*(0,T) I'espace des processus réels progressivement mesurables G tel que:

T
E </O |G(t)|dt> < 400

Définition 1.1. On suppose que x est un processus stochastique réel tel que
T
S

o) = a(s)+ [ St + [ gta@)au(o)
ot f € LY0,T) et g€ L*(0,T) et 0<r < s <T. On dit que x admet la différentielle stochastique

da(t) = f(t,2(t))dt + g(t, o(t))dw(t)

pour 0<t <T.
On donne maintenant la formule d’Ito dans le cas scalaire.
Théoréme 1.1. (Formule d’It6)
Supposons que x admet la différentielle stochastique

dx(t) = f(t, z(t))dt + g(t, z(t))dw(t)

pour f € LY(0,T) et g € L?(0,T) . Soit u : [0,T] x R — R une fonction continue telle que %, %et g%‘
existent et sont continues. Posons y(t) = u(t,z(t)), alors y admet la différentielle stochastique:

ou ou 10%u
On illustre Papplication de la formule d’Ttd dans les exemples suivants.
Exemple 1.2

Soit x(t) = w(t) et u(t,z) = ™, y(t) = u(t, z(t)). Alors

ou Ou 10%u
adt + %d.ﬂ + 5@9 dt

1
= ma™ tdr + im(m — )™ 2dt

dy(t)

d’ou
dw™ (1) = muw™ () dw(t) + %m(m w2 (1) dt

En particulier pour m=2, on trouve
dw?(t) = 2w(t)dw(t) + dt



d’otll on obtient

[t = [[as 2 [uan)

/0 w(s)dw(s) = % (w?(t) — 1)

alors

Exemple 1.3.
Soit x(t) = w(t) et u(t, z) = e, y(t) = u(t, z(t)). Alors

ou ou 10%u

. 1 .
= e"dr+ —edt
2
d’out
de®® = e ® du(t) + 1e“’(t)dt
2

Exemple 1.4.
Soit z(t) = w(t) et u(t,z) = A=, y(t) = u(t,z(t)). Alors

dy(t) = ——dt+ —dz+ f7g2dt

2
- —%e“—%dt T %A%“—%dt

N
d’ou
dy(t) = Ay(t)dw(t)
On déduit que y(t) = eAw(t)*gt est la solution de ’équation différentielle stochastique
dy(t) = Ay(t)dw(t)
y(0) = 1

Théoréme 1.5. (Loi du produit)
Supposons que

dz1(t) = fi(t,z(t))dt + g1 (¢, z(t))dw(t)
{ dza(t) = fo(t, z(t))dt + ga(t, z(t))dw(t) ,0<t<T

ou f1, fo € LY(0,T) et g1, g2 € L*(0,T). Alors

d (LEllL'Q) = $2dl’1+l’1 d$2+glgg dt

Remarque 1.6.
Si on intégre la formule (1), on obtient

t t t t
/ d(x122) =/ x2dx +/ z1dx +/ g192dt
0 0 0 0

d’ot on obtient la formule d’intégration par partie:

t

t t
/ tpdri= z1(t)z,(t) — ml(s)xz(s)—/ Z’ldl'g—/ g1 godt
s 0 0



1.2. Le cas vectoriel

Un processus F:(Fi)lgign € LL(0,T) si F; € LY0,T) , 1 < i < n. Un processus G = (Gij) 1<i<n €

1<j<m
L2, ,.(0,T)si G € L*(0,7),1<i<n,1<j<m.
Défintion 1.7. Soit x est un processus stochastique n-dimensionnel tel que

x(r) = z(s) + /T F(t,z(t))dt + /T G(t,z(t))dw(t)

ou FeLL(0,T) et GeL2,,.(0,T) et 0<r <s<T. On dit que  admet la différentielle stochastique

du(t) = F(t,z(t))dt + G(t, z(t))dw(t)

qui veut dire que

n
dz;(t) = Fy(t,z(t))dt + Y Gij(t,x(t))dw;(t), 1 <i<n
j=1
On donne maintenant la formule d’Itd dans le cas vectoriel.
Théoréme 1.8. (Formule d’It6 vectorielle)
Supposons que x admet la différentielle stochastique

dz(t) = F(t,z(t))dt + G(t, z(t))dw(t)

pour F e L},(0,T) et G € L2 ,,(0,T). Soit u: [0,T] x R* — R une fonction continue avec dérivés partielles
continues %, g—;‘iet 85;@, 1<i<n,1<j<m. Posons y(t) = u(t,z(t)), alors y admet la différentielle
stochastique:

n

Ou " du 1 0%y &
y(t) D Jr;axi z JrQMZ:lal‘ial‘j 2. G Gyj

Exemple 1.9.
Soit x(t) = w(t) et y(t)

u(t, z(t)) = (cosz(t),sinx(t))T. D’aprés la formule d’Ito, on a:

ou Ju

= (—sinz(t),cosz(t)) T dw(t) + %(— cos z(t),sinz(t)) T dt

= (—sinw(t),cosw(t)) dw(t) + %(— cosw(t),sinw(t))Tdt



2. Equations différentielles stochastiques

Les équations différentielles gouvernent de nombreux phénomeénes déterministes. Pour prendre en compte
des phénomeénes aléatoires, formellement on doit prendre en compte des "différentielles stochastiques", ce
qui transforme les équations en équations différentielles stochastiques (EDS).

Les équations différentielles sont des équations d’évolution du type

w(t) = f(t, (1)) (2)

Les EDS sont des généralisations des équations (2) ou la dynamique déterministe d’évolution est perturbée
par un terme aléatoire. On peut considérer que ce bruit est un processus gaussien généralement modélisé
par un mouvement brownien w et une intensité de bruit g(z;¢) :

da(t) = f(t,x(t))dt + g(t, o(t))dw(t)

2.1. Définitions et propriétés

Soit (£2, F,p) un espace de probabilité complet. Soit w un processus de Wiener d-dimensionnel. Soit xg
une variable aléatoire de carré intégrable et indépendante de w. On considére la filtration définie, pour tout
t> 0, par Fy = o {xg,w(s); 0 < s <t}.

Soit T' > 0. On considére deux fonctions f : [0,7] x R® — R" et g : [0,7] x R* — R"*4 qui sont
mesurables. On cherche a résoudre ’équation différentielle stochastique:

de(t) = f(t,z(t))dt + g(t, z(t))dw(t), t >0 (3)
z(0) = xo
le coefficient f s’appelle la dérive tandis que la matrice g s’appelle la matrice de diffusion.

Précisons tout d’abord ce que nous entendons par une solution de I'EDS (3).
Définition 2.1. Une solution (forte) de 'EDS (3) est un processus x continu tel que:
1/ x est mesurable;

2/
t t
z(t) = zo +/ flr,z(r))dr +/ g(r,z(r))dw(r), 0<t<T
0 0
On note par S? I'espace de Banach constitué des processus z, progressivement mesurables, tels F ( sup ||z(t) |2) <

0<t<T

1/2
+00 muni de la norme ||z = E ( sup ||:c(t)2) et par S? le sous espace de S? formé des processus con-
0<t<T

tinus.

Avant de donner le théoréme d’existence et unicité pour équation (3), on donne le lemme de Gronwall
qui est utile pour la suite.

Lemme 2.2. (Lemme de Gronwall). Soit g : [0,T] — R une fonction continue telle que, pour tout t,

g(t) <a-+ b/o g(s)ds,

ot a € R, b>0. Alors, g(t) < aexp(bt),Vt € [0,T] .
Théoréme 2.3.
Supposons qu’il existe une constante K > 0 telle que pour t € [0,T] et z, y € R™,on a:

1. condition de Lipschitz en espace:

1t 2) = f(& )l + gt z) — gty < K[|z =y

2. croissance linéaire:
£t )+ lgt vl < K (1+[z])



Supposons que E (||ac0||2) < +o0. Alors il existe une solution unique x € S? de léquation (3).

Preuve.
La preuve consiste a utiliser la méthode itérative de Picard. Pour x € S? | posons pour ¢ € [0,77],

B()(t) = 70 + / £ 2(r))dr + / o 2(r))dw(r),

le processus ®(x) est bien défini et continu.
Soient x et y deux élements de x € S?. Comme (a + b)2 < 2a% 4 2b2, pour tout 0< t < u < T, on a:

1@ (2)(£) — ®(y)()]|* < 2 sup / I(f (rya(r)) = f(r,y(r) dr|*+2 sup / 1(g(r, 2(r)) = g(r,y(r))) dw(r)||*
0<t<u 0<t<u Jo

En utilisant les propriétés de U'intégrale stochastique, on obtient:

B (sup 19000 - 20)017) <28 | [ 16 0000) = ) arlP |43 | [ latr0) = gt )P |

0<t<u

L’inégalité de Holder donne alors la majoration

B (sup 19000 - 20)0)1*) <278 | [ 1070 000) = S arlP |45 | [ latra(r) - o) |

0<t<u

comme les fonctions f et g sont Libshitziennes en espace, on obtient, pour tout u € [0,T],

E( sup |<I><x><t>—<1><y><t>|2) < oK <T+4>E[ / " s |x<t>—y(t>||2dr} (1)

0<t<u 0<t<u

Notant par 0 le processus nul. Comme (a + b+ 0)3 <3 (a2 +b% + c2) , alors

. 2
/ f(r,0)dr
0

En utillisant 'inégalité de Doob et la croissance linéaire de f et g, on obtient de la derniére inégalité que

2
[@(0)(t)|| < 3xzo® + 3 sup

0<t<u

+ sup
0<t<u

i

/ g, 0)du(r)

E < sup ||<I>(())(t)||2> <3 (BE(zo®) + K*T? + 4KT) (5)

0<t<u

Les estimations (4) et (5) montrent alors que le processus ®(x) appartient a4 S2 dés que x appartient a S2.
On définit alors par récurrence une suite de processus de S? en posant

zg=0et 2" = &(z,), pour n > 0.

On obtient de la formule (4) 'estimation suivante

CWTTL 2
71+1
E(OEEBT”QC ”) Factl >E[022£T’x ‘}’"20

ot C' = 2K? (T + 4). On obtient de 'inégalité (5)

C"T”
E n+1
(oo, e "OIF) < Do

ouD =3 (E(acoz) + K*T? + 4K2T) . Il résulte de cette derniere inégalité que

Z sup ||x”+1(t)—x"(t)||

70 |[0SEST

IA

>

n>0

sup |x"+1(t) —a"(t)|
0<t<T

L2
Lt

n
2

f% «/fact(n

IN



ainsi ,, converge uniformément sur [0, 7] vers un processus z continu, de plus z € S2.

lim 2" = &( lim 2")
n—-+o0o n—-+oo

— () =z + / F(ryx(r))dr + / o 2(r))du(r)

d’on on déduit que z est une solution de I’équation (3).
Si x et y sont deux solutions de 'EDS (3) dans S?, alors z = ®(z) et y = ®(y). L'inégalité (4) ,donne
alors, pour tout u € (0,77,

E( sup ||x<t>—y<t>||2) < 2K <T+4>E[ / " sup [la(t) — () de

0<t<u 0<t<u

Appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

£ (sup [of0) - u(0?) =0

0<t<u
Considérons le temps d’arrét 7,, = inf {t € [0,T], |[|z(t)|| > n}. Siue [0,7], on a

2

+ sup
0<u<t

|wwn||2<s(||xo|2+ sup / " a(r))dr / " g 2(r)dw(r)

0<u<t

)

Il vient alors,

tATh
E( sup ||xu||2) < 3<E||$0||2+E</ ||f(r,x(7"))||dr)
O0<u<tAT, 0

en utilisant la croissance linéaire de f et g, on obtient:

2 UNT
+4EH [ latr el ar
0

) (6)

UNT p,
E ( sup mullz) <3 (E ol + 2K2T? + 8K*T + (2K*T + 8K?) / E ( sup quIQ) dr)
0

0<u<tAT, 0<u<tAT,

2
sup ||zl
0<u<tATy,

On obtient, en appliquant le lemme de Gronwall, & la fonction ¢ — F

E < sup ||xu||2> <3 (B (llzol®) + 2K2T2 + SK°T + (2KT + 8K?) ) exp {3 (2K2 + 8K?) }

0<u<TAT,

et le lemme de Fatou donne

E ( sup ||a:u||2> < 3(B (llzol?) +2K2T2 + SK°T + (2K°T + 8K?) ) exp {3 (2K2 + $K?) }
<T

0<u

2.2. Exemples d’équations différentielles stochastiques

Exemple 2.1.
Considérons 1’équation

Appliquons la formule d’Ito sur la fonction u(y) = ¥ ot dy(t) = —3g%dt + gdw(t),on trouve:

ou 10%u
deV = ——dy+ -——=g°dt
c Oy y+28yzg

1 1
= e (292dt + gdw(t)) +59%" = geVdu(t)



de¥ = —dy%—f—ug?dt
Y
i L L 2y Y
= e'(—39 dt 4+ gdw(t) +§ge = geYdw(t)

ainsi de¥ = ge¥dw(t), alors x(t) = exp (f% Jdes + f(f gdw(s)) est la solution de I’équation (7).
Exemple 2.2. (Modéle de Black and Scholes)
Considérons 1’équation:
dz(t) = pz(t)dt + ox(t)dw(t)
z(0) = xo

On applique la formule d’Itd sur la fonction u(¢, z) = inz,on obtient

6u 8

1
1,1 L 22
1 11 5,
= —(u )dt—l—asc( Ydw(t)) — = — oz dt

T ot 2 x2
= (u % ) dt + odw(t)
d’ot:

In(z(t)) = lnx(0)+/0t (u— U)ds—I—o/Otdw(s)

ainsi

1
x(t) = xo exp( (u - 202) t+ ow(t))
Exemple 2.3. (Equation de Langevin)

dx(t) = —bx(t)dt + odw(t), t >0
z(0) = xo

avec b > 0. On applique la formule d’It6 sur la fonction u(t, z) = e®*z(t), on obtient:

d (ebt:c(t)) = bellx(t)dt + et dx(t)
= beP'x(t)dt + e (—bx(t)dt + odw(t))
= eModw(t)
ainsi .
ePla(t) = xo + cr/ e dw(s)
0
Alors

t
z(t) = e Plwg + 0/ =) du(s)
0



2.3. Les équations différentielles stochastiques linéaires

Dans cette section on présente, quelques formules explicites pour les solutions des équations différentielles
stochastiques linéaires.
Considérons I’équation homogene:

m(to) = X0
et I’équation non homogéne
dx(t) = (A(t)x(t) + a(t)) dt + i (B;(t)x(t) + bi(t)) dw;(t), t > to )
IE(to) = X0

o w(t) = (w1(t), ..., wm(t)) est un processus de Wiener m-dimensionnel. a(t) et b;(t), 1< ¢ < m, sont des
fonctions vectorielles continues et A(t), B;(t), 1< ¢ < m, sont des fonctions matricielles continues. xg est une
variable aléatoire telle que E(|zo||*) < +oo et indépendante de w(t) pour tout ¢ € [to, T].

2.3.1. Le cas scalaire

Théoréme 2.3.1. La solution de l’équation (9) est donnée par

(1) = y(t) <x0+/t ﬁ [(a(s)—ZBi(s) >ds+Zb i (s D (10)

y(t) = exp (/t (A(s) - ;ZBlz(s)> ds + ZB )dw; (s )

et la solution de I’équation homogeéne est donnée par x(t) = xoy(t). De plus ces solutions sont uniques p.s.
Dans le théoréme suivant, on donne quelques propriétés de la solution de I’équation non homogéne.
Théoréme 2.3.2. Soit z(t) la solution de I’équation linéaire (9). On a les propriétés suivantes:

ol

1. E(Jz(#)|") < 400 pour tout t € [to,T] ssi E (|xo]") < 00, 1< p < +00.
2. m(t) = E(x(t)) satisfait [’équation différentielle

{ m(t) = A(t)m(t) + a(t), t € [to, T
m(to) = E(zo)

3. La fonction R, (t) = E (22(t)) satisfait Uéquation différentielle ordinaire

R;(t) = <2A(t) + EBF(t)) Ry (t) 4+ 2m(t) (a(t)) + iji(t)bi(t)) + :Zlbf(t)

i=1

4. Pour z(t) la solution de l’équation homogeéne (8) on a:

Ela(t)l" = <E<|xo|p>exp (p / <A<s> - ;ZBﬁ(@) ds+ 1 ZBE@)@D)
to i=1 to j—1

ot 1< p < 4o0.

Preuve



1. Soit z la solution de ’équation (9). Pour tout ¢ € [to,T], on a

dz(t) = (A(®%) dt+§m:(B i (1)) dw;(t),t > to
=
— x(t)z(to)/t:(A() t+a deri/t
— E(ax(t)):E(mo)—i—/t: (A(s)E(z(s)) ds+§:E (/
— m(t) = E(xo) + /tt (A(s)m(s) + a(s)) ds
— lt) = A(ym(t) + a(t), m(to) = E (o)

2. D’aprés la formule d’Itd, on a pour tout t € [tg, T

(Bi(s)z(s) + bi(s)) dw;(s)

dz?(t) = a(t)da(t) +Z bi(s))” ds

—  da?(t) = + Y bi(s))* ds
2?(t) — 2% (to) = [ 2a(s)dx(s) + (B +bi(s))* ds

- o /to Z/

—  22(t) — 2%(to) :/t 21 (s)dx(s) +Z/t (B;(s)z(s) + bi(s)) ds

— ) :33(2)+/t 2 (s) (A(s)x(s)—ka(s))ds—l—Z/t
+Z/t (Bi(s)$(8)+bi(s))2 ds

= FE(2*(t)) = E( )—|—E</t 2 (A(s)z*(s) + z(s) (s))ds) +ZE(/; (Bi(s)x(s) + bi(s)) dw,( ))

m

¥ F /t (B2()2%(s) + 2By(s)bi(s)a(s) + b3(s)) ds

E(a2) + /t (2A(5) R (s) + 2m(s)a(s)) ds

+/t (Bf(s)Rm(s) + 2B;(s)b;i(s)m(s) + b?(s)) ds

t) = <2A(t) + iBE(t)) R, (t) +2

sz(

3. Soit z(t) la solution de I'équation homogeéne (8). Pour 1< p < 400, on a

|z(t0)[” expp (/t (A(S) - 1ZBf(S ) ds + Z/

i=1“to
t
|zo|” exp p /
to

|z (®)]”

m

_,ZB

¢ 'm
ds | expp /
to j=1

~
)



E(Jz@®)[")

quonpexpp(/t:( —*iB )“/ A )>

E(|$o|)pexpp<< [ (A(S)—2;Bi2(8)> ds> <expp ( / > B >>>>
—  E(|o|)? expp <</t: (A(S) - ;§3i2(5)> ds) (eXp 2P </tn ;BQ >>>

d’oit on déduit que E (|z(t)|”) < +oo pour tout t € [to, T] ssi E (|zo|”) < 4oc.

Exemple 2.3.3.
Considérons 1’équation:
dx(t) = ax(t)dt + dw(t)(t), t >0
(11)
.Z‘(to) =20

xo est une variable aléatoire indépendante de w(t), pour tout ¢ > 0, telle que F(z) < +o0o et o € R.
Appliquons la formule (10), on obtient:

x(t) = zoy(t) + y(t)/o ﬁdw(s), ou y(t) = exp(/0 ads) = exp(at)

alors
z(t) = moexp(at) +exp(at)/0 exp(—as)dw(s)
= zpexp(at) + /0 exp a(t — s)dw(s)

Soit t > . Calculons E(z(t)). On a

B(e() = explat) B o)+ B | Cexpalt - siu(s))

0

— E(o(t) = exp(at) E (z0)
Calculons E(z2(t)). On a

2

E(z*(t)) = E(zfexp(2at)) +E (/Ot exp a(t — s)dw(s))

+2F ((mo exp(at)) ( /O t exp ot — s)dw(s)))

Utilisant les propriétés de l'intégrale d’Ito, on obtient:

E(2*(t)) = E(x3)exp(2at) + </0/exp2a(t — S)dS)
= exp(at)E(x]) — i(l — e%ot)

alors
2 1 2at 2
var(z(t)) = E(zg)exp(2at) — %(1 —e**") —exp(2at) (E(xo))

1
= exp(2at)var(zo) — 2—(1 —e%ot)
!

10



2.3.2. Le cas vectoriel
On généralise dans cette section les résultats établis dans le cas scalaire au cas n-dimensionnel. Considérons
I’équation homogene:

da(t) = ADa(t)dt + LB, (Da(t)du(0). ¢t 1)

(fo) = Zo
ot w(t) = (w1(t), ..., wm(t)) est un processus de Wiener m-dimensionnel. A(t) et B;(t), 1< i < m, sont des
fonctions matricielles continues, o est une variable aléatoire telle que E(]|zo||?) < 400 et indépendante de
w(t) pour tout ¢ € [to,T].
Soit x;(t) la solution de ’équation (12) correspondante & la valeur initiale déterministe zg = e;, la iéme
colonne de la matrice identité, et soit ®(¢) la matrice définie par

D(t) = (z1(2), 22(t), -y n (1))

on peut montrer que ®(t) satisfait ’équation différentielle matricielle suivante:

d®(t) = A(t)®(t)dt + ZB ()P (t)dw;(t), t = to

1=

(tO) - In

La matrice ®(¢) est appelée la matrice fondamentale de 1’équation (12).
En utilisant ®(¢), on peut résoudre I’équation non homogene suivante:

dz(t) = (A(t)z(t) + a(t)) dt + 21< ((H)z(t) +0i(t)) dwi(t), t > to (13)
z(to) = zo

ou a(t) et b;(t), 1< i < m, sont des fonctions vectorielles. On a le résultat suivant.
Théoréme 2.3.4. L’unique solution de l’équation (12) est donnée par:

w(t) = B(t) (mo + / t <I>1(s)dy(s)>

to

ot y(t) est une solution de l’équation différentielle

dy(t) = (a(t) - i ) dt + Zb )dw; (¢

Preuve
Soit t € [tg,T]. Posons z(t) = ®(t)z(t), ou

de(t) = d®()Z(t) + B(t)d=(t) + > Bi(H)B(£)@ ' (t)bi(t)dt

I
/\
S:

Jr
s
D:J

(t)dw;( )) Z(t) + (1)

d1(t) <<a(t) - iBl—(t)bi(t)> dt + ib t)dw; (t ) + ZB dt
3 i=1

m

- (A(t)(b(t)Z(t)dt + iBi(t)d)(t)Z(t)dwi (t)) +a(t) + > bi(t)dw;(t)

=1
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— da(t) = ( dt+iB (t)dwi(t ) +ib t)dwi(t
= (A@)z(t)dt + a(t) dt+<ZB )dwz()

d’ot on déduit que z(t) est la solution de 1’équation (12).
Remarque 2.3.5.
La matrice ®(t) n’a pas une formule explicite en général. Cependant, dans le cas ou A(t) = A, B;(t) =
B(t), 1<i<m, et
ABZ = BZA et BZB] = BjBl', ’L,j = ]., ey

on peut vérifier que

®(t) = exp ((A - *ZBZ ) (t —to) ZBi (wi(t) — wi(%)))

Des propriétés de la solution z(t) sont données dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.6.

Soit z(t) la solution de I’équation non homogéne (13) et soient m(t) = E(x(t)) et R.(t) = E(z(t)z(t)).
Alors

1.
m(t) = A(t)m(t) + a(t), t € [to, T
{ mito) = B(zo) a9
2. _
R.(t) = AR, (t) + Ro(t) AT (t) + m(t)aT (t) + a(t)ymT (t) + ZBz( VR, (t)Bi™T'(t)
FBi(tym(BBT (1) + bi(B)m ()BL (1) + 32 bi(t)bF (1) 18)
Rx(to) = E(zozl)
Preuve
La preuve de (14) est similaire a celle du cas scalaire. Montrons (15).
D’aprés la formule d’Ito, on a pour tout ¢ € [tg, T
de(t)z™(t) = ((A(t)x(t) +a(t))dt + Z (B;(t)z(t) + bi(t)) dwi(t)> z(t)
i=1
m T
+a(t) ((A(t)x(t) +a(t)) dt + Z (Bi(t)x(t) + b (t)) dwi(t)>
+> (Bi(s)x(s) + bi(s)) (Bi(s)a(s) + bi(s)) " ds
d’ott on obtient
x(t);[;T(t) — 1’(t())xT(t0) = / <(A(S)(E(S)1-T(s) + a(S)wT(s)) ds + Z (BZ(S)LU(S):L-T(S) + bl(s)xT(s)) dwl(s)
to i=1

12



appliquant I’espérance mathématique, on trouve

R.(t) = BE(zoxd)+ /t (A(s)Ry(s) + a(s)m™ (s)) ds + /t R.(s)AT (5) + m(s)a” (s)ds
D / (Bi(s)Ro ()BT () + bi(s)m (s) B (5) + Bi(s)m(s)b (s) + bi(s)bi(s)") ds
Ry(t) = A()R.(t)+ Ra(t)AT(t) + (a(t)ym” (t) + m(t)a” (¢))

+Z (Bi(t) R (t) B (t) + bi(t)m™ () BY (t) + Bi(t)m(t)b] (t) + bi(¢)bi(t)")
R.(to) = E(wox))

Exemple 2.3.7.
Considrons I’équation différentielle stochastique:

1
dx(t) = —§x(t)dt + Bz(t)dw(t),
z(0) = xo
ou B= ? _01 } et w(t) est le mouvement brownien standard. On remarque que AB = BA, alors d’aprés

la remarque 2.3.5, on a

alors
B(t) = exp ((;12 f% { v ]2> t+Bw(t)>
wf((3 Aot 7
- cocamn([y 1)
Alors

ot y(t) est une solution de l’équation différentielle

dy(t) = <a(t) - iBi(t)bi(t)> dt + zm:bi(t)dwi (t) =0

alors

z(t) = @(t)zo

Exemple 2.3.8.
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Considérons 1’équation différentielle stochastique:

{ dz1(t) = z2(t)dt + aduwn (t)
d.’l?g (t) = —xl(t)dt + Bdwg (t)

ol wq(t) et wa(t) sont deux mouvements browniens réels et a,f sont de constantes. Sous la forme
matricielle ce systéme peut étre présenter sous la forme suivante:

dz(t) = Az(t)dt + Bdw(t), on A = { _01 (1) } B= { o 2 } x(t):< 253 )

Comme AB # BA, alors on ne peut pas utiliser la remarque 2.3.5. Dans cette exemple, on procéde
comme suit

exp(—At)dx(t) exp(—At) Az (t)dt + exp(—At) Bdw(t)

exp(—At)dx(t) — exp(—At) Az (t)dt = exp(—At) Bdw(t)
d(exp(—At)x(t)) = exp(—At) Bdw(t)

exp(—At)x(t) = exp(—Atg)z(to) —l—/ exp(—As)Bdw(s)

to

I

= x(t) = exp(A(t — to))zo + / exp(A(t — s))Bdw(s)

to

cos(t —tg)  sin(t —to)

On a exp(A(t — to)) = [ —sin(t —to) cos(t — to)

} , donc

ot~y = | ) =) 1[0 0] [ et ) gunte— )]

—sin(t —s) cos(t — s) —asin(t—s) Bceos(t—s)

ainsi
K [ acos(t—s) Bsin(t—s)

/t exp(A(t = s)) Bdw(s) = / —asin(t —s) fBceos(t —s) } dw(s)

t[J tO

Alors la solution est donnée par

x(t):[ cos(t —to)  sin(t — to) }%Jr/t:{ acos(t—s) PBsin(t—s) }dw(s)

—sin(t —tg) cos(t —tp) —asin (t —s) Peos(t—s)
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