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Part 1

Stabilité stochastique



0.2. Introduction

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une généralisation de la notion
d’équation différentielle prenant en compte un terme de bruit blanc. Les EDS
permettent de modéliser des trajectoires aléatoires, tels les mouvements de par-
ticules soumises & des phénomeénes de diffusion. Elles permettent aussi de traiter
théoriquement ou numériquement des problémes issus de la théorie des équations
aux dérivées partielles. Les domaines d’application des EDS sont vastes :

— La modélisation de phénoménes de diffusion en physique (mécanique des flu-
ides, géophysique, ...) : c’est a l'origine de la motivation de I’étude du mouvement
brownien.

— Les mathématiques financiéres

— Les systémes dynamiques aléatoires.

— Les modeéles d’écoulements de polymeéres multi-échelles

En 1892, A.M. Lyapunov introduit le concept de la stabilité d’un systéme
dynamique. La stabilité signifie I'insensibilité de 1’état du systéme a de petits
changements dans ’état initial ou les paramétres du systéeme .Dans ce chapitre,
nous allons présenté les divers types de stabilité pour une équation différentielle
stochastique de dimension n.

0.3. Stabilité en probabilité

Considérons 1’équation différentielle stochastique:

{ dz(t) = f(t, z(t))dt + g(t, z(t))dw(t),t >0 (1)
x(0) = o

On suppose que cette équation admet une solution unique x(t) et pour simplifier;
on suppose que g € R™. On suppose ausssi que f(¢,0) =0 et g(¢,0) =0, vVt > 0.
Alors z(t) = 0 est le point d’équilibre de I’équation (1).

0.3.1. Définitions

1. Le point d’équilibre du systéme (1) est stochastiquement stable en probabilité
si, pour tout € > 0 on a

limOP {sup |z(t)|| > 6} =0
Tro—

te[0,+00]



sinon il est instable.

2. Le point d’équilibre du systéme (1) est asymptotiquement stochastiquement
stable s’il est stochastiquement stable et

limP{ lim ||z(t)] = 0} =1
xg—0 t—-4o00

3. Le point d’équilibre du systéme (1) est globalemment asymptotiquement
stochastiquement stable s’il est stochastiquement stable et

P {tligl lx(t)|] = O} =1,Vxg € R"
Avant de donner le théoréeme de stabilité de Lyapunov, on donne la définition
suivante.

Definition 1. 1. Soit V(x) une fonction scalaire continue définie sur le boule
fermée
B, ={zeR" |z||<r}, r>0

V(x) est définie positive au sens de Lyapunov si V(0) = 0 et V(x)>0, Vz # 0

2. Soit V(t,x) une fonction scalaire continue définie sur [0, +-00[x B,. V est dite
définie positive au sens de Lyapunov si V(t,0)=0 et il existe une fonction
définie positive W(x) telle que

V(t,z) > W (x)>0, Vt £ 0

3. Une fonction V(x) ou V(t,x) est définie négative si -V est définie positive.
On a le théoréme suivant de stabilité.

Definition 2. 1. Soit V(t,x):[0,+oc][ x R™ — R une fonction de Lyapunov
telles que ses dérivés partielles V;, V,, et V., sont continues sur [0, +oo[ x
R"™/{0}. Supposons que LV(t,x)< 0 pour tout (t,z) € [0, +oo[ x R™ ou

LV(t,x)=Vi(t,x) + V (t,z)f(t,x) + %trace (9" (t, 2) Vi (t, 2)g(t, @)

avec
0%V L 0%V
av av 8‘/ o0xr12 O0x10xn
Vp=—, Vo= | —... et Vo, = : . :
ot Jxry Oz, ; ;
0%V L. 9%V
Oxndzxy 0xn 0Ty

alors I'origine est stable.



2. Si en plus LV est définie négative alors I'origine est globalemment asymp-
totiquement stable.

Remark 3. Si le systéme est autonome

{ dx(t) = f(fv(t))d(t ;r g(x(t))dw(t),t =0
z(0) = xg

alors on peut construire une fonction de Lyapunov V(x). Si G vérifie

yg(x)g(x)y > m(z) ||yH2, X,y € B,, r>0
ot m(x) est positive alors la stabilité implique I’asymptotique stabilité.
Pratiquement, on utilise la condition suffisante suivante:
LV(t,x) < —=kV(t,x), k>0, (t,x) € [0,+o0[ x R"
pour montrer que LV est définie négative.

Example 4. Considérons le systéme linéaire stochastique

{ dx(t) = ax(t)dt + ox(t)dw(t); t >0, a, 0 € R
x(0) =z

Considérons la fonction de Lyapunov V(x) = |z|", r> 0. Alors

/ 1
LV(z) = azV (z)+ 502:1:2‘/”

11 .
= arz|z]M + 5027“(7’ —1)2? |z 2
r 1 2 r
< arlx|"+ 2° r(r—1)|x|
Si a<%2, on peut choisir 0<r< 1—3—‘5 pour montrer que LV< —kV. Donc le systéme
est globalement asymptotiquement stable.
dz(t) = ax(t)dt
z(0) = xg
le terme aléatoire ne change pas la stabilité dans ce cas.
0.2

Le systéme stochastique es stable pour a>0 tel que a < %-. Donc le terme
0?2%/2 dans la formule de LV conduit a la stabilité.

Dans le cas ot 0 = 0 le systéme est stable si a=0. Donc



Remark 5. La méthode de Lyapunov dépend du choix de la fonction de Lya-
punov. Pour déterminer V(t,x); on peut , par exemple, résoudre I’équation LV=0
ot I'inégalité LV< 0 Le choix V(x)=x! Pz ou P est une matrice définie positive,
nous donne

LV = 2f(t,z)Cz + trace(g(t,z)g" (t,2)C) <0

dans un voisinage de x=0 pour tout t> 0.

0.4. Stabilité exponentielle presque stire

On donne maintenant un théoréme pour la stabilité presque sire.

Definition 6. Le point d’équilibre du systéme (1) est exponentiellement presque
stirement stable’il existe une constante a> 0 telle que

) 1
tilinoosupgln(ﬂx(t)ﬂ) < —ap.s.

pour tout xy € R", ou tli+m sup 1 In ([|z(¢)||) est I'exposant de Lyapunov de la
—+o00

solution x(t).

Remark 7. La relation (?7) est équivalente a l’existence d’une constante a> 0
et M > 0 telle que
le(®)]l < M ||zl ") pus.

On a le théoréme suivant.

Theorem 8. Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov définie positive
V(t,x(t)) et des constantes p>0, ¢; > 0, c; € R et c3 > 0, telles que

a eI < V(t,x(1), LV(tx(t) < eV (t,x(1), IBVa(t,z(t)]” = esV(t,2(1)),
pourt >0, x#£ 0, ou BV (t,z(t)) = V. (¢, z(t))g(t, x(t)). Alors

C3

1 2cy —
lim_sup 5 In (|| (t)]) < 022— p.s. Yo € R"
p

t—+o00

et le point d’équilibre du systéme (1) est exponentiellement presque sirement
stable si c3 > 2¢o.



On a le résultat suivant.

Theorem 9. Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov définie positive
V(t,x(t)) et des constantes p>0, a, A € R | telles que

allz@)|” < V(t,x(t)), LV(tx(t) < =AV (¢ 2(1)),
pour t > 0, x# 0. Alors

1
tliin sup;ln(”x(t)”) < —, p.s. Voo € R

—-A
p

et le point d’équilibre du systéme (1) est presque siirement exponentiellement
stable .

0.5. Stabilité des moments

Definition 10. 1. Soit p>0. Le point d’équilibre est stable en moment d’ordre
p si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que supFE (||z(t)||”) < e, pour tout
>0

zo tel que ||zo|| < 0.

2. Le point d’équilibre est asymptotiquement stable en moment d’ordre p s’il
est stable et tliT E (||lz(®)||”) = 0, pour tout xy au voisinage de 0.
—T 00

3. Le point d’équilibre est exponentiellement stable en moment d’ordre p s’il
existe c; >0, co >0et 6 >0 tels que

E ([lz®)IIF) < e [lao]|” 72

pour tout xp tel que ||z < 6.

Dans le cas o p = 1 ou p = 2, on parle de la stabilité en moment d’ordre 1
ou la stabilité d’ordre 2.

Example 11. Considérons le systéme
dx(t) = ax(t)dt + ox(t)dw(t), t >0

on remarque

P p o? D 4
Elz(t)]” = |xo|" exp p(a—7+§0) t, t>0

que le point d’équilibre est exponentiellement stable ssi a < %02.



Le théoréme suivant illustre ’application des fonctions de Lyapunov pour mon-
trer la stabilité en moment d’ordre p.

Theorem 12. Une condition suffisante pour I’exponentielle stabilité en moment
d’ordre p est D'existence d’une fonction V(t,x), définie sur [0, +oo[ x R™ et contin-
uement différentielle par rapport a t et de classe C? par rapport a x et qui satisfait
I'inégalité:

erll2ll < Vit o) < o llall”, LV () < —cs [l

pour des constantes positives ¢y, ¢y et cs.

Remark 13. Généralement, la stabilité exponentielle en moment d’ordre 2 n’implique
pas la stabilité exponentielle presque stire et la stabilité exponentielle presque sire
n’implique pas la stabilité exponentielle en moment d’ordre 2. Cependant, la sta-
bilité exponentielle en moment d’ordre 2 implique la stabilité exponentielle presque
stire si on ajoute des conditions supplémentaires.

On définit maintenant les notions de la stabilité en moyenne et la stabilité en
moyenne quadratique.

Definition 14. 1. On dit que le point d’équilibre du systéme 1 set stable en
moyenne si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

sup ||E(x(t))|| < e, pour tout x, tel que ||zo| <9
£>0

2. On dit que le point d’équilibre du systéme 1 set stable en moyenne quadra-
tique si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

Stliloj HE($(t)xT(t))|| < g, pour tout x, tel que ||zg] <6

0.6. Stabilité des systémes linéaires

Considérons 1’équation linéaire homogeéne:

de(t) = A(t)z(t)dt + iBi(t):c(t)dwi(t), £ >0,

1’(2505 = 29



Dans cette section on donne des conditions de stabilité des systémes linéaires.
Soit m(t) = E(x(t)). On a
m(t) = A(t)m(t), (3)
m(to) = Xy
Alors la stabilité en moyenne de I’équation (2) est équivalente a I’étude de la

stabilité de 1’quation déterministe (3). La stabilité en moyenne quadratique de
I'équation (2) est équivalente a la stabilité de I’équation matricielle déterministe

P() = AWP@)+ PUOATW) + Y B(OPOB ()
P(ty) = zox} Z
On a le théoréme suivant.

Theorem 15. Supposons que les fonctions A(t) et B(t) sont bornée sur [to, +00] .
Alors une condition nécéssaire pour la stabilité exponentielle en moment d’ordre
2 est que pour toute matrice symétrique définie positive et bornée C(t) telle que
TC(t)z > ky ||z||”, ki > 0, Péquation différentielle matricielle

dP({t) 7 T _
=+ AT(OP) + POA() + ZZBi (tPM)Bi(t) = —C(t)  (4)

admet comme solution une matrice P(t) qui admet les mémes propriétés que C(t).

Remark 16. Quand B;(t)=0 pour tout i€ {1,...,m}, I’équation (4) se réduit a
une équation de différentielle de Lyapunov qui donne un critére de la stabilité
exponentielle pour les systémes déterministes.

Pour les systemes a temps invariant, on a le résultats suivant.

Corollary 17. Si le systéme (2) est a temps invariant, une condition nécessaire
pour la stabilité exponentielle en moment d’ordre 2 est que, pour toute matrice
symétrique définie positive C, I’équation matriceille

A"P+PA+) BI'PB;=-C (5)

1=

admet une solution symétrique définie positive.



Example 18. Considérons le systéme

dx(t) = A(t)x(t)dt + iBi(t)zL‘(t)dwi(t), t>0,
x(t:;l: T

ou A+AT = cl et Bi = d,;I, 1< i < m, c et d; sont des constanes réelles.

Pour C=- <c + de) , avec <c + de) < 0, on peut vérifier que D=I est une

i=1 i=1
solution pour I’équation de Lyapunov (5) associée a ce systéme. Donc le systéme
est stable en moment d’ordre 2.

Example 19. Considérons I'équation différentielle stochastique suivante
dx(t) = A(t)x(t)dt + B(t)x(t)dw(t), t > 0, (6)

avec x(ty) = xo € R?, w(t) est un mouvement brownien scalaire et
)

a 0 0 b
a=[5a]m=[0 5]

Puisque AB=BA alors la solution de I’équation (6) est donnée par

2(t) = exp ((A . ?) t+ Bw(t)) o

- a — 0.5b% 0 - 0 b w(t) -
- P 0 a — 0.5 b 0 0-

Comme on a lim # =0, alors lim 1In|z(t)|| = a—0.5b% p.s., alors le systéme
t—o00 t—+o00
(6) est exponentiellement presque siirement stable si et seulement 2a<b*.

Ainsi, si 0< 2a < b?, I'équation déterministe dz(t) = A(t)z(t)dt est insta-
ble tandis que I'équation stochastique 6) est exponentiellement presque stirement
stable.

Etudions maintenant la stabilité en moment d’ordre 2 pour I’équation (6).

L’équation de Lyapunov associée a ce systéme est

A"P+PA+Y B'PB;=-C (7)

1=



P B
P, P

el mlla Rl A o)A R] o]=-[0 0]

Soient C=I et P:{ 1 . L’équation de Lyapunov (7) est équivalente a

ainsi
CLPl GPQ + aP1 CLPQ b2P3 b2P2 _ 10
an CZP3 aP2 an b2P2 b2P1 o 0 1
P3b2+2CLP1 P2b2+2(lP2 _ 10
P2b2—|—2aP2 P162+2aP3 - 0 1
on obtient
P3b2+2aP1:—1 P3b2—|—2CLP1:—1
P2b2+2GP2:0 =4 P2b2+2CZP2:O
P1b2—|—2aP3:—1 P1192+2aP3:—1
Si 2a+b*# 0, on obtient P, = 0 et Py (b* — 2a) + (2a — b*) P; = 0. D’oti on
trouve P, = P3. Alors P, = P3 = ﬁ . Donc la solution de I'équation de
Lyapunov (7) est
P = |: 2a7—i-1b2 —Ol :|
: 2a-+b2

P est définie positive ssi 2a+b* < 0. On déduit que I'equation (6) est stable ssi
2a < —b2.

Ainsi, si 0 > 2a > —b* ’équation déterministe dz(t) = A(t)x(t)dt est ex-
ponentiellement stable tandis que I’équation stochastique (6) n’est pas exponen-
tiellement stable en moment d’ordre 2. Enfin, on remarque que si 2a < —b* alors
2a < b% , alors pour cet exemple la stabilité en moment d’ordre 2 implique la
stabilité presque stre.

On termine ce chapitre par le résultat suivant:

Proposition 20. Considérons le systéme

{ da(t) = Ax(t)dt + beTx(t)dw(t), t >0, (8)

l‘(to) = 2o
ou A est une matrice d’ordre n et b, ce R".

Le systéme (8) est exponentiellement stable en moment d’ordre 2 ssi A est
stable et [™ (cTeAtb)2 <1



Proof. 1. On suppose que le systéme (8) est exponentiellement stable en moment
d’ordre 2. Alors I’équation de Lyapunov

ATP 4+ PA+CV Pbc” = -1 9)
admet une solution unique définie positive P. On a

AP+ PA+ Cv Puct = -1

<~ AP+ PA=—(Cb"Pbc" + 1)
«— ATP+PA=—-Q, Q=Cb Pbcl +1

comme () > 0 alors A est stable.
Maintenant, définissons ’'opérateur

G(Q) = /0+°° At Qe dt

Appliquons l'opérateur G sur I’équation (9), on obtient
G (A"P+ PA) + G (Cb" Pbc") = —G(1,,)
Comme A est stable alors G (ATP + PA) = —P. Ainsi P satisfait 1’équation
—P +G (Cb"Pbc") = —G(I,)
qui est équivalente a

—P+G (cb"Pbc") = —G(I,) < —b"Pb+b"G (cb" Pbc") b = —b" G(I,)b
= —b"Pb+ (b"Pb)b"G (") b= —b"G(I,)b
= ' Pb(b'G (cc")b—1) = =b"G(L,)b

1. Si b= 0 alors b"G (cc”) b=0< 1.
2. Si b # 0 alors

— VTG (") b— 1= —bTG(L,)b/b" Pb < 0

ainsi
+o00 -
/ et tecleMtbdt < 1
0



+o0 9
/ (cTeAtb) dt <1
0

2. Suppososn maintenant que A est stable et f0+°° (cTeAtb)2 < 1. Soit

—bTG(I,)b

P ==
bT'G (ec”)b—1

G(cch) + G (1)

Alors P satisfait I’équation
—P +b"PbG(cc”) + G (1) =0
Comme A est stable, alors
—G (AP + PA) + b" PbG(cc") + G (1,) =0

ainsi
—ATP4+ PA+cb"Pbcr +1,=0

Alors A est exponeniellement stable en moment d’ordre 2. ®



Part 11

Propriétés structurelles des
systémes linéaires stochastiques

14



Dans ce chapitre on présente la version stochastique stochastique de quelques
concepts de base dans la théorie de controle qui sont: Stabilisabilité, détectabilité,
I’observabilité et la controlabilité.

0.7. Stabilisabilité et détectabilité des systémes linéaires sto-
chastiques

Considérons le systeme suivant

dz(t) = (Ag(t)z(t) + Bo(t) dt+ZAk (t)dwi(t), t>0,  (10)
y(t) = Colt)
lentré u € R™ et la sortie y € RP. Notons par A = [Ag, Ay, ..., A, .
Definition 21. 1. On dit que le systéme (10) est stabilisable s’il existe F' :

R, — R™™ une fonction continue et borbée telle que I'origine du systéme en
boucle fermé

dz(t) = (Ao(t) + Bo(t)F(t))x(t)dt + ZAk (t)dwy(t), t >0,

est exponentiellement stable en moment d’ordre 2.
2. On dit que le systéeme (10) est détectable s’il existe K : R, — R"*P une
fonction continue et borbée telle que l'origine du systéme en boucle fermé

dz(t) = (Ao(t) + K(t)Cy dt+ZAk (t)dwg(t), t >0,

est exponentiellement stable en moment d’ordre 2.

Notation 22. Si le systéme (10) est stabilisable on dit que (A,B) est stabilisable
et quand le systéme (10) est détectable on dit que (Cy, A) est détectable.

Pour lse systémes a temps invariant, on a le résultat suivant.

Proposition 23. Les conditions suivantes sont équivalentes.



1. Le systéme (10) est stabilsable.
2. L’équation matricielle
AoX + XAy + Bl + I By + > A X AL+ 1, =0 (11)
k=1

admet une solution (X,I') € Hy x R™*" et si (X,I') est une solution de

I'équation (11), avec X>0, alors le feedback stabilisant est donné par F=
rx-1.

Pour la détectabilité, on a la proposition suivante.
Proposition 24. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Le systéme (10) est détectable.

2. L’équation matricielle

AY +Y Ag+ GCo+ CiG™ + ) AjyAr+ 1, =0 (12)

k=1

admet une solution (Y,G) € Hy x R"™P et si (Y,G) est une solution de

I'équation (12), avec Y>0, alors I'injection stabilisante est donnée par K=
Y-IG.

Proof. Montrons que 1= 2. Supposons que le systéme (10) est détectable.
Alors, il existe K telle que l'origine du systéme en boucle fermé

dz(t) = (Ao + KCp)x(t)dt + iAk:v(t)dwk(t), t>0,

k=1

est exponentiellement stable en moment d’ordre 2. D’aprés le théoreme de Lya-
punov, on déduit que I’équation

(Ao + KCo)'Y +Y (A4 + KCo)+ Y B/YB =1

1=



admet une solution définie positive P. On a

(Ao + KCo)'Y + Y (Ay+ KCo) + > BI'YB;=—I

1=

= A"Y+CIK"Y + YA +YKCo+ Y BIYB;=-I

= ASY +YA+CIKTY +YKCo+ > BIYB = -1

1=

Posons G = Y K alors

AY + YA+ CiGT +GC+ Y BlYB = -1

et comme G = YK alors K = Y !G.
Montrons que 2= 1. Supposons que 1’équation matricielle

AY +Y Ay + GCo+ C{G" + Y A[Y Ay + 1, =0 (13)

k=1

admet une solution (Y,G) € Hy x R avecY >0et K =Y !G. On a

AY +Y Ag+ GCo+ CJGT +> AlY A+ 1, =0
k=1

=AY + YA+ CKTY + YKCo+ Y BIYBi =1

1=

=AY + YA+ CKTY + YKCo+ Y BIYB; = -1

1=

(Ao + KCo)'Y + Y (Ay+ KCo) + > BI'YB;=—I



Alors, il existe K telle que 'origine du systéme en boucle fermé
du(t) = (A + KCo)z(t)dt + Y Apa(t)dwy(t), t >0,
k=1

est exponentiellement stable en moment d’ordre 2. On déduit que le systéme (10)
est détectable. m

La proposition suivante montre la dualité entre la stabilisabilité et la dé-
tectabilité.

Proposition 25. 1. Lesystéme (A,B) est stabilisable ssi (BT ,AT) est déctable,
ou AT = (A7, AT, ..., AT) .

2. Le systéme (C,A) est détectable ssi (AT,CT) est stabilisable.

On termine cette section par le théoréme suivant qui est une généralisation au
cas stochastique d’un résultat connu en déterministe.

Theorem 26. Supposons que
1. (Cy, A) est stochastiquement détectable,
2. L’équation différentielle

%K(t) + A K (1) + K(£)Ao(t) + Co(t)Cg(t) + iAZ(t)K(t)Ak(t) =0

admet une solution bornée symétrique K(t) > 0, t> 0. Alors la solution du
systéme (10) est exponentiellemnt stable en moment d’ordre 2.

Example 27. Considérons le systéme

dx(t) = Aoz (t)dt + Ay (t)x(t)dw(t) + Bu(t)dt,

1 0 0 30 0 1
ot Ag=|0 -1 3|, Ay, =|21 0 |,B=|11],
0 0 2 0 0 —1 1
Ty T2 I3
Montrons que le systéme (Ag, A1, B) n’est pas stabilisable. Soit X=| z3 y2 Y3
T3 Ys %3

On a:



[ 1 0 0 Tr1 To2 I3 Tr1T T2 I3 1 0
A X + XAy = 0 -1 3 T2 Yo Y3 |t | T2 Y2 Y3 0 -1
| 0 0 2 T3 Yz <3 rs Ys <3 0 3
[ 2;61 3!173 3373
= 3rs 6ys — 2ys Y3+ 323
31’3 Ys + 323 423
[ 3 0 0 r1 To I3 3 2 0
141)(A4>i< = 21 0 T2 Y2 Ys 01 0
| 0 0 -1 T3 Yz <3 0 0 -1
[ 91’1 6131 + 31’2 —31’3
= 6£L'1 + 31’2 4ZL‘1 + 4ZL‘2 + Y2 —21’3 — Y3
—3x3 —223 — Y3 23
1 fi
BUr+I"By = | 1 | (A fo fs)+| f2 (1 1 1)
1 /3
2fi  htfe it S
= fi+fe 2f fotfs | fu,fo, fseR
it Lot/ 2fs
Alors I'équation (11) est équivalente a
2x1 3.733 3.733 9?[)1 6ZE1 + 3.732 —3l’3
3.T3 6y3 — 2y2 Y3 + 32’3 + 611 + 322 4171 + 4ZL'2 + Y2 —2ZL‘3 — Y3
3x3 Y3 + 323 423 —3x3 —2x3 — Y3 zZ3
2fi  htfe it S
+| Ait+fe 2fa fot+fz | =0
hi+fs fot+fa  2fs
2f1+ 1121 =0

on obtient les systémes suivants:

fi+ fo+6x1+ 302 +323=0

i+ fs=0

2fy + 4wy + 49 — Yo + 6y3
fo+ fs—2x3 4+ 323 =
2f3+52320



Si on suppose que le systéme (Ag, A1, B) est stabilisable alors il existe X > 0
solution de I’équation (11). Alors x; > 0 et z3 > 0.
D’autre part, on a

2f1—|-11513'1:0:>f1:7711$1<0

h+tfi=0= fi=—fs
2f34+ 523 =0= f3=F23 <0

. On déduit que f; < 0 et f3 < 0, ce qui contrdit le fait que f; = — f3. On conclut
que le systéme (Ay, A1, B) n’est pas stabilisable.

0.8. Observabilité stochastique

Soit H,, 'espace des matrices symétriques d’ordre n. On définit opérateur L(t); H,, —
H,,, définie par

L(t)S = Ao(t)S + SA;(t) + Er:Ak(t)SA;;(t)

k=1

Iopérateur L est appelé 'opérateur de Lyapunov associé a Ay, Ay, ..., A,.. L’opérateur
L*, H,, — H,, est définit par

L*(t)S = AL(£)S + SAp + iA’,;(t)SAk(t)

k=1

On définit dans I'espace H,, 'opérateur d’évolution Tx

{ LTp(t, to) = Lp(t)Tr(t, to),
Ti(t, to) = I

ou Lp(t) est définit par:

Lr(t)S = (Ag+ BF)S + S (Ay+ BF)" + XT:A,’;(t)SAk(t)

Definition 28. On dit que le systéme (10) est observable s’il existe T > 0, § > 0
tel que

t+71
/ T*(s,4)C3(5)Co(s)ds > BI, ¥t > 0,
t



Dans le cas invariant on a les résultats suivants.
Proposition 29. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Le systéme (10) est observable,

2. il existe T > 0 tel que
/ e CrCods > 0,
0

3. I existe T > 0 tel que Z (1) > 0, ou Z(t) est la solution du probléme a valeur
initiale:

{ LZ(t) = L*Z(t) + C;Cy, t > 0, (14)

Z(0) =0

Proof. Le systéme (10) est observable si et seulement s'il existe 7>0 tel que
t+1
/ T*(s,t)Cy(s)Co(s)ds > BI, ¥t >0,
t
Dans le cas invariant, les opérateurs L et L* sont donnés par:

L*S = AjS+SAg+ ) ALSA

k=1

LS = AgS+SA;+> AiSA;
k=1

Dans ce cas I'opérateur d’évolution T est défini par I’équation différentielle

%s (t) = LS(1)

Il est donné par T(t,t,) = X% Alors le systéme (10) est observable si et
seulement s’il existe 7>0 tel que

t+71
/ e’ Cyds > BILVE> 0,
t

et comme

t+1 T
/ e T Cods = / et I Cods’
t 0



Alors le systéme (10) est observable si et seulement s’il existe 7>0 tel que
/ e’ Cods > 0,V > 0,
0

Montrons maintenant que (2)<= (3).
La solution du systeme

LZ(t)=L*Z(t) + C;Cy, t >0,
Z(0) =0

est donnée par Z(t) = fot el™sC; Cyds. Donc il existe 7 > 0 tel que Z(7) > 0 ssi il
7> 0 tel que [ eX*CiCods > 0. m

Remark 30. L’équation (14) peut étre écrite d’'une maniére équivalente comme
suit

LZ(t) = AsZ(t) + Z(t) Ao + Y ALY () A + CiCo, t > 0,
k=1

dt (15)
Y (0) =0

On termine cette section par le corollaire suivant.

Corollary 31. Supposons que (Cy, Ag, A1, ..., A,) est observable et que I’équation
algébrique

A3S + SAg+ > ApSA + CgCo =0 (16)
k=1

admet une solution X > 0. Alors

1. Le systéme (Ag, A1, ..., A,) est exponentiellement stable en moment d’ordre
2,

2. X>0,

3. L’équation (16) admet une solution unique définie positive.

. 10 10
Example 32. So1entA0:oz[0 1],A1:6{0 1],6’:[1 0].



1. Etudions la détectabilité du systéme (C,Ay, Ay). Soit G:{ 91 } , :{

Yyr Yo
g2 '
On a

Y2 Y3

ALY +Y Ag+ GCy+ CLG™ + ATY Ay + 1, = 0
10 Y1 Yo Y1 Yo 10 g1
10
Q{O lHyz yz}ﬂy{yz ysHO 1]—1_[92]{ ]
1 L O] [w v 10 Lo} _
AR N I P Y R R L

(:)[2041/1 2043/2}_1_{523/1 ﬁ2y2]+[2£]1+1 92}_[0 0]

20ty2  20y3 Bya Bys 92 1| |00
201 + 20y + By +1=0 1= (—1-2¢)/ (2a+ 5?)
— g2 + 2ays + B*ys = 0 == Y2 = —g2/ (2a + ?)
2ays + F2ys +1=0 Ys = —201152

On a

-1
—1—2gl<0<:>—1<2g1<:>7<gl

Ainsi pour G=[g1, 0] avec %1 < ¢1, 'equation (12) admet une solution définie
positive Y si 2a + 32 < 0. Alors le systéeme (C,Aq, A;) est détectable si
200+ 32 < 0.

2. Etudions maintenant 'observabilité du systéme (C,Aq, A1). L’équation (14)
correspondante a ce systéme est;

r

L7(t) = Ay Z(t) + Z(t) Ao + DAL Z(H) A + C*C, t > 0,

dt

k=1
Z(0) =0
. . 21 (t) Zg(t) . . .
Soit Z(t) = [ ) () | On obtient le systéme suivant

zl(t)(? azl(t)(—i)—ﬁzzl(t)( | 1

Zo(t) = 2a29(t) + B225(t

— 5a(t) = 2az3(t) + F22(1)
21(0) = 29(0) = 23(0) = z4(0) =0



On a

Zg(t) = 20623(25)4—5223(15) < Z3<t> = (20& + 52) Zg(t) — Zg(t) = 6(2a+52)t23(0) =0

Alors la solution du systéme (14) n’est pas définie positive, donc le systéme
(C,Ap, A1) n’est pas observable.

0.9. Controlabilité stochastique
Dans cette section on introduit la notion de la controélabilité stochastique.

Definition 33. On dit que le systéeme (10) est contrélable s’il existe 7 > 0 tel
que

/ e BB*ddt > 0,
0

Comme dans le cas déterministe, il existe une relation de dualité entre la
controlabilité et ’observabilité dans le cas stochastique. On a le résultat suivant.

Proposition 34. Le systéeme (Ag, Ai, ..., A,, B) est controlable ssi le systéme
(B*,Ap, A3, ..., AL) est observable.

En utilisant cette relation de dualité et les résultats de la section précédente,
on obtient le résultat suivant.

Proposition 35. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Le systéme (Ag, Ay, ..., A, B) est controlable,

2. Il existe T > 0 tel que Z(7) > 0, ou Z(t) est la solution du probléme a valeur
initiale:

(17)

{ 4y (1) = LY (t) + BB*, t > 0,
Z(0) =0

Remark 36. L’équation (17) peut étre écrite d’'une maniére équivalente comme
suit .
LY (t) = AoY (t) + Y (1) Af + ’;AkY(t)A}; + BB*, t >0,

- (18)
Y(0) =0



Le corollaire suivant donne la relation entre la controlabilité du systeme (Ag, Ay, ...

et la controlabilité des paires (Ag, B), 1< k <.

Proposition 37. S’il existe k € {1,...,r} tel que la paire (A, B) est contrélable
alors le systéme (Ay, A1, ..., A, B) est controlable.

L’inverse de ce corollaire n’est pas toujours vérifié. Pour n=2 et r=1 et m=1,
on montrera dans le la proposition suivante que l'inverse est vérifié dans ce cas.

Proposition 38. Soient A, = [ i Z } JA = [ 3‘ f ] : B:{ 21 } . Si (Ag, B)
2

et (Ay, B) ne sont pas controlables, alors le systéme (Ag, A1, B) n’est pas con-
trolable.

Proof. Supposons que (Ag, B) et (A;, B) ne sont pas controlables. D’aprés le
critére de Kalman, on a:

(Ap, B) nest pas controlable <= rang(B,AgB) <n
— det[B,AyB] =0
by aby + bby
by cby + dby
—> by (cby + dbg) — by (aby + bby) =0

=0

‘

On obtient
b1b2 (d - a) = bb22 — Cb12 (19)

(A1, B) n'est pas controlable <= rang(B,A1B) <n
— det[B,A1B] =0

‘ by aby + Bbs

by Yby + 0bo
= by (b1 + dbg) — ba(aby + Bby) =0

=0

On obtient
blbg (5 — Oé) = 6()22 — ’yb12 (20)

, Ar, B)



Supposons que le systéme (Ag, A;, B) est controlable. Alors il existe une solu-

tion définie positive de I'équation (17). Soit Y (t) = [ () wa(t) } , alors
ya(t)  ys(t)

AY () + Y () AT + A, Y (AT + BBT — [a b} [yl y2}+[y1 yz] {a br

c d Y2 Y3 Y2 Y3 c d
T T
LS s e
Y o lYy2 w3y 9 by | | bo
_ { 2ay; + 2bys ayz+by3+cy1+dyz}
| ayz2 +bys + ey + dys 2cys + 2dys;

b3 + a (ayr + By2) + B (ay2 + Bys) v (ayr + Bya) + 0 (ays + Byz) + bibs ]
a (yyr + 0ya) + B (yy2 + 0ys) + biba b3+ (yy1 + 0y2) + 0 (yy2 + dys3)

Ainsi (17) est équivalente a

Ly (t) = 2ayy () + 2byz(t) + b3 + a (ayi(t) + Bya(t)) + B (aw(t) + Bys(t)), ¢ >0,
Lya(t) = (c+ ay)yr(t) + (a4 d+ 8+ ad) ya(t) + (b + 05) ys(t) + bibs
Lys(t) = 2eya(t) + 2dys(t) + b3 + v (yyr(ta + 6y2(t)) + 6 (yy2(t) + dys(t))
3/1(0) = 1/2(0) = y3(0) =0

or

dtyl(t) (2a+ o) y1(t) + 2 (b+ aB) ya(t) + Bys(t) + b, t >0, *
Lya(t) = (c+ ay)yi(t) + (a+d+ B+ abd) ya(t) + (b+ 08) ys(t) + bibo, ok
Lys(t) = Y2y (t) + 2 (c + 07) y2(t)+(2d+52)y3(t)+b o

y1(0) = y2(0) = y3(0) = -

1. Si by # 0 et by = 0, on obtient des équations (19) et (20)

ch? = 0=c=0,
VW = 0= y=0

alors 'équation (***) est équivalente a

%y?’( t) = (2d+6%) ys(t), y3(0) =0

ainsi y3(t) =0, ¢ > 0.



2. Si by # 0 et by = 0, on obtient des équations (19) et (20)

b = 0=0b=0,
ph2 = 0= 53=0

alors I’équation (*) est équivalente a

d

E?ﬂ(t) = (2a + o)y (), 1:1(0) =0

ainsi y1(t) =0, t > 0.
3. Supposons maintenant que by # 0 et b; # 0. En utilisant les équations (19)
et (20) on peut montrer que (7,y,z) satisfait le systéme (21)

ou () est la solution du systéme

%@(t) = (%bl +(a+d+~B+ad)+ (b+08) Z—j) y(t)+b1ba, H(0) =0

Comme la solution du systéme (21) est unique, alors (7,7,z) est 'unique solution
de ce systéme. Mais

Z(t)Z(t) — H(t)*> = 0, pour tout ¢ > 0,

alors detY (t) = 0, donc Y (¢) n’est pas définie positive, donc le systeme (A, A1, B)
n’est pas controlable. m

Dans I'exemple suivant on va montré qu’on peut avoir un systéme (Ao, A1, B)
controlable tandis que les paires (Ag, B) et (A;, B) ne sont pas controlables.

Example 39. Considérons le systéme

dz(t) = Aoz (t)dt + Ay (t)x(t)dw(t) + Bu(t)dt,

1 0 0 30 0 1
ou AO = 0 -1 3 s A1 = 2 1 0 5 B= 1
0 0 2 0 0 -1 1



Onarang( B AB A’B ) = rang 1 3 9 =2et rang( B AyB Ay’B ) =
1 -1 1

1 11

1 2 4 | =2, alors les systémes (Ag, B) et (A1, B) ne sont pas controlables.

1 2 4

Soit Y(t) = | va(t) wa(t) ws(t) | . L'équation (17). correspondante a ce
systéme est

dys(t) = 3y2(t) + 6y (t) + 3ys(t) + 1
dys(t) =1
dya(t) = —ya(t) + 6ys(t) + dyi(t) + 4ya(t) + 1
dys(t) = 3ys(t) — 2ys(t) +1
dys(t) = dys(t) + 1
[ %1(0) = y2(0) = y3(0) = y4(0) = y5(0) = s(0)

La solution de ce systéme est

yi(t) = g7 (e — 1), w(t) = et + He¥ —t — 33, ws(t) =1,
ys(t) = g5 (€% = 1) = * + 2t, yo(t) = 5 (¢ — 1)

et y4(t) admet la forme

17

13—261” + aqe® + aged + azet 4+ aut® + ast + o

ya(t) =
On a Y(t)>0, Vt > 0, et ainsi le systéme (Ag, A1, B) est controlable.
Remark 40. Dans cette exemple on a montré que (Ay, A1, B) est controlable, et

dans I'exemple (26) on a monté qu’il n’est pas stabilsable. Donc on conclut que
la controlabilité stochastique n’implique pas la stabilisation stochastique.



