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SOLUTION du DEVOIR N. 1
Théorie du controéle stochastique

1. Considérons I’équation différentielle ordinaire

dx(t) = Axz(t)dt (1)
x(to) = x9€R"

ou A est une matrice d’ordre n.

a. Soit P une matrice définie positive solution de I'équation ATP + PA = —I,. Soit la fonction

V(z) = 27 Px, ot x est la solution du systéme dz(t) = Ax(t)dt Comme P est défnie positive alors
V(x) >0, Vo € R™. Calculons V(z). On a
V(z) =aT (ATP+ PA)z = —a" Lo = — |z[|* <0

D’aprés le théoréme de stabilité de Lyapunov, on déduit que lorigine du systéme dz(t) = Axz(t)dt est
asymptotiquement stable.
b. Supposons maintenant que l'origine du systéme dz(t) = Az(t)dt est asymptotiquement stable. On
définit
+oo
pP= / exp(ATt) exp(At)dt
0

On a

+o0 +oo
ATP+PA = AT/ exp(ATt) exp(At)dt + </ exp(ATt) exp(At)dt> A
0 0

/+OO (AT exp(ATt) exp(At) + exp(ATt) exp(At)A) dt

o0 d
= / — (exp(ATt) exp(At)) dt
o dt
= exp(ATt) exp(At) [§>= —1,
car A est stable. alors P est la solution de I’équation AT P 4+ PA = —1I,.

2. Considérons 1’équation différentielle stochastique

Az(t)dt + zm:Bl-x(t)dwi(t) 2)
i=1

dz(t)
1’(t0) = X9 € R"

et B sont des matrices et w;(t), i = 1,...,m, sont des mouvement Browniens.

Montrons que l'origine de I’équation (1) est stable en moment d’ordre 2 si ’équation

A"P+PA+Y BI'PB =—I
i=1

admet une solution définie positive P. Considérons la fonction V(x) = 27 Pz, ot x est la solution du
systéme 2 Calculons LV(x). On a



LV(z) = a" (A"P+PA)z+) a"Bl PBux

i=1

m
= o (ATP +PA+Y «"Bf PBZ-> x
i=1
= —a"z =~z <0
Alors d’aprés le théoréme de Lyapunov de stabilité stochastique, on déduit que 'origine de I’équation
(1) est stable en moment d’ordre 2.



