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SOLUTION DEVOIR 2
Théorie du controéle stochastique

Exercice 1

Soit le probléme de minimiser la fonctionnelle
. Lt T
Ju)= lim supFE | = x(t)" Qu(t) + u” (t)Ru(t)dt
T—+oc0 T 0

correspondant au systéme

{ dz(t) = (Az(t) + Bu(t)) dt + Cdw(t), t > to
x(to) = X0

L’équation de Bellman correspondante & ce probléme est

Inf {AV; + @(z,u) = n} =0,
= inf {AV; + 2" Qe + " Ru—n} =0

1
<= inf {xTATVw +u" BTV, + §trace (CTVMC) +27Qx + u Ru — 77} =0

uelU

1
= inIfJ {xTATVm + uTBTVx + gtrace (C’TVMC) + IETQLE +uTRu — n} =0
ue

Soit V(x) = 2T Px, ot P est une matrice symétrique définie positive. L’équation de HJB est équivalente

a

irelfU{mTATPa: + 2" PAz 4+ 2u" BT Pz + 2" Qz + u" Ru + trace (C"PC) —n} =0

u

= ilelfU{xTATPx + 2" PAz + 20" BT Pz + 27 Qz + u" Ru + trace (CTPC) —n} =0
u
On remarque qu’on atteint le minimum pour u* tel que:
2BT Pz + 2Ru* =0

alors

u*(t) = R™' BT Px(t)
Remplacons cette valeur de u* dans ’équation de HJB, on trouve
= 2T ATPz + 2" PAz + 2" Qu + 20" BT Px + w*TRu* — 1 =0
d’out on obtient
< 2" (A"P+PA—-PBR 'B"P+ Q) +trace (CT"PC) —n=0
On déduit que

ATP4+PA—PBR 'BTP+Q =0
trace (CTPC) —n=0



Le controéle optimal est
u*(t) = —R™'BT Px(t)

ol P est la solution de 1’équation de Riccati

ATP+PA—PBR'BTP+Q=0

Comme (A, B) est stabilisable et (A, G) est détectable oi GT'G = Q, alors il existe une solution unique
de I’équation algébrique de Riccati

ATP+PA—PBR'BTP+Q =0

et le cotit minimal est

J(u*) = trace (CC’TP)

Exercice 2

On utilise la programmation dynamique pour résoudre le probléme de controle optimal
+00 11
infE(/ e Mz (au(t) + b)' "= dt
u
0

ol 0<a < 1,a > 1 correspondant au systéme:

dz(t) = (p—u®))z@)dt + oz (t)dw(t)
z(0) = 20>0

L’équation de Bellman correspondante a ce probléme est

inf {AV + ®(2,u) = AV (2)} = 0,

<:>H%nf {(u —u)zVy + 2% (au + b)lf% + %trace (cxVyzox) — )\V(x)} =0
ue

1 1
— in& {ume —zVou + z% (au + b)1 « + §V‘MJ2IQ - )\V(:p)} =0
ue

Soit V(x) = Pz®, ou P>0. L’équation de HJB est équivalente a

1 1
= inﬂf{{ {pana — aPz%u+ z° (au + b)" 5t §U2a (o — 1) Pz — )\P:ca} =0
ue
1 _1
= irelfU{<ua+ 202a(a—1)—)\) Pz® — aPz®u+ 2 (au+b)'"*} =0
u

On remarque qu’on atteint le minimum pour u* tel que:

1 1
—an“+a(1—>(au+b) 2% =0
a

alors ) o
(au+0b)"= =
-1
1 —1\° b
u(t)(a > pa_?
a @ a



Remplagons cette valeur de u* dans I’équation de HJB, on trouve

a a(e=1)
1 -1 -1 a
/LO(+10204(04—1)—)\ Pz —aPzo (= (2 P_a—g +( (¢ p! =0
2 a o a o

on trouve

b P (a-1\" —1\*"!
(,ua—&-;aza(a—l)—)\—a)P—a(a )P_a—(a > P'm* =0

a a (&%

et le colit minimal est
J(u") = Pxg



