TD1 (Solution)

Equations Différentielles Stochastiques

Exercice 1

Montrons que pour n > 0, on a:

wr)=n [ wr () + L [uras

Soit u(t,z) = 2", x = w(t). D’aprés la formule d’Ito, on a:

. ou ou 10%u
dw™(t) = Edt—i- %dm + 5@9 dt

1
= 0+na" tdo+ §n(n — 1)z"2dt

nw™(t)dw(t) + %n(n — Dw"2(¢)dt

par intégration, on trouve:

t t

w"(s)dw(s) + / 1n(n — Dw" ?(s)dt
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Pour n = 3, on trouve:

wi(t) = 3/; w¥(s)dw(s) + 3/Otw(s)ds,

2. Montrons que le processus (z1(t), z2(t)) = (¢, e'w(t)) est une solution de I’équation

( 328 ) - ( x21(t) )dt+ ( ex}m )d%U(t), t>0

On a dxq(t) = dt et

dry(t) = e'w(t)dt + etdw(t) = zo(t)dt + e Odw(t)

< Zﬁ;gg ) - ( 3321(15) )d““ < ex}m >dW(t), t>0

alors



Exercice 2

Soit (w(t))s>o le processus de Wiener et f(t) une fonction continue. Montrons que la solution
de I'equation

z(t) =1 —I—/U z(s) f(s)dw(s)

()= e ( / tf(s)dw(s) [ Pe)is)

Soit u(t) = expy(t), avec y(t (fo - %fg fz(s)ds> . On a:

est donnée par

dy(t) = F(Odw(t) - 3 ()

D’aprés la formule d’It6, on a:

2
du(t) = %dt ?d +22392dt
1
= expy(t)dy(t) + 5 expy(t) f*(t)dt

2
— expylt) (FO0u(0) - 30 + g expult) Lo

= expy(O)f()dult) — 5 expy(t) (D)t + 5 expy(t) (1)
= expy(t)f(t)dw(t)

Alors

dexpy(t) = expy(t)f(t)dw(t)

— /dexpy :/expy s)dw(s
0

— expy(t) — expy(0) = / expy(s) f(s)duw(s)
— expylt) — 1= / expy(s) f()duw(s)

On déduit que

() =1+ [ expy(s) f(s)du(s)

Ainsi



Exercice 3

Considérons le processus B(t) = /(w;(t)) 2 + (wa(t)) 2, ot wy(t), ws(t) sont deux processus
de Wiener scalaires. Montrons que

w1 (t)

280" T B

B(1)

dB(t) = dwy (t) + dws(t)

Soit u(wy, we)=+/(w1(t)) 2 + (w2(t)) 2. D’aprés la formule d’Ito on a:

ou ou 10%u

dB(t) = —odt+ a_d Y+ 292" gdt
= ;—;dwl + ;—;dMQ + 3 (giwu% + %) dt
- 22%((;)) dwy + 22@;2((;)) v+ 3 <ZBl(t) * 1(t)) dt
_ ?((ff duws (1) + 7;2(%) dws(t) + %%dt

Exercice 4

Montrons que le processus stochastique

t 2
S(t) = Syexp </ p(s)ds — %t + aw(t)>
0
satisfait ’équation différentielle stochastique:

dS(t) = p(t)S(t)dt + oS(t)dw(t)

Soit u(t) = Spexpy(t fo s)ds — —t + ow(t). D’aprés la formule d’It6 on a:
du ou 10%u
du(t) = —dt+—d 2dt
T Y

= Soexpy(t)dy(t) + o 550 expy(t)dt
2
1
= Soexpy(t)(u(t)dt — %dt + odw(t)) + 02550 exp y(t)dt

= Spexpy(t)u(t)dt + oSy exp y(t)dw(t)
alors

dS(t) = d(Spexpy(t))
p(t)So exp y(t)dt + oSpexp y(t)dw(t)
= p(t)S(t)dt +oS(t)dw(t)



