TD2 (Solution)
Equations Différentielles Stochastiques

Exercice 1

Considérons I’équation différentielle

de(t) = (a+2(t)di+ (b+2(t)) dw(t), t >0
.I(t()) = r90€R

1. Montrons que cette équation admet une solution unique. On a:
(@ +21(2) = (a+22())] = [21(t) — w2(8)] < 2] (t) — 22(1)]

(04 21(2)) = (b4 22(t))| = |21(2) — 22(2)] < 21 (F) — 22(1)]

d’autre part, on a:

o+ x(t)|
b+ x(t)]

lal + [z(8)] < max([a], 1)(1 + [z (t)])

<
<o + [ax(t)] < max(|o] , 1)(1 + [ (#)])

Alors les conditions d’existence du théoréme d’existence et unicité sont vérifiées, alors
I’équation admet une solution unique.

2. On calcule la solution de 'equation. C’est une équation linéaire non homogeéne, alors
sa solution est donnée par:

o) =310 (20 + [ (= byds + b))

y(s)
y(t) = exp / (1 - %) ds + dw(s)
= exp(%(t — to) + (w(t) - w<t0))
Alors



Ainsi

o) = exp %(t — o) exp (w(t) — w(to)) o
+a— b)/ exp %(t — ) exp((w(t) — w(s))ds

to
t

b / exp %(t — ) exp((w(t) — w(s))duw(s)

3. Posons R,(t) = E(x(t)?) et m(t) = E(x(t)). D’aprés le cours, on a :
m(t) = m(t)+a, m(ty) = E(zo)

= m(t) = exp(t — to)m(to) + / exp(t — s)ads

to

m(t) = exp(t — to)m(to) + a/tt exp(t — s)ds

m(t) = exp(t — to)m(ty) + ae'(1 — e~ ™)
m(t) = exp(t — to)m(to) + a(l — ')

!

Pour la variance, on a:

vara(t) = E((x(1))*) — (E(z(1)))*
et comme on a (d’aprés le cours):
R.(t) = (24 1)R.(t) + 2m(t)(a + b) + b?
= 3R,(t) +2m(t)(a + b) + b

alors

¢
R,(t) = E(z)%3t 1) 4 / ) (2m(s)(a + b) + b%)ds

to

t t
= E($0)2@3(t_t0)+2(a+b)/ 63(t_s)m(8)+b2/ eg(t_s)ds

to to

Exercice 1

Considérons 1’équation différentielle stochastique

de(t) = px(t)dt+ ox(t)dw(t), t >0
ZE(tQ) = r90€R

ou o, u € R et w(t) est le mouvement Brownien standard.



1. C’est une équation linéaire et homogéne. La solution de cette équation est donnée par

2(t) = y(t)zo, o
() = exp ( /t: (u - %(;2) ds + wa(s))

= (rm307)(-t0) gotw () —ulto)) .

alors
2(t) = e(ufgoﬂ) (tfto)ea(w’(t)—w(to))xo

2. Pour tout a € R, le processus X,(t) = e™x(t) vérifie

dX,(t) = ae™x(t)dt + e™dx(t)
= ae®x(t)dt + e™ (px(t)dt + ox(t)dw(t))
= (a+ p)e”z(t)dt + ocez(t)dw(t), t >0
= (a+ p) X,(t)dt + o X, (t)dw(t), t >0

3. Pour a = —p, on trouve dX,(t) = 0 X,(t)dw(t), t > 0, alors la solution de ’équation
dy(t) = oy(t)dw(t), t >0
est

y(t) = e Ma(t) = e itelrma0®)t—to) oW/ (O —w(t)) ) — =30 (t=t0) o' () —w(to)

Exercice 3

Considérons 1’équation

{ dy(t) = 7204t + dw(t), 0<t<1
y(0) =a

Cette équation peut étre écrite comme suit:

{ dy(t) = —sLy(t)dt + 125dt + dw(t), 0<t<1
y(0) =a

C’est une équation linéaire non homogeéne. Sa solution est donnée par:

z(t) = 2(t) (xg +/Otﬁ (1 i Sds+dw(8)))

t
1 d
z(t) = exp /_1—5d8 = exp /8_81 =t—1
0

0

ou




alors

) - (t_w(m/;(;l)(1_3ds+dw ))

= (t—1)370+(t—1)/t ds~|—
= (t—1)m+b(t—1) ((t )
donc
x(t) = U_;D$W+Mu_l>+ly%@_1XA é%ﬁg

_ (t—l)onr(t—l)/Ot (dsw_(sf)+bt
_ a(t—1)+bt+(t—1)/t (Ciw_(sl))

Exercice 4

1. Considérons I’équation:

{ do(t) = (s52(t) + b(L + )2)dt + b(1 + t)2dw(t), to <t
(t()) = X e R

c’est une équation linéaire non homogeéne, sa solution est donnée par:

! 1 2 2
z(t) = y(t) (xo + /to o) ((b(1+ s)*ds + b(1 + s) dw(s)))

t 9 t 9 b ds 1+t)\?
y(t) exp(/to P s) exp(/to P s) exp(/to S+1) (1+t0>

alors 2

x(t) = <1jtto>2<x0+/t:<11—:t80>2((b(1—|—8)2d3—|—b(1+s)2dw(s))>
+

1
_ <f+;)2%+41+o213mu+bmw@)

ou

alors

x(t) = (fi;) 20+ b (14 1)* ((t — to) + (w(t) — w(ty))

2. Appliquons 'espérance a cette derniére équation, on obtient

1+t)2

BG) = (1) Bl + B+ 07 (0~ t) 4 51+ 0*E((w(0) - u(to)

— (fi;) E(z0) +b(141)* ((t — to))

4



Comme zy € R, alors

1+1
1+

E(a(t)) = ( ) w0+ (140 ({1 — to)

On calcule x(t)?, puis on applique I'espérance, on trouve que

E(x(t)? = (fi;) x3+(11jti) b1+ )2 ((t — to))ao + B2 (1 + ) (t — to)?

+0% (1 +1)* (t — to)

(ici on a utilisé les propriétés de w(t).)



