SolutionTD 3

Théorie du Controéle stochastique

Exercice 1

1. Etudions la stabilité en moment d’ordre 2 de ’équation:

_a(t)dt + [ D } 2(t)dw(t)
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} . L’équation de Lyapunov correspondante a ce systéme est
AfP+PAy+ ATPA, = -1,
Soit P=| Pt P2 | Ona
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ATP + PAy+ ATPA, = -1,
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On a p; < 0, alors P n’est pas définie positive et ainsi le systéme n’est pas stable en moment d’ordre
2.

2. Considérons I’équation différentielle

d.’L’(ﬁ) = f(m(t>7t)dt + g(x(t)’t)dw(t)a t>1o (1)
{E(to) xg € R"

f et g sont des fonctions vectorielles sur R™ X [tg, +00].
Supposons qu’ils existent une matrice définie positive @) et des constantes aq, as et a3 telles que

aTQf(z,t) + (1/2) trace (g(z,1))" Qg(z,t) < |an|2” Qu

et
aszT Qu < |mTQg(z,t)| < azz’ Qx

pour tout (x,t) € R™ x [tg, +00].
Soit V(x) = (mTQx)% . Pour z(t) la solution du systéme (1), on a
LVe®) = pE0TQe®) ™ (+7Qr ).t + (1/2) trace (gl )" Qg(.1)

P (’23 - 1) (=T Qx®)* " |27 Qq(x,1)[*



1/ Supposons que a1 < 0 .On a
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Pour p < 2 (1 + ?) , on obtient
3

LV(z(t)) < —KV(z(t)), K >0

D’aprés le théoréme de Lyapunov, on déduit que le systéme (1) est exponentiellement stable en moment
d’ordre p.
2/ Supposons que 0< a; < a3 et p < 2 ( — %) .On a
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alors le systéme (1) est exponentiellement stable en moment d’ordre p pour p > 2 (1 — %) .
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Exercice 2

dx(t) = (Azx(t) + Bu(t)) dt + Ajz(t)dw(t)

Considérons le systeme: 2(0) = 2o € R ,
1/ Montrons que si (A, A, B) est stabilisable alors (A, B) est stabilisable.
Supposons que le systéme (Ao, A1, B) est stabilisable. Alors il existe F' tel que le systéme en boucle fermé

dz(t) = (A4 BF)z(t)dt + Ajz(t)dw(t)
z(0) =xzo € R™
est stable en moment d’ordre 2. Alors il existe X > 0 solution de ’équation de Lyapunov
(A+BF)" X + X (A+BF)+ ATXA+1=0
ainsi
(A+BF)" X + X (A+ BF) = — (ATXA +1)

Soit @ = ATXA + I. Comme X > 0 alors Q > 0. Alors on déduit qu’il existe une solution X > 0 de

I’équation de Lyapunov
(A+ BF)' X + X (A+ BF) = —Q



ainsi il existe F' tel que le systéme en boucle fermé

{ dx(t) = (A+ BF)x(t)dt
z(0) =29 € R

est stable, d’ott on déduit que (A, B) est stabilisable.

dz1(t) = zo(t)dt + az (t)dw(t)
2/ Etudions la stabilisabilité du systéme {  dxq(t) = —xz1 (¢)dt + u(t)dt + bxo(t)dw(t) . Soit x = < 1 ) .
21(0) = 2§, 22(0) = 22 2
On obtient le systéme

w0 = (it )= 5 o J (R0 Jae [ 0] (560 oo+ (3 )i
dz(t) Aoz (t)dt + Ayz(t)dw(t) + B
avec
vl So o ] (V)
Le systéme (Ao, A1, B) est stabilisable si ’équation
AY + YA + AiYAT +T7"BT + BI +1=0
admet une solution définie positive Y et dans ce cas le controle u(t) = Fa(t) = I'Y ~lxz(t) stabilise le systéme

.SoitF:(fl fa )etY:[z; Zi}.Ona

AY + YA + A, Y AT +TTBT + BI +1 =0

=)l ln w3 )+ )
a0 (s 0+ ()0 ()i my-o

202+ 1 ys—n a*y, J1+ abya
= + =0
( ys—y1 1 —2ys fi+abys  ysb® +2f>

— y1a2+2y2+1 fi—y1 +ys + abys -0
fi—vy1+ys+abys ysb® +2fo —2ys + 1

y1a® +2y2+1=0
- fi—y1+ys+aby; =0
ysb® +2f2 —2y2 +1=0

— 1 3 2 _ 1 2 2312 232
dont la solution est Y1 =~ irearonr (4f2 + ab _12b f1+4),y23— W?)@a fata® = b —a®b’f1), si
Y3 = — mpsi2azian? (4f2+a b+ 2a”f1 + 2a bf2—|—4)
S'il existe fi et fa tels que y1 > 0, y3 > 0 et detY > 0 alors le systéme est stabilisable

Exercice 3

Considérons le probléme de controle optimal

+oo
infE/ e Mu?(t)dt
v 0



correspondant au systéme:

dz(t) = (uz(t) —w(t))dt + oz (t)dw(t)
z(0) = x>0

ot A > 0 et o > 0 .L’équation de Bellman correspondante & ce probléme est

Jrelrfj {AV (z) = AV (z) + &(x,u)} =0

1
= 11ng {(;wc(t) —u(t)) Vy + itrace (%2 Vyp) +u® — )\V(ac)} =0

Soit V(z) = Px?. Alors on trouve

= 525 {2 (nx(t) —u(t)) Pz + % (0?2*2P) 4+ u® — )\PxQ} =0 (2)

= infU {Qupxz + 022?P — A\Px? — 2uPx + u2} =0
ue

On remarque que le minimum est atteint pour u* tel que
—2Pzx+2u* =0
alors u*(¢t) = Px(t). On remplace cette valeur de u* dans I’équation (2), on trouve

2uPz? + 0222 P — \Pz? — 2P%2? + P?22 =0
= 2uPz? + 0%2*P — A\Pz* — P*2? =0

— ((2u+0*—A)P—-P?)2*=0

pour tout x € R. On obtient ainsi
—P’+ (2u+0*—A)P=0

d’ou
P=2u+0o>-X\

ainsi le controle optimal est u*(t) = Pz(t) = (214 02 — A) z(t) et le cott minimal est
J* = PE(z¢®) = (2u+ 0 — ) 20°

Exercice 4

En utilisant la programmation dynamique, on va résoudre le probléme de controle optimal:

1 /7
lim E(T/ (27 Qx + u” Ru)dt)
0

T—4oc0
correspondant au systéme

dx(t) (Az(t)dt + Bu(t)) dt + Bix(t)dw: (t) + Bou(t)dws(t)
x(to) = x9g€R"

L’équation de Bellman correspondante & ce probléme est

inf P =
JgU{Aqu+ (z,u) —n} =0,



<:éUinf {Aqu + J:TQ:C +uTRu — 17} =0

uelU

1
< inf {J:TATVw +u' BTV, + itmce (CTVMC') +27Qz + u" Ru — 77} =0

1
= ing {xTATVw +u"' BTV, + itmce (( Bix Bsu )T Vi ( Bix Bsu )) +27Qz + u Ru — 77} =0
ue

<— ing{xTATVz +u'BTV, + 27Qz +uTRu —n
ue

1 zT BT
+§trace << uTBé ) Via ( Biz Bau ))} =0
Soit V(x) = 2T Px, ot P est une matrice symétrique définie positive. L’équation de HJB est équivalente
irelfU{a:TATPx + 2T PAz 4+ 20" BT Pz + 27 Q2 4+ u” Ru
u
zT BT
+trace << uTB;T ) P( Biz Bou )) —-n}=0
S infU{xTATPm + 2T PAz + 2u" BT Pz + 27 Q2 + v Ru
ue

+2" B PByz +u" By PByu — 1} =0
= infU{xTATPa: + 2T PAzx +27Qx —
ue

+2"B{ PB1z + 2u" BT Pz + u" (B PBy + R)u} =0

On remarque qu’on atteint le minimum pour u* tel que:
2BT Pz +2 (B PBy + R)u* =0

alors .
u*(t)=— (B3 PBo + R) " B" Px(t)

Remplacons cette valeur de u* dans I’équation de HJB, on trouve
— 2T AT Px + 2" PAz + 27 Qux + xTBlTPBla:
+ 20" B" Pz +uw" (B PBy+ R)u* —n =0
d’ott on obtient
— T (ATP + PA—PB (B PB; + R)’1 BTP + B PB; + Q) z=0
On déduit que
AP+ PA—PB(BIPB+R)  BTP+BIPBi+Q=0

Le controéle optimal est
u*(t) = — (BYPBy+ R) " B" Px(t)

ol P est la solution de 1’équation de Riccati

ATP+ PA—PB(BYPBy+R)  B"P+BIPB +Q=0



