Solution TD N1

1. Considérons ’équation différentielle stochastique

du(t) = As(t)dt+ Y Biw(t)dw;(t) (1)
i=1
I(to) = z290€R"
ol A et B; sont des matrices et w;(t), ¢ = 1,...,m, sont des mouvement Browniens. On suppose que
AB, = BZA et B,BJ = BjBl', 7:7 ] = 1,...,m

Montrons que ®(t) satisfait I’équation (1). On a

( ) = exXp { (A — ZB2> t — ﬁo ZBZ' (wl(t) — ’wi(ﬁo))}
Soit . .
dz( (A - ZBQ> dt + ZB (t)duw; (¢

Appliquons la formule d’Tt6 sur ®(t) = exp(z(t)), on trouve

do(t) = exp(z(t))dz(t) fexp ZB2dt

= B(t) ((A - Q;Bf) dt + ;Bidwi(t)> + %@(t)idet

i=1

= ®(t)Adt — %@(t)zm:det + @(t)iBidwi(t) + %@(t)zm:det

i=1 i=1 i=1

= O(t)Adt + D(t) ZB (t)dw; (t)

=1

- t)dt + ZB (t)dw; (t)

et comme
®(to) = exp { (A — ZBQ) (to —to) + > _Bi (wi(to) — wz‘(tO))} =1In
i=1

alors ®(t) satisfait

m

do(t) = dt+ZB<I> t)dw; (t)
d(ty) = I,

2. La solution du systéme (1) est donné par

z(t) = ®(t)xo = exp { (A - ZB2> (t—to) + > _Bj (wi(t) — wi(to))} o
i=1

Dans le cas scalair, on a

, ™ ,
Elz(t)]” = exp (p (A - ZBQ> (t —to > eprQZiB?(t —to) E |wo”

i=1

= eXp(p( = —IZB2> t—to)Em0|p



Ainsi

t— 400

1 m
lim Elz@)P = 0« A+=-(p—1)) B?><0
im_ B o (t)] o= DY B <
1 m
A< =(1-— B?

. Soit ) une matrice définie positive. Soit la fonction de Lyapunov V(z) = 2T Pz, ott P est une matrice
définie positive solution de I’équation .

ATP+PA+Y BI'PB; =-Q
i=1
Alors V est une fonction définie positive. En calculant LV(x) avec x solution de I’équation (1), on

obtient
LV(z) = —2"Qxz <0

(les détailles de ce calcule est a faire par I'étudiant dans le cadre du devoir & domicile). Alors il existe
une fonction de Lyapunov définie positive P telle que LV est définie négative. D’aprés le théoréme de
Lyapunov, I’équation (1) est stable en moment d’ordre 2.

. Supposons que A+ AT =¢;I et B; = d;I, i =1,...,m. Etudions la stabilité en moment d’ordre 2 de
Péquation (1) dans ce cas. L’équation de Lyapunov correspondante est

ATP+PA+Y BI'PB; =-Q

i=1

= ATP+PA+Y &P =-Q
=1

m m
Sion prend P =1, et Q=— (cl + de) I, avec ¢; + >_d? < 0, on obtient

=1 i=1

AT+ A+ idf =— <clf+ idf)
=1

i=1

comme A+ AT = ¢;1, alors
m m
c1l + Zd? = <61]—|— Zd?)
i=1 i=1

m

Donc on peut déduire que si ¢; + > d? < 0, alors il existe une solution définie positive pour I’équation
i=1

de Lyapunov

ATP+PA+Y dIP=-Q
=1

d’ott on déduit que le systéme est stable en moment d’ordre 2.



