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Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

1.1.Intégrale de Riemann
1.1.1) intégrale d’une fonction en escalier
Soit: f(x) = e*, définiede [0,1] » R

Calculer I’aire A = [ 01 fx)dx?

Subdivision I’intervalle [0, 1] en n sous intervalles[?,ﬁ] pour toutie{1,2, ..........,n}, on
considere :

i1 1 i i1
*les rectangles inférieurs : de base[%,ﬂ et de hauteur f (%) =en

1, (i-1 1 =t
Surfaces de chaque rectangle = ;f (—) =-en.
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*les rectangles supérieurs : de base[i_Tl,ﬂ et de hauteur f (ﬁ) = en

Surfaces de chaque rectangle = %f (—) = —en,

M:

S
Q)
S
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l=1
On remplace les rectangles par des fonctions en escalier :

-si la limite des aires correspondant a la fonction en escalier en dessous de la courbe de la
fonction égale la limite des aires correspondant a la fonction en escalier en dessus de la

courbe dite, alors la fonction f est intégrable au sens de Riemann et cette limite est f;f(x)dx

1.1.2) Notion de fonction intégrable

Les fonctions continues sont intégrables

Définition :S est une subdivision de [a, b]

S=(X0,X1,X2, +..v..n... , xn) telle que : a=Xo<Xx1<X2, .......... <, xn=b

f est definie de [a, b] = R est une fonction en escalier s’il existe une subdivision
(X0,X1,X2, <vvnvnnn. , Xn) et des réels c1,co, .......... , cntelle que pour toutie{1,2, ..........,n}, on
ait : vV xe [x;_1, xi[, f(x1) = ¢;

Ce cours est présenté par Mr : KERKOURI ALl enseignant au département d’hydraulique , faculté de
technologie a I'université de BATNA 2



2/5

Autrement dit : I’intégrale d’une fonction en escalier :

b n
f f(x)dx = lim 2 ¢ (% — Xi_y)
a n—-n =

e festdéfinie de [a, b] = R est bornée s’il existe M > 0 tel que:
vxe[a,b] —M<f(x) <M

*f<g & Vxe[a,b] f(x) <gx)
*17(f) = sup {fabcb(x)dx ; ¢ en escalieret ¢ < f}

*11(f) = inf{fab $(x)dx ; ¢ en escalieret ¢ > f}
Proposition : I7(f) < I*(f)

a) Définition : une fonction bornée f: [a, b] — R est dite intégrable au sens de Riemann
si I7(f) = I*(f) , ce nombre s’appelle alors I’intégrale de Riemann de f sur

[a,b]= fab f(x)dx .
Exemples :
Soit : f(x) = x?, définie de [0,1] » R
Est elle intégrable ? que vaut fol f(x)dx ?
Subdivision réguliére de [0, 1] suivante :
S=(0, 1/n, 2/n, i, , (n-1)/n, 1)
Sur [(i-1)/n, i/n] , on a (;1)2 <x% < ()

Fonction en escalier ¢~ :définie par

ro=(5Y s [

n n

Fonction en escalier ¢, définie par :

2

=) s[5

n n
- <f< ¢*
fl r60d _Z“:in ii-1 _z“:121_1z“:,2
Od) x X__ nz(n n )__ n?n n3. !
i=1 i=1 i=1
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i 2 _ n(n+1)(2n+1)

i=1 6

v, _(+1)(2n+1)

[ orcoa =T

1 v G-D2 1 (-1DEn-1)

foq) (X)dx_; Q)= 6n2

(n—1)(2n-1) (n+1)(@2n+1)

6n2 - 6n2

1 1
[ ax<r®=1r®= [ ¢*cax=
0 0
n-o=I(f)=17{()=1/3
f intégrable et fol f(x)dx = folxzdx =1/3
b) Proposition:

*1. Si fest definie de [a,b] = R est intégrable et si I’on change les valeurs de f en un nombre

fini de points [a, b] , alors la fonction f est toujours intégrable et la valeur de fab f(x)dx ne
change pas

*2. Si fest definie de [a,b] — R est intégrable, alors la restriction de f & tout intervalle [a, b’]
de [a, b]est encoreintégrable.

c)Théorémel : si f: [a,b] — R est continue, alors f est intégrable.

f: [a,b] = R est continue par morceaux s’il existe une subdivision S=(Xo,X1,X2, .......... , Xn)
tel que : fixi-1, xif SOit continue pour tout ie{1,2, ... ... ..., n}.

d)Corollaire : les fonctions continues par morceaux sont intégrables.

Définition : f est de classe C! si f est continue, dérivable et f* continue

e) Théoreme2 : si f: [a,b] = R est de classe C!, alors f est intégrable

Démonstration :

*f:[a,b] » Restdeclasse C!; il existe M > 0, tel que pour tout xe[a,b] on ait |[f'(x)| <M
Inégalité des accroissements finis : Vx,y €[a,b] [f(x) — f(y)| < M|x —y|

Fixons &> 0 et une subdivision S=(x0,X1,X2, .......... , xn) telle que :0<xi-xi1< ¢

**on deéfinie la fonction en escalier ¢ ~tel que :

Pour X € [Xi1, Xif ona ¢; = ¢~ (x) = inf ¢ xi—1xif F(D)
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**on définie la fonction en escalier p*tel que :
Pour x € [Xi1, il on a d; = ¢* (%) = supe e jxi—1,xi) f(t)

d-<f< ¢t

b b
f ¢~ (x)dx <17 (f) < 1H(f) < f ¢t (x)dx

f est continue sur I’intervalle [Xi-1, Xi] , donc il existe ai,bi € [Xi-1, xi] tel que f(ai)=ci et f(bi)=di

di —C; = f(bl) - f(al) < M(bl — ai) < M(Xi - Xi—l) < Me

£b¢+(X)dX _ fabd)_(X)dX = zn: di (xi — Xj—1) —i ci(xj — Xi_1) < Zn: Me(x; — X;_1)
<Me(b—a) - =

0<I7(f) <I*(f) < Me(b—a)

g » oo = [7(f) = I*(f) = festintégrable
1.2. intégrales impropres

1.2.1. Introduction :

Soit f est continue de [a, + oo] dans R

Alirp f: f(t)dt existe-t-elle ? est elle finie ?
Intuition : si f tend assez vite vers 0 en +oo , alors : Alirf f: f(t)dt existe et est finie.

Exemple 1: Soient f(t)= 1/t*et A>0; ae R .On calcule: jim flA f(t)dt =

[ Al—cx 1

PE— si a<l1 — +o00
Jln(A) si a=1 - +4o0
1 1 . 1
L A C(l-a) 1-a a>1 -
Exemple 2 : Soit f (t) = ;Tn/tz est définie sur J- o0, 0[U]0, +oo[ dans R

Points incertains pour ce cas sont : -co,+ooet 0.

j_ :Of(t)dt = f _1f(t)dt + J 0f(t)dt + JO 1f(t)dt + j +Oof(t)dt

—oo -1 1

On a quatre types d’intervalles : ]- o, a], ]a, b] ;[a, b[ ; ou [a, +oo [
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1.2.2. Définition : une fonction continue sur [a, +oo [ ; fa+°° f(t)dt converge si lim fax f(t)dt
X—00

existe et est finie.

Si ¢’est le cas on pose : f;oo f(t)dt = lim fax f(t)dt
X—00

e *f estcontinue sur]a, b] —» fab f(t)dt converge si lim+ fxb f(t)dt existe et est finie
x—-a
. 2 . b — - b
Si c’est le cas, on pose : fa f(H)dt = xlirc{l+ fx f(t)dt

e Lorsque I’intégrale ne converge pas, on dit quelle diverge.
1.2.3. Proposition : Relation de Chasles

Soitf: [a,+oo[ — R est continue et soit a’ €[a, +oo[ . Alors les intégrales impropres
fa+°° f(t)dt et f;w f(t)dt sont de méme nature. Si elles convergent, alors :

f +oof(t)dt = f a'f(t)dt + f Toof(t)dt

1.2.4. Linéarité de I’intégrale :

400 +o00 + 00
f (Af(t) + pg(t)dt = f Af(t)dt + f pg(t)dt
a a a
Positivité de ’intégrale :
Sif<galors [ f(Hdt < [ g(t)dt

1.2.5. Rappel : (Critére de Cauchy pour les limites de fonction)

Soitf: [a,+00 [ — R, lim(f(x)) existe et finie si et seulement si :

X—00

VE>0;,AIM>a uv=>M= |[f(u) —f(v)|<e
1.2.6. Théoreme : (Critére de Cauchy)

Soitf: [a,4+00 [ — R est continue. L’intégrale impropres fa+°° f(t)dt converge si et
seulement si :

VE>0;IM=a uv=M=|['f(dt| < €

Démonstration : Critére de Cauchy pour F(x)= [ f()dt ; F(u)-F(v)= | [ f()dt]
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