
1 chapitre II: signaux discrets ou séquences

1.1 I. Généralités

. un signal discret ou séquence est un signal dé�ni sur un ensemble discrets
de pts uniforméments répartis sur l�axe des temps t = nTe ;n 2 Z
.les séquences sont générées par des systèmes discrets ou par échantillon-

nage de signaux analogiques

1.2 Dé�nitions:

soit x(n) et y(n) deux sequences quelconques

1. Valeur moyenne de x(n) : x

x = lim
N!1

1
2N+1

NX
n=�N

x(n)

2. Energies:

- Energie totale de x(n) : Ex

Ex =
+1X
�1

x(n):x�(n) =
+1X
�1

jx(n)j2

- Energie de x(n) sur l�intervalle [n1::::::n2] : Ex(n1::n2)

Ex(n1::n2) =

n2X
n=n1

x(n):x�(n) =

n2X
n=n1

jx(n)j2

- Energie instantannée de x(n) : Exn
Exn = x(n)x

�(n) = jx(n)j2

- Energie totale d�interaction entre x(n) et y(n) : Exy

Exy =

+1X
n=�1

x(n)y�(n)

Eyx =

+1X
n=�1

y(n):x�(n)

Energie d�interaction entre x(n) et y(n) sur l�intervalle [n1::::::n2] :
Exy(n1::n2)
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Exy(n1::n2) =

n2X
n=n1

x(n)y�(n)

Eyx(n1::n2) =

n2X
n=n1

y(n)x�(n)

Energie d�interaction instantannée entre x(n) et y(n) : Exyn
Exyn = x(n)y

�(n) et Eyxn = y(n)x
�(n)

- Relation entre Exy et Eyx :

Eyx =
+1X
n=�1

y(n)x�(n) =

" 
+1X
n=�1

y(n)x�(n)

!�#�
=

"
+1X
n=�1

x(n)y�(n)

#�
=

E�xy

3. Puissances :

- puissance moyenne sur R de x(n) :

Px = lim
N!1

1
2N+1

NX
n=�N

x(n):x�(n) = lim
N!1

1
2N+1

NX
n=�N

jx(n)j2

- puissance moyenne sur l�intervalle [n1::::::n2] : Px(n1::n2)

Px(n1::n2) =
1

(n2�n1+1)

n2X
n=n1

x(n):x�(n) = 1
(n2�n1+1)

n2X
n=n1

jx(n)j2

- puissnce moyenne d�interaction entre x(n) et y(n) sur R

Pxy = lim
N!1

1
2N+1

N�1X
n=�N

x(n)y�(n)

puissnce moyenne d�interaction entre x(n) et y(n) sur l�intervalle
[n1::::::n2]

Pxy(n1::n2) =
1

(n2�n1+1)

n2X
n=n1

x(n)y�(n)

- relation entre Pxy et Pyx

Pxy = lim
N!1

1
2N+1

N�1X
n=�N

x(n)y�(n)
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Pyx = lim
N!1

1
2N+1

N�1X
n=�N

y(n)x�(n) =

("
lim
N!1

1
2N+1

N�1X
n=�N

y(n)x�(n)

#�)�

Pyx =

"
lim
N!1

1
2N+1

N�1X
n=�N

y�(n)x(n)

#�
= P �xy

4. longueur d�une séquence

la longueur d�une séquence x(n) est la durée discrète de cette séquence

soit x(n) = 0 8n < n1 et x(n) = 0 8n > n2 =) Lx = n2�n1+1
Lx : �nie =) séquence transitoire

Lx : in�nie =) séquence permanente

si x(n) = 0 8n < 0 =) x(n) est causal

sinon x(n) est non causale

5. quelques séquences particulieres:

� impulsion de Dirac �(n) = f1 n=0
0 ailleurs! L� = 1 (longueur de �(n))

� peigne de Dirac Pgn(n) =

+1X
k=�1

�(n� k)

� Echelon unitaire u(n) = f1 n�0
0 ailleurs! u(n) =

+1X
k=0

�(n�k) Lu =1

� séquence rectangulaire r(n1::n2)(n)

r(n1::n2)(n) = f1 n16n�n2
0 ailleurs ! Lr(n1::n2) = n2 � n1 + 1
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r(n1::n2)(n) = u(n� n1)� u(n� (n2 + 1))
� séquence exponentielle causale

x(n) = e��nu(n) = fe��n n�0
0 ailleurs

� séquence sinusoidale:

x(n) = A sin(nw0) w0 =
2�
N

A: amplitude w0 :pulsation angulaire N : période

� séquence rampe causale
x(n) = nu(n) = fn n�0

0 ailleurs

� séquence sinus cardinal: sinc

x(n) = A sin(nw0)
nw0

= A sin(nw0)
nw0

= A
sin(n 2�

N
)

n 2�
N

= Asinc(n 2
N
)

2 II- opérations sur les séquences :

on ne peut é¤ectuer des opérations que sur des séquences ayant le meme pas
d�échantillonnage

2.1 1- opérations arithmetiques:

1. x(n) et y(n) deux séquences ayant le meme pas d�échantillonnage

x(n) + y(n) = z(n) ( somme )
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x(n)� y(n) = v(n) (di¤érence)

x(n):y(n) = w(n) (produit)

x(n)=y(n) = s(n) y(n) 6= 0 (rapport)

2.2 2- Produit scalaire :

Espace vectoriel de séquences: e.v.s.
S : un ensemble de séquences est un e.v.s. ssi :
1-8x(n) et y(n) 2 S ) x(n)� y(n) 2 S
2-8x(n) 2 S 8k 2 C ) k:x(n) 2 S
la somme algebrique et la multiplication par un scalaire sont deux lois

internes par rapport à S
x(n) et y(n) 2 S )
hx(n):y�(n)i : poduit scalaire de x(n) par y(n)
hy(n):x�(n)i : poduit scalaire de y(n) par x(n)
hx(n):x�(n)i = kx(n)k2 carré de la norme de x(n)

Notations:
L2 : éspace vectoriel de séquences d�énergie �nie
Lp : éspace vectoriel de séquences d�énergie in�nie (puissance �nie)
8x(n); y(n) 2 L2
hx(n):y�(n)i = Exy
hy(n):x�(n)i = Eyx
hx(n):x�(n)i = kx(n)k2 = Ex ( norme de x(n) au carré)
- Espace Lp des séquences:
8 x(n); y(n) 2 Lp , Ex = Ey =1
hx(n):y�(n)i = Pxy
hy(n):x�(n)i = Pyx
hx(n):x�(n)i = kx(n)k2 = Px ( norme de x(n) au carré)
conclusion:
hx(n):y�(n)i = fExy L2

Pxy Lp

hx(n):x�(n)i = kx(n)k2 = fEx L2

Px Lp

2.3 distance euclidienne entre les séquences x(n) et
y(n) : d1(x; y)

x(n) et y(n) deux séquences quelconques
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soit e(n) = x(n)� y(n)
d21(x; y) = he(n):e�(n)i = ke(n)k

2 = fEe L2

Pe Lp

d21(x; y) = h(x� y):(x� y)�i =
hx:x�i+ hy:y�i � hy:x�i � hx:y�i or hy:x�i = hx:y�i�
d21(x; y) = kx(n)k

2 + ky(n)k2 � (hx:y�i+ hx:y�i�) = kx(n)k2 + ky(n)k2 �
2Re hx:y�i
) d21(x; y) = Ex + Ey � 2ReExy (dans L2)
d21(x; y) = Px + Py � 2RePxy (dans Lp)

2.4 propriétés du produit scalaire :

1. h(�1x1(n) + �2x2(n)); (�1y1(n) + �2y2(n))�i =
�1�

�
1 hx1; y�1i+ �2��2 hx2; y�2i+ �1��2 hx1; y�2i+ �2��1 hx2; y�1i

2. hy; x�i = [hy; x�i�]� = hx; y�i�

3. jhx; y�ij2 6 hx; x�i : hy; y�i
� Démonstration de lapropriété 3:
d21(x; ky) > 0 8k 2 C
d21(x; ky) = h(x� ky):(x� ky)�i
hx:x�i+ kk� hy:y�i � k hy:x�i � k� hx:y�i > 0 8k
en particulier pour k = hx:y�i

hy:y�i

) hx:x�i+ hx:y�i
hy:y�i :

hx:y�i�
hy:y�i hy:y

�i � hx:y�i
hy:y�i hx:y

�i� � hx:y�i�
hy:y�i hx:y

�i > 0

) hx:x�i � hx:y�i:hx:y�i�
hy:y�i > 0

) hx:y�i hx:y�i� 6 hx:x�i : hy:y�i
jhx:y�ij2 6 kxk2 : kyk2

on déduit que :

jExyj2 6 Ex:Ey
jPxyj2 6 Px:Py

4. hx(n):y�(n)i = 0) x(n) est orthogonale à y(n) x(n) ? y(n)
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3 III- Produit de covolution de séquences:

3.1 convolution linéaire :

soient x(n) et h(n) deux séquences tel que
x(n)! n1::::::::::::::::::::n2
x(n) = fx(n1); x(n1 + 1); :::::::::::::::x(n2)g LX = n2 � n1 + 1
h(n)! n3::::::::::::::::::::n4
h(n) = fh(n3); h(n3 + 1); :::::::::::::::h(n4)g Lh = n4 � n3 + 1
y(n)! m2::::::::::::::::::::m2

y(n) = fy(m1); y(m1 + 1); :::::::::::::::y(m2)g LY = m2 �m1 + 1

y(n) = x(n)�h(n) = h(n)�x(n) =
1X

k=�1

x(k)h(n�k) =
1X

k=�1

h(k)x(n�

k)
- Détermination de m1 et m2 en fonction de n1; n2; n3 et n4 :

2ch2

2:png

y(n) =
1X

k=�1

x(k)h(n� k)

x(k) 6= 0 pour ( n1 6 k 6 n2) ! intervalle discret noté Ix �xe

h(n�k) 6= 0 pour n3 6 n�k 6 n4 ) �n4 6 k�n 6 �n3 ) (n�n4 6
k 6 n� n3)
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! intervalle discret noté Ihnmobile suivant les valeurs de n

x(k):h(n� k) 6= 0 pour (n1 6 k 6 n2)
Ix

\ (n� n4 6 k 6 n� n3)
Ihn

3ch2

3:png

Discussion suivant les valeurs du paramètre n

1) - n� n3 < n1 ) n < n1 + n3 ) Ix \ Ihn = �

) x(k):h(n� k) = 0 8k 2 Z ) y(n) =
1X

k=�1

x(k)h(n� k) = 0 (

n < n1 + n3)

2) n� n4 > n2 ) n > n2 + n4 ) Ix \ Ihn = �

) x(k):h(n � k) = 0 8k 2 Z ) y(n) =
1X

k=�1

x(k)h(n � k) = 0

(n > n2 + n4)

3) pour n1+n3 6 n 6 n2+n4 Ix\Ihn 6= �) y(n) =
1X

k=�1

x(k)h(n�k) 6=

0

y(n) 6= 0 m1 6 n 6 m2 ) m1 = n1 + n3 et m2 = n2 + n4

1. Déduction de Ly en fonction de Lx , Lh

LX = n2 � n1 + 1 Lh = n4 � n3 + 1 LY = m2 �m1 + 1

LY = (n2 + n4)� (n1 + n3) + 1 = (n2 � n1) + (n4 � n3) + 1
LY = (LX �1) + (Lh � 1) + 1 = LX + Lh � 1
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Exemple de calcul de la convolution linéaire:

1. soient deux séquences x(n) et h(n) dé�nies par :

x(n) = f1 �2�n�5
0 ailleurs ! LX = 5� (�2) + 1 = 8

h(n) = fe�n 1�n�4
0 ailleurs ! Lh = 4� 1 + 1 = 4

y(n) = x(n) � h(n) =
1X

k=�1

x(k)h(n� k) ) LY = 8 + 4� 1 = 11

4ch2

4:png

(a) y(n) = 0 pour (n < �2 + 1) [ (n > 5 + 4) ( n < �1)
[(n > 9)

b. n � 1 > �2 et n � 4 6 �2 ) n > �1 et n 6 2 )
(�1 6 n 6 2)

y(n) =

1X
k=�1

x(k)h(n�k) =
n�1X
k=�2

x(k)h(n�k) calcule de 4 échantillons

y(�1); y(0); y(1); y(2)

1 - n � 1 6 5 et n � 4 > �2 ) n 6 6 et n > 2 )
( 2 < n 6 6)

y(n) =
n�1X
k=n�4

x(k)h(n�k) calcule de 4 échantillons y(3); y(4); y(5); y(6)

2 - n� 1 > 5 et n� 4 6 5 ) 6 < n 6 9
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y(n) =
5X

k=n�4

x(k)h(n� k) calcule de 3 échantillons y(7); y(8); y(9)

calcule de y(n) = x(n) � h(n) n = �1; 0; 1; :::::::::; 9

1.1 y(n) =
n�1X
k=�2

x(k)h(n� k)

y(�1) =
�2X
k=�2

x(k)h(�1� k) = x(�2)h(1) = e�1

y(0) =
�1X
k=�2

x(k)h(0� k) = x(�2)h(2) + x(�1)h(1) = e�1 + e�2

y(1) =
0X

k=�2

x(k)h(1� k) = x(�2)h(3)+ x(�1)h(2)+ x(0)h(1) = e�1+

e�2 + e�3

y(2) =
1X

k=�2

x(k)h(2�k) = x(�2)h(4)+x(�1)h(3)+x(0)h(2)+x(1)h(1) =

e�1 + e�2 + e�3 + e�4

1.2 y(n) =
n�1X
k=n�4

x(k)h(n � k) y(3) =
2X

k=�1

x(k)h(3 � k) = x(�1)h(4) +

x(0)h(3) + x(1)h(2) + x(2)h(1) = e�1 + e�2 + e�3 + e�4

y(4) =

3X
k=0

x(k)h(4 � k) = x(0)h(4) + x(1)h(3) + x(2)h(2) + x(3)h(1) =

e�1 + e�2 + e�3 + e�4

y(5) =

4X
k=1

x(k)h(5 � k) = x(1)h(4) + x(2)h(3) + x(3)h(2) + x(4)h(1) =

e�1 + e�2 + e�3 + e�4

y(6) =
5X
k=2

x(k)h(6 � k) = x(2)h(4) + x(3)h(3) + x(4)h(2) + x(5)h(1) =

e�1 + e�2 + e�3 + e�4
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Notation 1 1.3 y(n) =
5X

k=n�4

x(k)h(n� k)

y(7) =
5X
k=3

x(k)h(7�k) = x(3)h(4)+x(4)h(3)+x(5)h(2) = e�2+e�3+

e�4

y(8) =

5X
k=4

x(k)h(8� k) = x(4)h(4) + x(5)h(3) = e�3 + e�4

y(9) =

5X
k=5

x(k)h(9� k) = x(5)h(4) = e�4

3.2 convolution d�une séquence avec des impulsions
de Dirac:

x(n) ! n1::::::::::::::::n2 LX = n2 � n1 + 1
h(n) ! n0 Lh = 1 h(n) = �(n� n0)
y(n) = x(n) � h(n) = h(n) � x(n)
y(n) =

X
k

x(k)h(n� k) =
X
k

h(k)x(n� k)

=
X
k

�(k � n0)x(n� k) = �(0)x(n� n0)

y(n) = x(n� n0)
� x(n) � �(n) = �(n) � x(n) = x(n)
�(n) élément neutre de " � "

3.3 Convolution circulaire:

soient x(n) et h(n) deux séquences, la convolution circulaire de x(n) par
h(n) est dé�ne par :

0
y(n) = x(n)~ h(n)
0
y(n) =

X
k

x(k)h(n 	 k) : h(n 	 k) :décalage circulaire de h(n)

(périodique)

la périodicité de
0
y(n) provient de la périodicité du décalage circulaire

h(n	 k)
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y(n) =
X
k

x(k)h(n� k) h(n� k) : décalage linéaire de h(n) (non

périodique)

Remarque:
0
y(n) est calculée de la meme manière que y(n) sauf que h(n	

k) est un décalage circulaire alors que h(n� k) est linéaire.

3.3.1 Décalage circulaire d�une séquence :

1. (a) x(n)! x(n	 n0) n0 > 0 décalage à droite
x(n)! x(n� n0) n0 > 0 décalage à gauche

Exemple:
soit x(n) une séquence de longueur LX = 4
x(n) : :::::0; 0; 0; x(0); x(1); x(2); x(3)| {z }

LX=4

; 0; 0; 0:::::::

représentation des x(n	 k) pour k = 1; 2; 3; 4
- x(n	k) de périodeN = LX = 4 période minimale du décalage
circulaire

x(n	 1) = x(3); x(0); x(1); x(2)
x(n	 2) = x(2); x(3); x(0); x(1)
x(n	 3) = x(1); x(2); x(3); x(0)
x(n	 4) = x(0); x(1); x(2); x(3) = x(n)
- x(n	 k) de période N = 7 (N > LX) période du décalage
circulaire
x(n) = x(0); x(1); x(2); x(3); 0; 0; 0 ! N = L

0
X = 7

on rajoute 3 échantillons nuls

x(n	 1) = 0; x(0); x(1); x(2); x(3); 0; 0
x(n	 2) = 0; 0; x(0); x(1); x(2); x(3); 0
x(n	 3) = 0; 0; 0; x(0); x(1); x(2); x(3)
x(n	 4) = x(3); 0; 0; 0; x(0); x(1); x(2)
x(n	 5) = x(2); x(3); 0; 0; 0; x(0); x(1)
x(n	 6) = x(1); x(2); x(3); 0; 0; 0; x(0)
x(n	 7) = x(0); x(1); x(2); x(3); 0; 0; 0 = x(n)
Remarque:
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x(n	 k) décalage circulaire de période N
x(n	 k) = x(n� k �N) car N est la période
soit N = 9

x(2	 4) = x(2� 4 + 9) = x(7)
x(3	 8) = x(3� 8 + 9) = x(4)
x(5	 3) = x(5� 3) = x(3)
x(2	 4) = x(	2) = x(9� 2)

3.4 Relation convolution linéaire-convolution circulaire:

y(n) = x(n) � h(n) convolution linéaire non périodique de longueur LY
0
y(n) = x(n)~ h(n) convolution circulaire périodique de période N

1. si N > LY ) y(n) = f
0
y(n) 06n6LY �1
0 ailleurs

y(n) est la première période de
0
y(n)

2. si N < LY ) y(n) ne peut pas etre deduite entierement de
0
y(n)

Exemple d� illustration de la relation: conv.linéaire-conv.circulaire :
x(n)! LX = 5 h(n)! Lh = 3
y(n) = x(n) � h(n)! LY = LX + Lh � 1 = 7
soit
0
y(n) = x(n)~ h(n) de période N
la relation entre y(n) et

0
y(n) peut etre obtenue de la manière suivante :

1. 1ercas : N < LY = LX + Lh � 1

5ch2

5:png
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2. 2�emecas : N > LY = LX + Lh � 1

6ch2

6:png

4 IV- Corrélations de séquences

4.1 Dé�nitions:

x(n) et y(n) deux séquences quelconques
rxy(k) = hx�(n):y(n+ k)i : fonction d�interaction de x(n) par y(n)
rx(k) = hx�(n):x(n+ k)i : fonction d�autocorrelation de x(n)
dans L2 : e.v.s. d�énergie �nie

rxy(k) =
+1X
n=�1

x�(n)y(n+ k) (énergie d�interaction �nie)

rx(k) =

+1X
n=�1

x�(n)x(n+ k) (énergie �nie)

dans Lp : e.v.s d�énergie in�nie

rxy(k) = lim
N!1

1
2N+1

NX
n=�N

x�(n)y(n+ k) (puissance d�interaction �nie)

rx(k) = lim
N!1

1
2N+1

NX
n=�N

x�(n)x(n+ k) (puissance �nie)

Covariances:
x(n) ! valeur moyenne x
y(n) ! valeur moyenne y
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cxy(k) = h[x(n)� x]� : [y(n+ k)� y]i ! Intercovariance entre x(n) et
y(n)
cx(k) = h[x(n)� x]� : [x(n+ k)� x]i ! Autocovariance de x(n)
soient : x(n)� x = xc(n) séquence x(n) centrée

y(n)� y = yc(n) séquence y(n) centrée

cxy(k) = rxcyc(k)
cx(k) = rxc(k)

4.2 Propriétés:

1. rxy(k) = hx�(n):y(n+ k)i ) rxy(0) = hx�(n):y(n)i = fEyx ! dans L2

Pyx ! dans Lp

2. rx(k) = hx�(n):x(n+ k)i ) rx(0) = hx�(n):x(n)i = fEx ! dans L2
Px ! dans Lp

3. relation entre ryx(k) et rxy(k)

rxy(k) = hx�(n):y(n+ k)i
ryx(k) = hy�(n):x(n+ k)i = [hy�(n):x(n+ k)i�]� = hy(n):x�(n+ k)i�

changement de variable discrete n

m = n+ k ) n = m� k
ryx(k) = hy(n):x�(n+ k)i� = hy(m� k):x�(m)i� = hx�(m):y(m� k):i� =
r�xy(�k)

ryx(k) = r
�
xy(�k) rx(k) = r

�
x(�k)

jrxy(k)j2 6 rx(0):ry(0) 8k 2 Z
jrx(k)j2 6 rx(0):rx(0) 8k 2 Z

démonstration:
jhx:y�ij2 6 hx:x�i : hy:y�i ( propriété du produit scalaire)
jrxy(k)j2 = jhx�(n):y(n+ k)ij2 6 hx�(n):x(n)i : hy(n+ k):y�(n+ k)i
= hx�(n):x(n)i : hy(m):y�(m)i m = n+ k

= rx(0)ry(0)
) jrxy(k)j2 6 rx(0):ry(0) 8k 2 Z
et jrx(k)j2 6 rx(0):rx(0) 8k 2 Z
Corrélations normalisées:
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�xy(k) =
rxy(k)p
rx(0):ry(0)

intercorrélation normalisée

�x(k) =
rx(k)
rx(0)

autocorrélation normalisée

jrxy(k)j2 6 rx(0):ry(0)) jrxy(k)j2
rx(0):ry(0)

6 1 8k 2 Z
)
���xy(k)��2 = jrxy(k)j2

rx(0):ry(0)
6 1 8k 2 Z ) �1 6 �xy(k) 6 1 8k 2 Z

on déduit : j�x(k)j =
jrx(k)j
rx(0)

6 1 8k 2 Z ) �1 6 �x(k) 6 1 8k 2 Z

4.3 Relation convolution-corrélation:

(L2)! rxy(k) = hx�(n):y(n+ k)i =
+1X
n=�1

x�(n)y(n+ k)

changement de variable n = �m

) rxy(k) =
+1X
n=�1

x�(�m)y(k �m):::::::::::(1)

covolution: x(k) � y(k) =
1X

m=�1
x(m)y(k �m)::::(2)

par comparaison de (1) et (2) on déduit que : rxy(k) =
1X

m=�1
x�(�m)y(k�

m))
rxy(k) = x

�(�k) � y(k)
rx(k) = x

�(�k) � x(k)
Remarque:
comme rxy(k) = x�(�k) � y(k)
) pour des séquences réelles on aura:
rxy(k) = x(�k) � y(k)
si de plus x(k) est une séquence paire on aura rxy(k) = x(k) � y(k)
) si x(k) est réelle et paire )
rxy(k) = x(k) � y(k)) correlation�convolution.
dans le cas général la correlation peut etre calculée comme un produit de

convolution. Il su¢ t de déterminer préalablement x(k) tel que x(k) = x�(�k)
puis calculer rxy(k) = x(k) � y(k)
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