
1 Chapitre III Transformée de Fourier et

transformé en Z de Séquences

2 I- Transformée de Fourier

2.1 1-Dé�nition:

xe(t) =
X
n

x(nTe):�(t� nTe) signal échantillonné

TFfxe(t)g = Xe(w) = TF

(X
n

x(nTe):�(t� nTe)
)

Xe(w) =
X
n

x(nTe) TF f�(t� nTe)g

Xe(w) =
X
n

x(nTe) e
�jwnTeTF f�(t)g

� x(n)) séquence) X(w) =
X
n

x(n)e�jwn avec w = wTe pulsation

angulaire en Rds
� Transformée directe: X(w) = TF fx(n)g
� Transformée inverse : x(n) = TF�1 fX(w)g
x(n) = TF�1 fX(w)g =?

X(w) =
1X

n=�1
x(n)e�jwn ) X(w + 2�k) =

1X
n=�1

x(n)e�j(w+2�k)n

X(w + 2�k) =
1X

n=�1
x(n)e�jwne�j2k�n = X(w) 8k 2 Z

X(w) : périodique de période 2� ) développable en séries de Fourier
exponentielle:

X(w) =
1X

n=�1
x(n)e�jwn est sous forme d�une séries de Fourier expo-

nentielle de base fe�jwngn2Z et de coei¢ cients: x(n) = 1
2�

�Z
��

X(w)ejwndw

8n 2 Z
� Remarque:

1



X(w) est périodique de période 2� : seule la première période [��; �]
centrée sur l�origine représente le spectre de x(n)

3 2- Convergence de la TF:

X(w) =
X
n

x(n)e�jwn =
X
n

x(n) cos(wn)�j
X
n

x(n) sin(wn) = jX(w)j ejArgfX(w)g

converge ssi
jX(w)j converge c.a.d jX(w)j <1

jX(w)j =
�����X
n

x(n)e�jwn

����� 6X
n

jx(n)e�jwnj =
X
n

jx(n)j je�jwnj

jX(w)j 6
X
n

jx(n)j

) X(w) converge si
X
n

jx(n)j est �nie, x(n) est absolument sommable

Remarque:
x(n) 2 L2 ) X(w) converge.

4 Proprietés de la TF:

1. X(w + 2�k) = X(w) 8k 2 Z ! périodique de période 2� Rds

2. TF f�x(n)� �y(n)g = �TF fx(n)g � �TF fy(n)g ! lin�eaire

3. TF fx(n� n0)g = e�jwn0X(w)! décalage temporel

4. TF�1 fX(w � w0)g = ejw0nx(n)
TF�1 fX(w + w0)g = e�jw0nx(n)!décalage fréquentiel

5. TF�1
n
dkX(w)
dwk

o
= (�jn)kx(n) ! dérivation de X(w) ) nkx(n)

TF

�
TF�1

(�1
j
)k d

kX(w)
dwk

= jk d
kX(w)
dwk

6. convolution : x(n) � h(n)) TF fy(n)g :TF fh(n)g = X(w):H(w)
Démonstration:
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y(n) = x(n) � h(n) =
X
n

x(k):h(n� k)

Y (w) =
X
n

y(k)e�jwn =
X
n

X
k

x(k):h(n� k)e�jwn

changement de variable n�k = m) n = m+k ) Y (w) =
X
n

X
k

x(k):h(m)e�jw(m+k)

)
X
n

h(m):e�jw(m+k)
X
k

x(k)e�jwk = H(w):X(w)

7. Produit de deux séquences: y(n) = x(n) � h(n)) 1
2�
X(w) �H(w)

Démonstration :
y(n) = x(n) � h(n)) Y (w) =

X
n

y(n)e�jwn

Y (w) =
X
n

x(n):h(n)e�jwn

x(n) = 1
2�

R �
��X(w

0
)e+jw

0
ndw )

Y (w) =
X
n

1
2�

�Z
��

X(w
0
):e+jw

0
ndw

0
h(n)e�jwn

= 1
2�

�Z
��

X(w
0
)
X
n

h(n)e�j(w�w
0
)ndw

0

= 1
2�

�Z
��

X(w
0
)H(w � w0

)dw
0

= 1
2�
X(w) �H(w)

8. corrélation de séquences

rxy(k) = hx�(n):y(n+ k)i ) Rxy(w) = X
�(w):Y (w)

Démonstration:
Dans L2 rxy(k) =

X
n

x�(n):y(n+ k)

Rxy(w) =
X
n

rxy(k)e
�jwk =

X
k

X
n

x(n):y(n+ k)e�jwk

changement de variable m = n+ k k = m� n)
Rxy(w) =

X
m

X
n

x�(n):y(m)e�jw(m�n)
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=
X
n

x�(n)ejwn:
X
m

y(m)e�jwm

=

"X
n

x(n)e�jwn

#�
:
X
m

y(m)e�jwm = X�(w):Y (w)

Rxy(w) = X
�(w):Y (w) = �Y X(w)! DISE L2; DISP ailleurs

4.1 Théorème de w-k:

rxy(k)
TF

�
TF�1

X�(w):Y (w) = �Y X(w)

rxy(k)� X�(w):X(w) = jX(w)j2 = �x(w)

4.2 Théoreme de parseval:

Exy =
X
n

x(n):y�(n) = 1
2�

�Z
��

X(w):Y �(w)dw

Ex =
X
n

x(n):x�(n) = 1
2�

�Z
��

X(w):X�(w)dw

Démonstration:
Exy =

X
n

x(n):y�(n)

x(n) = 1
2�

�Z
��

X(w):e+jwndw

Exy =
X
n

1
2�

�Z
��

X(w):e+jwndw:y�(n)

= 1
2�

�Z
��

X(w)
X
n

y�(n) [e�jwn]
�
dw

Exy =
1
2�

�Z
��

X(w):Y �(w)dw

) Ex = Exy pour y = x
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) Ex =
X
n

jx(n)j2 = 1
2�

�Z
��

jX(w)j2 dw

Remarque:

rxy(0) = hx�(n):y(n)i = Eyx = 1
2�

�Z
��

�yx(w)dw

rx(0) = hx�(n):x(n)i = Ex = 1
2�

�Z
��

�x(w)dw

5 Transformée en Z:

5.1 Dé�nitions:

xe(t) =
X
n

x(nTe):�(t� nTe) signal échantillonné

TLfxe(t)g = Xe(p) = TL fx(nTe):�(t� nTe)g
=
X
n

x(nTe)TL f�(t� nTe)g

TL f�(t� nTe)g = e�pnTe :TL f�(t)g = e�pnTe :1
) Xe(p) =

X
n

x(nTe)e
�pnTe transformée de Laplace

changement de variable
z = epTe ) X(z) =

X
n

x(nTe)z
�n

p = �+ jw ) z = e�+jwTe = e�ejw ) jzj = e�; Arg(z) = w
Transformée en Z directe : X(z) =

X
n

x(n)z�n

5.2 convergence de la Tz:

X(z) =
+1X
n=�1

x(n)z�n =
�1X

n=�1
x(n)z�n +

1X
n=0

x(n)z�n

X1(z) =
�1X

n=�1
x(n)z�n =

1X
n=1

x(�n)zn
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X2(z) =
1X
n=0

x(n)z�n

X(z) = X1(z) +X2(z) converge ssi X1(z) et X2(z) convergent
* critère de Cauchy de convergence des séries

v(n) une séries :
1X
n=0

v(n) converge ssi lim
n!1

jv(n)j
1
n < 1 on applique ce

critère pour les deux séries X1(z) et X2(z)

X1(z) converge ssi lim
n!1

jx(�n)znj
1
n < 1) lim

n!1
jx(�n)j

1
n jZj < 1

jZj < 1

lim
n!1

jx(�n)j
1
n
= R2

X2(z) converge ssi lim
n!1

jx(n)z�nj
1
n < 1) lim

n!1
jx(n)j

1
n jZ�1j < 1

jZj > 1

lim
n!1

jx(�n)j
1
n
= R1

X(z) converge ssi R1 < jZj < R2
si le domaine R1 < jZj < R2 6= �) X(z) converge(9)
sinon X(z) (@)
R1 < R2 ) R1 < jZj < R2 6= �
sinon ) R1 < jZj < R2 = �

5.3 Transformée en Z inverse:

la dé�nition de la Tz�1 est basée sur l�integrale de cauchy des fonctions à
variable complexe:

1
2�J

I
c

zk�1dz = f1 k=0
0 ailleurs

c: contour fermé contenant l�origine et 2 au domaine convegence de zk

X(z) =
+1X
n=�1

x(n)z�n

X(z):zk�1 =

+1X
n=�1

x(n)z�n:zk�1I
c

X(z):zk�1dz =

I
c

+1X
n=�1

x(n):zk�n�1dz =

+1X
n=�1

x(n)

I
c

zk�n�1dz

or
I
c

zk�n�1dz = f2�j k�n=0 ) k=n
0 ailleurs
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)
I
c

X(z):zk�1dz = x(k):2�j )

x(k) = 1
2�j

I
c

X(z):zk�1dz 8k 2 Z

c : contour fermé contenant l�origine et 2 au domaine de convegence de
X(z):zk

Calcul de x(k) par la méthode des résidus
x(k) =

X
zi : tous les

poles
de X(z):zk�1

Résidus de
�
X(z):zk�1

�

Résiduzi [F (z)] =
1

(l�1)!
dl�1

dzl�1

�
(z � zi)l:F (z)

�
z=zi

avec l = ordre de multiplicité du pole zi de F (z)
zi :pole simple (l = 1))Résiduzi [F (z)] = [(z � zi):F (z)]z=zi

5.4 Autres méthodes:

si X(z) = N(z)
D(z)

N(z); D(z) deux polynomes
x(n) = Tz�1 fX(z)g : peut etre calculée par division de polynomes ou

par décomposition de X(z) en élements simples et utilisation des tables de
transformée en Z

- X(z) = N(z)
D(z)

= Q(z) =
+1X
n=�1

x(n)z�n

par identi�cation des termes de Q(z) avec ceux de
+1X
n=�1

x(n)z�n on

déduit les x(n)
- X(z) = N(z)

D(z)
=
X
i

Xi(z) ) x(n) =
X
i

Tz�1 fXi(z)g Xi(z) :

élements simples
de la décomposition de X(z)

Exemple: zi=1;2;3���� poles simples de X(z) =
X
i

Ai
z�zi avrec Ai =

(z � zi)X(z) jz=zi
) x(n) = Tz�1 fX(z)g =

X
i

Ai(zi)
n
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6 Propriétés de la transformée en Z

démonstrations sous forme d�éxercices (voir Annexe du chapitre 3)

1. Linéarité:

w(n) = �x(n) + �y(n)

Tz f�x(n) + �y(n)g = �X(z) + �Y (z) =W (z)
D-conver de W (z) = D-conver de X(z)\D-conver de Y (z)

2. Décalage temporel :

Tz fx(n� n0g = z�n0X(z)

3. Multiplication par une séquence exponentielle:

Tz fx(ng = X(z)) Tz fanx(n)g = X( z
a
)

4. Dérivation d�ordre k de X(z) :

X(z) =
X
n

x(n)z�n ) dkX(z)
dzk

=
X
n

x(n) d
k

dzk
z�n dk

dzk
z�n =?

d
dz
z�n = (�n)z�n�1 = (�1)(n)z�n�1

d2

dz2
z�n = (�n)(�n� 1)z�n�2 = (�1)2(n)(n+ 1)z�n�2

d3
dz3
z�n = (�n))(�n� 1)(�n� 2)z�n�3 = (�1)3(n)(n+ 1)(n+ 2)z�n�3

) dk

dzk
z�n = (�1)k (n+k�1)!

(n�1)! z
�kz�n

dkX(z)
dzk

=
X
n

x(n) d
k

dzk
z�n =

X
n

x(n)(�1)k (n+k�1)!
(n�1)! z

�kz�n

zk d
kX(z)
dzk

=
X
n

x(n)(�1)k (n+k�1)!
(n�1)! z

�n ) zk d
kX(z)
dzk

= Tz
n
x(n)(�1)k (n+k�1)!

(n�1)!

o
5. Propriétes de parité :

x(n)
Tz

�
Tz�1

X(z) ) x(�n)
Tz

�
Tz�1

X�1(z) x�(n)
Tz

�
Tz�1

X�(z�)

x�(�n)
Tz

�
Tz�1

X�(z�1�)
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6. Produit de convolution :

v(n) = x(n) � y(n)
Tz fx(n) � y(n)g = Tz fx(n)gTz fy(n)g = X(z):Y (z) = V (z)
D-conver de V (z) = D-conver de X(z)\D-conver de Y (z)

7. Produit de deux séquences:

v(n) = x(n):y(n)

Tz fx(n):y(n)g = Tz fv(n)g = V (z)

x(n) = 1
2�j

I
c

X(z
0
):z

0n�1dz
0
(Tz inverse)

V (z) =
X
n

v(n):z�n =
X
n

x(n):y(n):z�n =
X
n

1
2�j

I
c

X(z
0
):z

0n�1dz
0
:y(n):z�n

= 1
2�j

I
c

X(z
0
)
X
n

z
0n�1:y(n):z�ndz

0
= 1

2�j

I
c

X(z
0
)
X
n

y(n):( z
z0
)�n 1

z0
dz

0

) V (z) = 1
2�j

I
c

X(z
0
)Y ( z

z0
) 1
z0
dz

0

8. Tz d�une fonction de correlation:

Tz frxy(k)g = X�( 1
Z� ):Y (z)

Tz frx(k)g = X�( 1
Z� ):X(z)

Exemple de calcul de la Tz :
soit x(n) = fan n>0

bn n<0

X(z) = Tz fx(n)g =
+1X
�1

x(n)z�n =
�1X
�1

x(n)z�n+
+1X
0

x(n)z�n =
+1X
1

b�nzn+

+1X
0

anz�n

X(z) =

+1X
1

( z
b
)n +

+1X
0

(a
z
)n

+1X
1

( z
b
)n = lim

n!1

z
b
�( z

b
)n

1� z
b
=

z
b

1� z
b

pour
�� z
b

�� < 1) jzj < jbj
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+1X
0

(a
z
)n = lim

n!1
1�(a

z
)n

1�a
z
= 1

1�a
z

pour
��a
z

�� < 1) jzj > jaj

X(z) =
z
b

1� z
b
+ 1

1�a
z
= z

z�a �
z
z�b pour jaj < jzj < jbj : domaine de

convergence de X(z)
si jaj < jbj ) D-conver de X(z) est 6= �) X(z) 9
si jaj > jbj )D-conver de X(z) est = �) X(z) @

6.1 Relation plan P- plan Z:

p = �+ jw � = Re(p) et w = Im(p)
z = epTe = e(�+jw)Te = e�TeejwTe

z = jzj eiArg(z) ) jzj = e�Te et Arg(z) = wTe
pour � = Re(p) = 0 ( axe des imaginaires) ) jzj = e0Te = 1 )

z = ejwTe

la TF de x(n) : X(w) = X(z) jjzj=1 jzj = 1 cercle de rayon 1 centré sur
l�origine
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Remarque:
La relation plan P-plan Z n�est pas bijective si on considere l�axe des

w entier. A�n d�avoir une relation bijective entre les deux plans on doit
conidérer uniquement une bande dans le plan P de largeur w = 2� (�� 6
w 6 �)
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