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Calcul vectoriel :

Opérations sur les vecteurs et propriétes

Addition vectorielle :
Construction :

Pour additionner deux ou plusieurs vecteurs :

© On prend un représentant du premier vecteur (
un vecteur égaux )

o On prend un représentant du second vecteur
dont 'origine est a placer a ['extrémité du
premier vecteur , on procéde ensuite de la

méme facon pour les autres vecteurs a ajouter. —— T
\ ﬁ'\. v
o Le vecteur somme est le vecteur dont l'origine H.‘_" H.”
est |'origine du représentant du premier vecteur Vv N
et I'extrémité est I'extrémité du représentant du w 1\\ w
\

dernier vecteur.
Relation de Chasles :

Quels que soient les points A, B, C du plan (ou de

'espace ) : AB+ BC =

Cette relation se généralise par exemple :

AC+ CU+UV +VC=AC
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Proprietes de I'addition vectorielle

Pour tous vecteurs i, v et w

) d+0=0+i=4

(ﬁ est I'elément neutre de l'addition vectorielle)

) FH(-8)=(-i)+d =0

(Lasomme de deux vecteurs opposes est le vecteur nul)
) u+v=v+u

(Commutativite de l'addition vectorelle)

4) d+v+w=d+(V+W) =i +(V+%)

( Associativité de l'addition vectorielle )
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Multiplication d'un vecteur par un réel :
Sott & un vecteur donné

etk un reel ;

Sik#0etd#0levecteurk % estle vecteur -

_demeéme direction que u

_deméme sens si k > 0 et de sens contraire si k <0

_denorme ||Fc -z?": |Jc| ”ﬂ”

Sik=0 ou =0 alors le vecteur k -7 est le vecteur nul
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Propriétés de la multiplication d'un vecteur par un réel.
Pourtous réels a, b et tous vecteurs u etv on a:

1) (a+b)i=au+bi

2) a(i+vV)=ai+av

3 albu) =(ab)u

Définition vecteurs colinéaires

2 vecteur 4 et v sont colinéaires
st 1] existe un réel k tel que !

Vv = ku
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Soit 04, OB et OC trois vecteur de ['espace vectortel E. avec :
04= xdi+yﬂf+zﬂk
0B = ;rgl+y3}+zgk
0C= x,,!ercHzﬂk

L3.1 Somme et multiplication par un scalaire
o Lasomme de deux vecteurs :
I= 04+ 0B = (x,+x,)1+ (v, +ye)i (2, + 25) k
Le vecteur I est représenté géometriquement par
(vorr figure Somme)

o Lamultiplication par un scalatre -
Vi €IR, p0A= pxyi+py,J+uz, k

Produit scalaire :
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Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls représentés
par les bipoints 04 et OB est le nombre réel 04.0B.cos(6)
st l'angle 6 désigne celur de AOB. Sil'un des vecteurs est nul
alors le produit scalatre est nul.

Dans le cas ou aucun des vecteurs n'est nul, cette définition
prend la forme suivante :

0A.0B=04%0B#cosf

Propriétés du produit scalaire
Commutativite ;
Le produit scalaire est commutatif

- — ——— —

0A.0F = 0B .04 (Justification : cos@ = cos(-8))
Distributivité par rapport a I’addition :
Le produit scalaire est distributif par rapport a 'addition :

— — — e—

04.(0B + 0C)= 0A.0B +04.0C

Conséquence :

Si04 20et08 #0akrs04.08=0 = 04 L 0B

Le produt scalamre nous permet done de dedume la- perendiculariie géometrique
lorsqu'1l est de valeur mill.

Expression analytique :
04.0B = g = Y,0p ™ 142
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1.3.3 Produit vectoriel

Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls représentés par
les bipoints OA et OB est le vecteur représenté par le bipoint OC
avec :

- Un module égale 3 OA.OB.sin(0)

- Une direction perpendiculaire au plan formé par les
deux vecteurs OA et OB

- Un sens défini par la régle de la main droite ou de la W=UXV

progression du tire bouchon qui envoi 0A sur 0B. On note
|04 AOB|| =04+ 0B+*sin6@

Propriétés du produit vectoriel :

Commutativité :
Le produit vectoriel est anticommutatif:

04 AOB = - OB ADA (Justification : sin@ = — sin(—8))

Distributivité par rapport a ’addition :
Le produit scalaire est distributif par rapport a I’addition :
0A A (0B+ 0C)=04A0B+04 A OC

Interprétation géométrique du produit vectoriel :
Le module de @A A OF est donné par

0A = 0B #sin @ qui représente 1'aire (surface)

du parallélogramme construit sur les deux vecteurs.

Conséquence :
Si04 #0ect0OF =0alorsDAAOF =004 | OF

Expression analytique :
----- Xg----pEg---|- (¥a 25 — 23 ¥g)
0A AOB = }'AQFE = | (%4 2p —2%g)

Za” TiZg (%475 — Yaxs)

(Voir exemple fleches)

Sl Ml
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1.3.4 Produit mixte

Le produit mixte de Tros vecteurs non nuls représentés par les bipoints OA et OB et OC est un
scalare ; 11 est le détermmant de ces trois vecteurs dans une base orthonormale directe
quelconque.

I — — — —

On note {U 0B, C] Df—l.(ﬂE!‘. BC)

-y
OA OB

» [04,08,0C]= 04.(0B A 0C)=0C.(0A 08) =08.(0C A 0A) \ /
0C

Propriétés du produit mixte ;

L
Interprétation géométrique du produit vectoriel :
Conséquence :

Expression analytique :

1‘4 IB .T,:
ﬂ[ﬁﬂ ﬁ)= }!.'—i J’"g }'g
Ly Ip I

1.3.5 Double produit vectoriel

[.e double produit vectoriel peut étre calculé a I’aide de la relation suivante :
04 A (0BA OC)= (0A.0C).0B + (0A.0B).0OC
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1.3.6 Derivation vectorielle

Sotent M(x(t), y(t), z(t)) du repere R(O xyz) ona :

OM = ()1 +y(t)]+z(k

Par définition :

N
d dt dt™ dt

Que I'on note aussi :

—

dM
dt
Propriétés :
d . . di dv d . du_. dv_
—(U+V)=—+— —(UV)=—V+—u1
o dt dt dt dt dt dt
d du dv d dn du
—(UAV)=—AV+UA— —[MOu(t)]=—u+r—
5 dt( ) dt dt dt[ (u) dt dt

Définition de 'opérateur grad d’une fonction :

Considérons I'espace rapporté a un repéere orthonormé {O,1,7, E}. Soit f(x,y,z) une fonction scalaire
des trois variables x,y,z. La différentielle de f s'écrit::
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Le gradient d’'une fonction f(x, y, z) est un vecteur qui indique la direction et le sens de croissance de la

fonction f dans I'espace.
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L’espace étant muni d’un repere ortho normal R(O ;X ;Y ;Z), (i ;j ;k) dans tout se qui suit.

ExerciceN° 1 : Soit les vecteurs :

Calculer:
a- Les modules des vecteurs 7,? et ?
b- Le produit scalaire e

c- L’angle entre 2 et 2

ExerciceN° 2 :

On considére un rectangle de longueur 4a et de largeur 3a représenté sur la figure ci-dessous.

a- Calculer la résultante des vecteurs 277 et >

Ia/z

d

ExerciceN® 3 :
Soit |la fonction :

o2 2 x? :
flx,y,2z) = —2x°.y.z° + 3\/}. S T y.sin2y.

Calculer —>f
grad
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ExerciceN®1:

La figure (1) présente une structure cristalline quadratique de parametres de mail a

A=2

T,E=3jC= 4k . (les angles a=p= y=90°).

Donner les coordonnées des points de sommets A,B,C,D, E, FetG.

Calculer les composantes des vecteurs : —,—,—; —,—, —,—,— , —,—, et trouver leurs modules.
0A’0B’'0c’ oD ’AB’ AC’AD’AE ' 0G'EG

Montrer que Za) est perpendiculaire au vecteur 5 ?

Trouver I'angle entre les deux vecteurs (=, =) et (=, =).
oF’ 0B oF’ 0G

Calculer le volume du parallélépipéde.
Soit le point M centre du parallélépipéde, trouvez ses coordonnées puis calculer les distances MA et MB.

Trouver I'angle entre les deux vecteurs (—, =) et (—,—).
MA' MG MG’ MD

v

Exercice N° 2:

Soit les vecteurs A et b tel que IAI=3 IBI=2 et a=rt/4, a est |'angle entre AetB

> = —

1) Calculer les modules des vecteurs C = A+B et D = A-B. Trouver I'angle B entre CetD.

Exercice N°3: Montrer que si les vecteurs A et B sont perpendiculaire alors : |ff + §| = |ff - §|
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