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Serie de TD n"2- Intégrales définies

Exercice 1 Soit f : R — R une fonction continue sur R et F(x fo t)dt. Répondre par vrai ou faux
aux affirmations suivantes :

1. F' est continue sur R.

F est dérivable sur R de dérivée f.

Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F' est positive sur R.

Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R.

AT el

Si f est paire alors F' est impaire.

Exercice 2 Les fonctions suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ?

1. f(x) = [z] sur [0, 2]
g:[0,1] = R, g¢g(z)= {

[l] si0<ax<l,

T

1 siz=0

1 sizel0,1]NQ,

3. k[0 1] =R, ki(z) = {0 si € [0,1]\Q

Exercice 3 Montrer que les fonctions définies sur R,

f(@) =z, gla) = 2® et hx) = €,

sont intégrables sur tout 1ntervalle fermé borné de R. En utilisant les sommes de Riemann, calculer les
intégrales fol r)dz, fl x)dx et fi h(

Exercice 4 Calculer les intégales suivantes :

a) / aicfzf © b) / ( )arctanxdm 0) / o sinode
d) /l(arccosx)de e) /0 mdm f)/0

Exercice 5 En utilisant les sommes intégrales de Riemann, calculer les limites suivantes :
o limy oo (5 + 5 + ...+ 25)

n? n? n?

3 n n n
e lim;, oo nZr12 + nZyo2 + n2+n2)
Exercice 6 Trouver les valeurs moyennes des fonctions suivantes :

1
6° sur [1,4] et 7 sur [4,9].



Correction 1 1. Vrai.
2. Vral.

3. Faux! Attention aux valeurs négatives par exemple pour f(z) = x alors F est décroissante sur | —oo, 0]
et croissante sur [0, +00].

4. Vrai.
5. Vrail.
6. Vrai.

Correction 2 1. Oui.
2. Non.
3. Non.

Correction 3 1. En utilisant les sommes de Riemann, on sait que fol f (Qj‘)dl‘ est la limite (quand n —
+00) de 314 5 /(%) Notons S, = 1 37375 £(E). Alors S, = 137350 & = ;b Z 1, (1) On

a utilisé que la somme des entiers de 0 a n—1 vaut % Donc 5, tend vers 2 Donc fo dx =3

2. Memetravaﬂ fl z)dx est la limite de S/, = 21 Srhg(4+EEL 1) = il 0(1+ )2=13707 O(H-
= %(n+ Thook + Z” 0 k%) =
. Donc & la limite on trouve S, = 14+1+% = Z. Donc fl x)dx =7/3.

I+5
Remarque : on a utilisé que la somme des carrés des entiers de 0 an — 1 est %.

3. Méme chose pour i h(t)dt qui est la limite de S)) = £ 37"~ (kx) =L3¥ o eTZ

25 + 03 ) En séparant la somme en trois nous obtenons : S,
2 n(n 1) 1 (n—1)n(2n—1)
+ 3 6

n

Cette derniere somme est la somme d’une suite geometrlque, donc S = £

1—¢€* iz ui tend vers e — 1. Pour obtenir cette derniére limite on remarque qu’en posant u = £
q que q p
l1—e n
on a o T = 1 ¢® qui tend vers —1 lorsque u — 0 (ce qui est équivalent & n — +00).
en

1 arctanz
T dr =
37r

b- f i (1+ P) arctan xdr = °f (changement de variables u = = et arctan x + arctan =3)

Correction 4 a- f s % (changement de variables ou intégration par parties)

c- fof xsinzdr = 1 (intégration par parties).
d- f (arccos x) 2 dr = 7% + 4 (2 intégrations par parties).

e- fo md% = Z + 1 (changement de variables ou intégration par parties).

f- fo\/g \/Zj?dx =2 — % (changement de variables v = arcsin 7).

Correction 5 e Posons
1 2 n—1 1 /1 2 n—1 i
Sn—ﬁ—Fﬁ—l—...—l— 2 —n<n+n+--- > E E

La somme S, peut etre considérée comme une somme intégrale de la fonction x — f(z) = x sur le
segment [0,1] en supposant que ce segment a été partagé en n— 1 parties égales et, comme la fonction
est continue, donc intégrable, alors on peut choisir les & tels que & = x; = %(2 =1,2,...,n—1). On
a dans ce cas

n—l .

n—1 n—1
=1 =1

i:1

. 1 2 n—1 . 1 552 1 1
nILH;O<7ﬂ+7ﬂ+...+ 3 >_nh—>H§oS"_/0 xdm_[2] =3

e Tout d’abord transformons la somme S,, comme suit :

1 1 1 1 1 1
Sy =~ + e | =Y
' "(Hnlz 1+ (2)° 1+(")2> ";H(Q)Q

Ainsi




C’est une somme intégrale de la fonction z — f(x) = ﬁ sur le segment [0, 1]. D’out il découle que

1
dx 7
im S, /0 22 [arctg x]; 1

Correction 6 .
_ 14 _ 11|67 _ 1 4 _ 2 3
p=3 ) 67z = 3 [10 6]1_7310g6 (6% = 6) = rgg (67 — 1)

g
_ 1 (9de _ |2 9 _ 2
pe=3 [, E=1[3va],=%




