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En préparant ce genre de support de cours en mécanique, Je ne peux oublier
notre enseignant MENINA Rachid que Dieu le bénisse, qui nous a vraiment marqué
par sa grande compétence, sa passion d’enseigner et sa rigueur. Lorsqu’il s’agit de la
mécanique rationnelle et la mécanique analytique il faut rendre un grand hommage a

ce grand Homme Enseignant.

Le support de cours est destiné aux étudiants en Master spécialité Maintenance
Des Machines Thermiques et Hydrauligues (MMTH) et aux étudiants de la troisiéme
année en mecanique du systeme LMD. La premiere partie de la mécanique analytique
concerne la cinématique du solide qui sera suivie par d’autres parties la dynamique

du solide et les travaux virtuels ainsi qu’un recueil d’exercices.

Conscient des erreurs que peut contenir ce support, je tiens a remercier tout
ceux qui nous ferons part de leurs critiques ou suggestions dans le but d’améliorer

son contenu.
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Introduction.

On appelle cinématique la partie de la mécanique qui étudié les propriétés
géometriques des mouvements des corps.
On appelle mouvement le changement de position dans 1’espace et dans le

temps d’un corps par rapport a un référentiel donné.

Systemes de coordonnées.

Les systemes de coordonnées permettent de positionner a tout instant un point

en mouvement.

1- Coordonnées cartésiennes.

7 A
C \\\
4 |
S J 8 Y
A Lo .
X
OM =0A +0B +0C
OM = OAT + OBJ + OCk
OA =x
Avec{0OB =y - representent les coordonnées cartésiennes. Si le point M est en
OC =z
x = f(t)
mouvement, donc onaura: sy = f(t)
z = f(t)
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2-Coordonnées cylindriques ou polaires.

7 A
(o NY
o.M
R
k 4 Y
i » ’ »
,/
0
e
A _______________ MI

0= f(t): Angle polaire
r = f(t): Rayon polaire
z = f(t): La cote

On passe des coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes par la

relation suivante :

r & ]-00, oof

X =1 cos@
y =rsind avec: | 0 €[0,2m]
7Z =2 AS ]—OO, +OO[
3- Coordonnées sphériques.
7 A
y
i 0 s
? A
. j oz B Y
¢ (
A /N ,
MI
X
F(t)= 06 = (0Z ,ﬂ) : colatitude 0 [0,27]
f(t)y = ¢ = (OX,OM') : longitude Avec: { 0 €[0,27]
T € |-, +o0[

f(t) = r = (OM) : rayon position

X =T1Ssin0cos
y = rsinfsin e

On aura finalement :
Z=rcos0
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Principaux mouvements.

Soit un solide (S) ou AB est une constante

On distingue cing mouvements principaux : s
* mouvement de translation
* mouvement de rotation autour d’un axe fixe
* mouvement plan

* mouvement de rotation autour d’un point

* mouvement libre.

1- Mouvement de translation d’un corps solide.

Définition : On entend par mouvement de translation du solide un mouvement
dans lequel chaque droite appartenant au corps solide se déplace tout en
restant parallele a elle-méme. Le mouvement rectiligne est un cas particulier du

mouvement de translation.

(S) (S")
g 4 A A
A B B
0 ] Y
AB /] A1B;

7a: Vecteur position de A

7' . Vecteur position de B
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#s = #a+ AB avec AB = constante et la trajectoire de A est la méme que la

trajectoire de B.

F _ d?A 2 _ dFB

AT gt " BT gt

dfg  dfy . dAB dAB dfg  dfa
_—= — — aVv _— = _— —
dt dt + dt avec dt 0 » dt dt

=>> ‘_,)B == ‘_,)A et '_Y)B = ’_Y)A

Theoréme : Dans le mouvement de translation tous les points du corps
décrivent les mémes trajectoires et a chaque instant ils possédent des vitesses et

des accélérations égales en module et en direction.

Vg
(S) ‘
Vs
Ta
VA = VB
Va, = Vg,
=7
Ya, = 7B,

Il en résulte :

Pour étudier le mouvement d’un solide en translation, il suffit d’étudier
cinématiquement le mouvement d’un des points du solide. On considére alors le
solide comme un point mobile parce que tous les autres points se deplacent de la

méme facgon.
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2- Mouvement de rotation autour d’un axe fixe.

Définition : On appelle mouvement de rotation d’un corps solide autour d’un
axe fixe un mouvement dans lequel deux points quelcongues du corps restent

fixes. A

\ ZIR%
7

AB : Axe de rotation
¢ : Angle de rotation ou est
une fonction de temps

o =f(1).

V\J

¢
//|

La position d’un solide dans I’espace peut étre définie a 1’aide de ’angle de

rotation ¢ entre un plan fixe (=) et un plan (=’) lié au corps et tournant avec le corps.

¢ =f(t) représente la loi de mouvement du solide en mouvement de rotation

autour d’un axe fixe.

a) Vitesse angulaire moyenne d’un solide.

_ Lo _o_ 9

Oy = = [rd/s] entre deux instants t1 et t.
Attt

b) Vitesse anqulaire instantanée.

_Ae dg .
o= fim, 3= = oL

c) Accélération angulaire moyenne.

. _Aco_ 4/s?
=g = [rd/s?]
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d) Accélération angulaire instantanée.

E oo i Am_dm_dzgo _ aied/s?
6T 450 At dt | di? = plrd/s7]

e) Cas de rotation uniforme.

t

do 4
o est constante =>» — = C5¢ =>» f do = f odt
dt ? t=0

Q t
fdgo= (of dt => ¢— ¢, = ot => ¢p=ot+ ¢,
? t=0

nombre de tours
minute

W =

Avec :1tour=2nrd et 1 minute =60s, onaura:

n tours 2n
minute —f 60 -0 =
mn
® T30

Exemple d’application.

Soit la loi de mouvement suivante : ¢ = 3it3. Déterminer  ete si t = 30w

dgo_

0=—=t?
dt

_do _dzgo
*T Ut de?

2t

Onaura:o=30n rd/sete = 2v30nrd/s?

Angles d’Euler.

L’objectif des angles d’Euler est de passer du repere fixe au repere i€ au

solide par trois rotations successives.
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1- Angle de précession v .

L’angle de précession y est obtenu par une rotation autour de Oz dans le plan Oxoyo, le

nouveau repére est Ox1y1z1

ZO Zl yl yO
Y1 L4 X1
YA > > Jv
Yo Zo Xo
v
Xo Xq

La matrice de transformation (ou de passage) nous permet de retrouver les
coordonnées d’un vecteur dans un autre repére, c'est-a-dire entre les reperes OXoYoZo

et Ox1y1z;. Les éléments de la matrice de passage ne sont que les projections.

y. =cosy y, — sinyx, + 0z,
X, =cosy xg + sinyy, +0z, (1)
z; = 0%+ 0y, + 17z,

On peut écrire le systeme (1) sous forme matricielle pour simplifier les choses.
Pour le passage du repere initial Oxoyozo au nouveau repere Ox;y;z;, on a la matrice

suivante :

o —+#

X1 Y1 VAl

Xo | cosy | =siny | O

Yo | siny | cosy | O
Zo 0 0 1
Dans le cas contraire, c'est-a-dire pour passer du repere Oxi;yiz; au repere

initial OXxoYoZo, on prend le transpose de la matrice precédente:
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1 —>0

X1 Y1 Z:

Xo | cosy | —siny | O

Yo | siny | cosy | O
Zo 0 0 1

La ou il y a une rotation autour d’un axe toujours on a la valeur 1 dans le

croisement, les autres cases des zéros.

2- Angle de nutation e .

L’angle de nutation 6 est obtenu par une rotation autour de Oxi.

Xo .
1
Z2 Z1 22
Y2
0
0 vz
0
Y1 0
— >
X1 [ y1
X1 P X2
X2 Y2 Z2
X1 1 0 0

y1 0 cos 0 | —sin 6

Z1 0 sin 8 | cos 6
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3- Angle de rotation propre ¢ .

L’angle de rotation propre « est obtenu par rotation autour de z,

Xo \
Y2

Z> Z3 Y3 Y3
Y2

X
20 2

X2 X3

X3 Y3 Z3

X2 | cosgp | —sing | O

Y2 | sing | cosgp | O
Z; 0 0 1

La représentation des angles d’Euler en 3D est comme suit:

0 <y

Mécanique Analytique



Chapitre | Cinématique du solide

Matrice de passage de Rs a Ro

On passe du repére Rsau repére Rp a l'aide de deux reperes intermédiaires R; et
R, définis en dessus.
X, = cosy Xy + sinyy, + 0z,

Yy = —sin{ X, + cos Py, + 0z,
z; = 0xy + Oy, + 1z,

— —
X2= x1

y, = cos@y; +sin0z;
Z, = —sinf y; + cos07z,

X, = cos\y Xg + sinyy,
y, = cos@(cosy Yy, — sinPxy) + sinb z,

Z; = —sin @ (cos\y y, — sinyxy) + cosfz,
X, = cosy xg + sinyy,
Yy, = — sinyrcosf xg + cosf cos\ y, + sin6z,

Z, =sin@ sinyx, — sinf cos\ y, + cos bz,

—_— —_— . —_—
X3=COS@ X, + SIn Y y,
—_— . g —
Y3 = —SIng X, + cos@ y,
— —
Z3 = ZZ

X3 = cos@ (cosy X, + sinPyy) + sin (— sinPcosb xg + cosO cos y, + sinb zg)
Y3 = — sin@(cos Xxg + sinPy,) + cos @(— sinycos x, + cos O cos P y, + sin 6z)

Z3 = sin@ sinyx, — sinf cosy y, + cos Bz,

Finalement, la matrice de passage de Rz a Ro est indiquée ci-dessous :
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X0 Yo Zo
X3 | (cos ¢ cos Y — sin ¢ sin Y cosH) (cos @ sin Y + sin @ cos P cosf) | sin ¢ sinf

y3 | (—sin @ cos Y — cos @ sin P cosfh) | —(sin ¢ sin P — cos ¢ cos Y cosB) | cos ¢ sinb

Z3 sin s sinf —cos | sinf cos6

Trajectoires, vitesses et accélérations des points d’un

solide en rotation autour

d’un axe fixe.

a-_Trajectoire : Soit (S) un solide en rotation autour d’un axe fixe (D) avec une

vitesse angulaire (o ), soit M un point v(S) / M v(D) et (S) effectue d¢ .

(D)

M décrit un arc de cercle : ds = R de.

(s)

Au cours de la rotation d’un solide autour d’un axe fixe, tous ses points

décrivent des circonférences dans les plans perpendiculaires a 1’axe, donc la

trajectoire de chaque point est caractérisée par le rayon de rotation qui est la distance

du point a I’axe d rotation.

Mécanique Analytique




Chapitre | Cinématique du solide

b- Vitesses des points.

Vut
— .
M !
i
|
i
ds =R de.
V—dS —Rd(p => V=R
T dt dt - Roe

qui représente la vitesse du point M.

La vitesse linéaire du point d’un solide en rotation autour d’un axe fixe est le

produit du rayon de rotation par la vitesse angulaire du solide.

Loi de distribution des vitesses.

A un instant donné on a :

Vi 'V, Vi
®w=—=—="—...= — => Loidedistribution des vitesses.
R; R, Ry
Vi W Va
t —_—_— e — = = —_— =
8P =R, TR, R,
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C- Accélérations des points.

1- Accélération tangentielle : 7:

_dv
e T 4t

L’accélération tangentielle d’un point solide en rotation autour d’un axe fixe

est le produit du rayon de rotation par 1’accélération angulaire.

2- Accélération normale : y,,

V2 Viw?

=Ro* =» y, =Ro?

L’accélération normale d’un point solide en rotation autour d’un axe fixe est le

produit du carré de la vitesse angulaire par le rayon de rotation.

- -

¥ =7, + 7Yy avec ?t perpendiculaire a vy .

m — ’ytz +YN2 — \/Rzgz + R2*

=» [yl = R/e? + o

La direction du vecteur accélération ¥, est définie par I’angle que fait le vecteur

y avec le rayon de rotation.
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=|VJ _Rlg] ¢

|Y_N|) = Ro2 = 2 = constatnte

€
=> tg(l = 0)—2

Remarque : A un instant donné, tous les points d’un solide ont la méme vitesse

angulaire et la méme accelération angulaire :

Exemple d’application.

. . . 9
Au cours de son demarrage, une roue tourne suivant la loi (p=§t3.

Déterminer la vitesse lin€aire, I’accélération d’un point a I’instant ou |yt| = |yN| avec

R =0.8m.

d 27 d? 27
0=L L2 o g= vz,

dt 32 dt? 32

=vy. =>»Re=R 2—>>27t— 27 t*
InT Y T R T RO T s T 62x4

4
=>>t=§avecy = Ry&? + o*

On aura:

4 9
0= §rd/s &= 7 rd/s? ety = 2,54 m/s?

€
tga=§=1 =>> o =45

Pour la vitesse, on :

V=Ro =12m/s
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3- Vecteur vitesse anqulaire o

Définition : On entend par vecteur vitesse angulaire, un vecteur glissant @ définit

_ d
ar: |o| = d—f de support I’axe (A) et d’un sens.

(B)x (A)x

CDCD

4- \Vecteur accélération anqulalre €

Définition : On entend par vecteur accélération angulaire, le vecteur glissant € définit

par :
(B)x ! (A)x |
! i
0 -
@) le| = i @) |
! i
L] il
Mouvement accéléré Mouvement décéléré
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de support 1’axe (A) et d’un sens qui coincide avec le sens du vecteur vitesse
angulaire @ quand le mouvement est accéléré et il sera de sens contraire si le

mouvement est décéléré.

Expression vectorielle de la vitesse d’un point.

Soit un solide en rotation autour de 1’axe (A). La vitesse estdonnéepar: V=Ro

et la position du point A est définie par ¥ et avec R = |F4 |sina
IV | = |¥y | sina = [ 651, |

® |1

Théoreme : Le vecteur vitesse d’un point d’un corps en rotation est le produit

vectoriel du vecteur vitesse angulaire w par le rayon vecteur position du point.
® ]

Expression vectorielle de ?,Vt et VN.

—

V = 0 T
tﬁ_dv_d(wﬁf)_d&*@q__)@d?
= T e dt T A
7 =8 + @@V avec |8=E | = |2]|F||sina| = |E|R =
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=> V=Yt
7, et € @21 ont méme direction, méme sens et méme module.

Théoreme : L’accélération tangentielle d’un point d’un solide en rotation est le
produit vectorielle  du vecteur accélération angulaire par le rayon vecteur

position du point.
De meme pour 1’accélération normale :
Ty = BBV =>» [¥y] = Ro? = oV
¥y est vecteur porté par AC, son sens de A vers C.

Théoreme : L’accélération normale d’un point d’un solide en rotation autour d’un
axe fixe est le produit vectoriel de la vitesse angulaire par la vitesse

linéaire du point.

Mouvement plan.

Définition : On appelle mouvement plan d’un solide tout mouvement au cours du
quel tous les points du solide se déplacent parallelement a un plan fixe appelé plan de

base.

Propriétés : pour étudier le mouvement plan d’un solide, il suffit d’étudier seulement
le mouvement plan d’une section (s) formée par le solide et un plan parallele au plan

de base.

MM'L(n) Y

Plan de ba:\
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Au cours du mouvement plan du corps, la section (s) se trouve dans le plan
(xoy) et la droite MM’ se déplace en restant perpendiculaire a ce plan. Donc tous les

points du corps situé sur la droite MM’ se déplacent de fagon identique.

ya = f()
¢ = f(t)

La position de la section (s) dans le repére (xoy) revient a déterminer la

position de la droite AB (A et B sont fixes dans la section).

Décomposition du mouvement plan en un mouvement de translation et un

mouvement de rotation.

A: pole

0 > X
. Lgr s XA = f(t) . - ;
La translation est déefinie par {y — () et la rotation par ¢ = f(t) qui sont appelées
A=

les équations du mouvement.
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Théoreme : Le mouvement plan d’un solide est composé d’un mouvement de
translation dans lequel tous les points se déplacent de la méme fagcon que le

pole A, et d’'un mouvement de rotation autour de ce pole.

Détermination des trajectoires des points du corps.

Soit AM =b.

o 4

{x=XA+bcos(oc+q))
y =ya + bsin(a + ¢)

En ¢léminant le parametre temps de ces deux €quations, onretrouve I’equation

habituelle de la trajectoire du point M.

Détermination des vitesses des points.

Y 4 .
., =
Viae . Vm
M Va
r
7 { 7,
Ta
0 X
OM = 0A + AM
T_dV_dEL\’erm_da’err_"A —
MT T dr | dt | dt | dt e YMAT @

=> V_M) = W + m qui s’appelle Relation d’Euler.
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Théoreme : La vitesse de chaque point du corps est la somme géométrique de
la vitesse d’un point A pris comme pole, et d la vitesse du point M tournant

avec le corps autour du point A.

Théoreme sur les projections des vitesses de deux ponts du corps : principe

d’équiprojectivité.

Vg = Vs + Via

Projection/ABV_)B = Projection s V_A) + Projection /pp V_BA>
=> V_)BcosB = V_)Acosoc
Vgcosf = Vycosa

Theoréme : Les projections des vitesses de deux points du corps solide sur la

droite joignant ces points sont égales entre elles.

Détermination des vitesses des points au moyen du centre instantané des

vitesses.

Définition : Le centre instantané des vitesses (C.1.V ou bien C.I.R) est un point

de la section (s) en mouvement plan dont la vitesse a I’instant donné est égale a zéro.
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Existence et unicité du C.1.VV

° (s)

I | — _
74
Sip=CILValinstantt >V, =0 e e 4
Vo=Vat Voa =5 0= Va+ Vyp =>Vy=-V, /P/
Donc : Vpal Vpa
|VpA| = |VA| = o PA
Va
=>>PA=— ,0%0
o

Supposons I’existence d’un deuxiéme point p’ dont V_>p' = 0. On considere p

comme pole.

=>> m =0 => o pp’=0 donc pp’=0
=> p et p’ sont confondus.

Theoréme : A cours du mouvement plan d’une section (s), il existe a tout

instant dans son plan un et seulement un point dont la vitesse est égale a zéro.

Prenons le point p comme pdle et considérons les vitesses des points A, Bet C

de la section (s) en appliquons la relation d’Euler.

—_ w
V, =0
Va=Vp+ Vap Va=Vap
Vg =Vp+ Vgp => (Vg = Vpp
Ve=Vp+ Vep Ve = Vep
Va LAP V, = o AP
Vg L BP =>» {Vg = ©BP
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On aura finalement :

Vo Vg Vo
AP BP cp °

* L’existence du centre instantané permet de considérer a tout instant le

mouvement plan de la section (s) comme une rotation autour de ce centre.

* Cette notion réduit donc le mouvement plan en une série de rotations

successives autour des positions du centre instantané des vitesses.

* Les vitesses des points sont proportionnelles aux distances au centre

instantané des vitesses.

Différents cas de détermination du C.1.VV

a) Si les directions des vitesses de deux points sont connues

“’ ()

V, L AP Va V AP
A =» 2= 2 = V,=— V
Vg L BP AP BP BP

— — V
P est ’intersection des perpendiculaires aux vitesses Vj et Vg. g
w
b) Va// Vg et AB L (V,,Vp) —
A v,
@
Va Vg
AP BP B @ Ve
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b) V_)A// V_B) et ABn’estpas L (W\) ou V_B))

2= 2= 4 =0,ApetB 0 " -
—_— —= = e

p-@p_ © ,Ap et Bp
V, cosa = Vg cosa =>> V, = Vg B Vg

v

Il découle que dans ce cas les vitesses de tous les points a I’instant donné sont

égales entre elles et ont meme module et meme direction (o = 0).

Le corps posséde une distribution instantanée des vitesses de translation, on

parlera d’un mouvement de translation instantane.

d) Cas de roulement 1
w
- /-*
Si le mouvement plan est un roulement sans
. L / 2
glissement d’un corps cylindrique sur la surface \/7

d’un autre corps immobile (2), alors le point de contact
des deux corps est consideré comme le C.1.V

Diagramme des vitesses.

On obtient le diagramme des vitesses menant a partir des vecteurs équipollents

aux vecteurs aux vecteurs vitesses du solide (s)
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65 = VA
ob = VB
_0_6 = VB

Vg = Vi + Vga

ob = 0A+Vg, => ob = 0d+ab

Vga = ab VgalBA
De meme, onaura:<{ Vg, =a¢ =>1{ VA LCA
Ve = bc Vg LBC
VBA = BA
=>> {VCA = o CA
VBC = BC
abl AB ab = ®» BA
=>1 acl AC avec =>4 ac = o AC
bcl BC bc = ® BC

s ab_ ac_bc
- —ac _BC®

Par conséquent les segments qui relient les extrémités des vecteurs vitesses sur
le diagramme des vitesses sont perpendiculaires et proportionnels aux segments qui
relient les points correspondent au corps.

Les relations précédentes permettent de déterminer la vitesse de n’importe quel
point du corps quand on connait le module et la direction de la vitesse d’un point

quelconque, et la direction de la vitesse d’un autre point du corps.
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Exercice N°1.

Les coulisseaux A et B auquels est fixés la regle de I’ellipsographe se déplace
suivant deux glissieres rectangulaires ou AB = | et AM =b.

Déterminer la trajectoire du point M et trouver la relation entre les vitesses des
points A et B de la regle pour un angle 8 donné.

Solution.

1- Trajectoire du point M.

X
Xm
{XM=(b—l)cose_ b1 0 Xm Yu_,
Yy=bsin 6 7 Yy . T (b-=-D2 " bz
T=51n9

qui represente une équation d’une ellipse. M decrit une ellipse.
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2-D’aprés le théoréme des projections des vitesses sur la droite reliant les deux

points, ona:

Projection /ABW{ = Projection s V];
T
=>V, cosO = Vg cos(z — 0) =>» V, cos8 = Vg sin(0)

Exercice N°2.

Dans le mécanisme bielle-manivelle OA de longueur r avec une vitesse

angulaire constante mg,. La longueur de la bielle est AB = 1.

1 A 2

1-Déterminer la vitesse du point B pour un angle donné 6.

T

2- Examiner les positions du mécanisme quand 6 = 0 et quand 6 = 5

3- Calculer la vitesse angulaire wap a I’instant ou OA est perpendiculaire a AB.

Solution.
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T
Va cosa = Vg cos P aveca=z— ©+pB)

Vasin(@ + B) = Vgcos B avec Vi = wgpa. OA =>> V, [sinBcos B+ sin B cos 0

= Vgcos

sinB sin® _ r .
=7 =>>smB=Tsm9

Va[sin® + tgBcos® = Vg avec

r2 ., rsin 0
cosp= |1+ sin" 0 et tgf =
1 1> — 2sin® 0

rsin 0

Donc:V, = <sin 0+ cos 6) = Vg
0

2 )
1“ — r2sin

. T cos 0
=> Vy = rmgasin b (1 + )
VIZ — 72sin” 0

1-Casou 6 =0.
IN
P Point mort
o J &
O
A . _/—p/ —~ 4
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2—-C (-)—1T
asou 9 = .

-
\‘
\<<—
Vi=Ys T
5 «—O
0 Q! BW/'?

C’est une translation instantanée g = 0

3- la vitesse angulaire w,g a ’instant ou OA est perpendiculaire a AB.

O - Va Vg
AB ™ PA T PB

_ OB = /12 + I?
Vi = woar €t
AT oA {PB=OBtg6

Donc :
1 12
PA*+ I = r—z(r2 +17) =>»PA = —

On aura finalement :

r (OTYN rz
WAB = I2 = COOAl—z
r

Détermination des accélérations des points.

(S)

Soit un solide (s)
VBA = B@B—A)

dV _dVy , dVia
dt — dt dt

=>>
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—_—  —

d(w=BA) _ d8 . _  dBA
7B_7A+T=7A+(E@BA)+(®@T)

=7, + (EHBA) + 7, + (B55Voa) = 7o + Hys + /2s
=> Vg =74t Tpa

L’accélération d’un point d’un corps en mouvement plan est la somme
géométrique de 1’accélération de translation d’un point pris comme poéle et de

I’accélération de rotation autour du pole.

Dans le cas d’un mouvement accéléré Dans le cas d’un mouvement décéléré.

le]

tgfp ==

—t
YBa . 2

-
YBa

Ygq = BA.N €2 + 0?
Si le point A ne décrit pas un mouvement rectiligne, la formule d’Euler s’écrit :
Te =Vat7at Teat Vaa

Centre instantané des accélérations.

Y est I’accélération d’un point de (s) connue. (E)
(s)

o

TgP = o (1)

|
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Définition : Si un corps solide est animé dans sa section (s) d’un mouvement autre
qu’une translation alors il existe a chaque instant un point q dont ’accélération est

nulle. On appelle ce point centre instantané des accélérations.
Yy = Va T Von

g est centre instantané des accélérations (C.1.A) donc : 701’ =0

Z\’=—qAE avec 7qA=qA.\/sz+(o4
a
= qA = —4 —
Ve? + ot

Si on connait 1’accélération Z: d’un point A d’un corps et si on connait les grandeurs

o et €, la position du centre g est determiné de la fagon suivante :
1- On calcul la valeur de 1’angle 3 d’apres la formule (1).

2- On méne par le point A I’angle B par rapport au vecteur 7, la droite AE.

3- On porte sur la droite AE le segment gA

T =Tt T
Ta =7V, 7ag avec 7.=0=>»
Vo = 7ot Toe

n = Mav €2 + o
7, = Agye? + o
Y5 = Bave? + o*

Ta _ T8 _Tm _
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Exercice 3.

1c

|W/8| = 40 mmm/s

Marche nommale

>

-
-, o .

= 1 PR G
¢150F ® Freinage

La machine est un mécanisme pour freiner le mouvement de rotation de la

bobine 4 en exercant une pression par I’intermédiaire d’un vérin (7-8) jusqu’a ce que
I’effet atteigne la semelle (3), qui appuie sur la bobine.

1- Quelle est la nature des mouvements 7/8, 6/1,5/1 et 2/1.

2- Dessiner la vitesse V7 5 et en déduire les vitesses Vg, , Vo1 €t Voo
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Solution.

1- Nature des mouvements

718 :

6/1:

5/1:

2/1:

Mouvement de translation rectiligne
Mouvement de rotation autour de F
Mouvement plan

Mouvement de rotation autour de A.

2- Détermination des différentes vitesses.

=

VB 2/1

Ve 21

Mouvement plan

=

oo
[e)}

N

(Sa}

VEr6/1 / Vor 21

GI

VGI 7/8 = VG/ 6/1
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a- Le mouvement de 6/1 est un mouvement de rotation autour de F, donc Vg, est

perpendiculaire a GF (trajectoire circulaire) et V4,1 = V775 puisque G est un point

commun.

b- Vg, perpendiculaire a EF. Obtenue par utilisation du champ de vitesses par

rapport au centre de rotation F.

C- V¢, perpendiculaire a AC. Par équiprojectivité on peut déterminer cette vitesse.

Ve 2/1 = Ve 5/1

d- Vg, est perpendiculaire a AB. On utilise le champ de vitesses par rapport a A,

la vitesse est déterminée.
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Notion de liaison.

Nombre de degrés de liberté d’un mouvement.

On appelle nombre de degrés de liberté du mouvement d’un point matériel,
d’un solide, ou d’un systétme de solides, le nombre de parametres indépendants
servant a fixer la position du point, du solide ou du systéme dans son mouvement par

rapport a un repére de référence.

C’est ainsi que dans le cas d’un point matériel libre, le nombre de degrés de
liberté est egal a trois puisque la position du point par rapport au repere de référence
est définie par ses trois coordonnées (cartésiennes, sphériques, cylindrigues ou

autres).

De la méme maniere, dans le cas d’un solide libre, le nombre de degrés de
liberté du mouvement est égal a six, puisque la position du solide par rapport au
repere de référence est déterminée, par exemple, par trois coordonnées (a,p, )
cartésiennes definissant un point du solide( par exemple, le centre de gravité G) et par
trois angles d’Euler (y,0,p) définissant le mouvement autour de G( si G est choisi).
En effet la connaissance de (a.,f,y,¢,0,y) définit parfaitement la position d’un point

guelconque du solide.

D’une maniere générale, si la position d’un point, d’un solide ou d’un systeme
de solides est définie par p parameétres liés par g équations, alors le nombre de degrés
de liberté du mouvement est égal a (p-q). C’est ainsi par exemple, que le nombre de
degrés de liberté du mouvement d’un point matériel mobile sur une surface dont les

équations paramétriques sont :
x =f(u,v),y = f(u,v),z = f(u,v)
Et I’équation cartésienne est :

F(x,y,2z) =0
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Est égal a deux puisque la position du point est déterminée par deux parametres
indépendants u et v ou bien par trois parameétres X,y,z, liés par 1’équation cartésienne

de la surface.
Types de liaisons : liaisons holonomes et liaisons non holonomes.

Une liaison est dite holonome si elle se traduit par une ou plusieurs relations
entre les parametres qui définissent la position du point, du solide ou du systeme
étudié.

Une liaison est dite non-holonome si elle se traduit par une relation entre les

dérivées des parameétres et si cette relation ne peut étre intégrée en une relation entre

les parameétres.

Signalons qu’une liaison holonome est dépendante du temps si les coordonnées
absolues du point (ou des points du solide ou du systeme) soumis a cette liaison
renferment explicitement le temps. Dans le cas contraire, la liaison est dite

indépendante du temps.

Exemple.

Un point matériel P est mobile dans un plan vertical, lequel est animé d’une
rotation autour de ’une de ses droites, D, verticale et supposée fixe. Si (O,x,y,z) est
un repere orthonormé dont I’axe Oz est porté par D, si (O,xyz) est un repere 1ié au
plan mobile tel que (a,0,B) soient les coordonnées relatives de P, alors les

coordonnées absolues de P sont :

(ow coswy, o siny, B)

v = 0x;, OX’

Si le mouvement du plan mobile est imposé, ¢’est-a-dire connu, par exemple si

sa rotation aotour de D est uniforme, alors 1 y =y’ + v, et les coordonnées absolues

Mécanique Analytique I



Chapitre | Cinématique du solide

de P renferment explicitement le temps; la liaison (de P au plan mobile) sera
dite « dépendante du temps ». Si le mouvement de rotation du plan mobile n’est pas
connu en fonction du temps, alors les coordonnées absolues de P ne renferment pas

explicitement le temps ; la liaison considérée sera dite « indépendante du temps ».

Solides en contact ponctuel (Glissement).

Soient deux solides (S;) et (S2) en contact ponctuel, a un instant t, au point M.
Si les solides restent en contact ponctuel pendant un intervalle de temps donné, le
point M a, pendant cet intervalle, une trajectoire CY(M) tracée sur la surface (S;)
limitant le solide (S1) et une trajectoire C@(M) tracée sur la surface (S) limitant le
solide (Sy).

Figure. Solides en contact ponctuel.

Le mouvement du solide (S;) par rapport au solide (S;) est caractérisé par le
torseur cinématique de résultante le vecteur rotation instantané du mouvement. Le

point M étant mobile par rapport aux solides (S;) et (Sy).

Pivotement et roulement.

Lorsque les deux solides (S;) et (Sz) sont tangents au point Mil est usuel de

décomposer le vecteur rotation en la somme de deux vecteurs rotation,
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\
/ L =)
e 3 @3,

plan tangent

Figure. Glissement, roulement et pivotement

Solides en contact en plusieurs points.

Les considérations précédentes peuvent étre reprises en chaque point de
contact, dans le cas ou deux solides sont en contact en plusieurs points. En

particulier :

- Si deux solides (S;) et (S;) sont en contact en deux points et si le vecteur
vitesse de glissement est nul en ces deux points. Dans ce cas le vecteur rotation est

considéré comme vecteur directeur de la droite passant par ces deux points.

- Si deux solides (S1) et (S,) sont en contact en plus de deux points et si le

glissement est nul en tous ces points, ils sont nécessairement alignés.

Transmission d’un mouvement de rotation par friction.

Dans le cas de la transmission des mouvements de rotation par friction, la
transmission se fait par contact direct entre les deux solides (S1) et (S2), sans qu’il y

ait glissement aux points de contact.

Roues cylindrigues.

Dans le cas de roues cylindriques, les axes sont paralléles et les surfaces de

contact sont des cylindres de révolution. Les axes étant paralléles.
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C|os
|

I
s
|

Figure. Transmission par roues cylindriques.

Roues conigues.

Dans le cas de roues coniques, les axes sont concourants au point O et les

surfaces de contact sont des cones de révolution.

Il
-p ay
|

Figure. Transmission par roues coniques.
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Geéomeétrie des masses.

Masse.

En mécanique classique la masse est une grandeur :

- Positive m >0

- Additive =mg = Ym;

- invariante ¢’est a dire méme valeur dans tous les référentiels.
Un point matériel géométrique affecté d’une masse m.

Systeme discret.

Un systeme (S) est dit discret (discontinu) si la distance entre les points

constituants ce systeme est considérable. La masse totale du systéme est :

Systéme continu.

Un systeme (S) formé de N points infini est dit continu si la distance entre les

mszjdm

S

points tend vers zéro. La masse totale du systeme est:

dm : masse élémentaire entourant
le point M.
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Distribution volumique de masse.

dm [Kg
= |

T dv m3

p : densité volumique de masse

dm = pdV - mg = Ufpdv
%

avec mg : masse totale.
Si le systéme est homogene donc p est une constante :
mg = pV

Distribution surfacique de masse.

dm [Kg
o =

~ds Im?

o . densité surfacigue de masse

dm = agdS - mg = ﬂadS
S

avec mg : masse totale.

Si le systéme est homogéne donc o est une constante :
mg = oS

Distribution linéigue de masse.

dm [Kg
1= bl

A : densité linéique de masse
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dm = Adl - mg = fxldl
L

avec mg : masse totale.
Si le systéme est homogene donc A est une constante :
mS == AL

Remargue : Si le systéme est composé alors :

= [aat+ [ s [

Moment d’inertie.

Définition : On appelle moment d’inertie du point matériel M situé par rapport

a (D) ou a un plan (n) ou bien a un point, la quantité :

I, =r’m
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Soit (s) un systéme de n points matériels my, my,... m,, alors le moment

d’inertie du systéme (s) par rapport a (D) est par définition :
I, =rfm; + r’m, + -+ r2m, +
I, = XL, rim;

r; ¢’est la distance de m; & (D). De méme pour le plan et le point.

Dans le cas d’un solide de masse totale répartie de fagon continue, on aura :

(D)

I, = jrﬁ dm
(s)

T, représente la distance dm situé au point A par rapport a (D), P et (O)

Soit p(x, y, z) masse volumique de (s).

Iy = j p(x,y, )12 dV
%)

Si le solide est homogeéne, c’est-a-dire que p(x, y, z) est une constante, alors :

I, = jpr,dezp jraZdV
W) V)

Dans le cas général :

I, =MR% =» R, = |-
A 0 (0] M

Ou : M représente la masse de (s) Ry le rayon de giration du solide.
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Calcul des moments d’inertie.

Z 4

dm AXYy.2)

v

Ly = j (2 + z2)dm = f 2 +22) p(x, y, 2)dV

(s (s)

Iyy = f(z2 + x2)dm = f(x2 +z%) p(x,y,2)dV
(s) (s)

L, = f (v + x2)dm = f o2 +x2) p(x, y, 2)dV
(s) (s)

Ixoy = jzz dm = ]zz p(x,y,2z)dV
(s) (s)

Iyor = sz dm = sz p(x,y,z)dV

(s) ()

Lox = fyz dm = fyz p(x,y,z)dVv
(s) (5)

I, = foA2 dm = f(x2 +y2+2z%)dm = 1/2(Iyx + Ijy + 1)

(s) ()

D’ou: Iy = IxoyT1yoz+1z0x
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Théoréeme de Hyghens : Le moment d’inertie d’un solide (s) par rapport a (D)

est égale au moment d’inertie par rapport a un axe A; // & (D) passant par G

augmenté du moment d’inertie de la masse totale M supposée concentrée en G.

IA = IAG + Mdz

(D) (D)

(s)

(S)

Produit d’inertie.

Les produits d’inertie sont calculés par les intégrales suivantes :

Iy = jxydm, Iy = jxydm, Iy = szdm

(s) (s) (s)
Ixy = Iyxr Iyz = Izyr Iix = Iy
Iy, = j yz dm

(s)

Matrice d’inertie.

Définition : Axe (D) passanr par O et orienté par e,

IA = jrAZ dm (1)
(s)

'a = ”OA ” sin(OA,e(A)) = |€(A) /\07)|

e(A) = CZI_>+,8]_>+]/E>
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< 0 —l
N < ®

N
1
'n = |
X

= (Bz — yy)T + (yx — az)i + (ay — Bx)K

ra? = (Bz —yy)* + (yx — az)® + (ay — Bx)?

ra? = a?(y? + z2) B2 (x% + z%) + y*(x? + y?) — 2xyap — 2xzay — 2yzBy

I, = o? f(y2 + z2)dm + B2 f(x2 + z2)dm + y? j(xz + y?)dm

) )

V)

—Zaﬁfxydm— Zayfxzdm—ZByijdm

Ih = Ixx(x2 + IyyB2 + Izzy2 - ZIxyaB - ZIysz — 2l zay (2)
IXX _Ixy _Ixz

Jo=|"lyx Ly -~y 3)
IZX _Izy IZZ

matrice d’inertie de (s) en O relative au repere (Oxyz).

ey =(@B,y) =>en " =(

a
)
14
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a
Jo (ﬂ ) =epmJoen " (4)
)4

Les expressions (2) et (4) sont déterminées par le moment d’inertie de (s) par
rapport a (A) orienté par e, et passant par O si on connait la matrice

d’inertie Jg.

Axes principaux d’inertie.

La matrice J, est symetrique et reelle, alors on peut la considérer comme

matrice d’une transformation linéaire symétrique et réelle dans la

base(‘ex ,e, ,e, ). Dans I’algebre linéaire cette transformation admet trois

valeurs propres (1;,4,,13) € R* et trois vecteurs propres correspondants

e; ,e, ,es ,donc:

70 61 - /11 61
.70 62 - /11 62
.70 63 - /11 63

s 1 i=j
Delta chronecker => (e, .e,) = §;; {O i %]
4 0 0
35 = (o A 0)
0 0 A Z
n
vy
el &
e : Y
ey R ”
a \”
X
3
Lyy = A1; Ly = 425 Iz = 43 5 0§, 0n, Oy sont les axes principaux.
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Il = I\V\V = Al

I, =1, =4, sont les moments principaux d’inertie.
13 == IEE == /13
Alors : IAR' = Lo + I,B% + I3y?

Eléments cinétigues des solides.

Soit R (Oxyz) un repere Galiléen fixe. La quantité de mouvement de (s) est

déterminée par I’expression suivante :

Qf = | vF dm
&)
o [ 04 dm
- —
dOA —
0G=vi=—4t -4
G M M

=>» QR = M.VE

Pour le moment cinétique du solide (s) par rapport a O dans le repére R :

L_}g: jO_A) /\V_f)dm
()

De méme pour I’énergie cinétique :
E, =1/2 ]@)de

Solide animé d’une translation.

Pour tout point A de (s),on a: V_fz_l/?
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= f@f AVE)dm = (fﬁ dm)A VE = M 0GAVE = 0GA MVF
(s) (s)
=0G A QF

E. —1/2f(VR)2dm ——(V )2 fdm = —M(V )2

Solide animé d’une rotation autour d’un axe fixe.

VE = GAOA

K = j(&\’ AVE)dm = fﬁ A (& AOA)dm
(s) (s)

= j [ 0A2G — (OA @) OA ]dm
(s)

= j ( X2 +y2 +z2)ok - (zo) (T + yJ + zk )]dm
(s)

—_—

R =—L,ol — 0] - L0k

Mais I,, I, et],, dépendent du temps. On choisit un repere R’(0Ox’y’z’) dans

le solide.

Donc on aura une quantité indépendante du temps::

L% =—lyy 01 — Iy @ ) — 0k

1
f(VR)de = fVR VEdm
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1(— ,— 1 —
~ 5| VF @& A@)am =3 [ & (0 A G)dm

e

= %aj(oTA’Aﬁ)dm=%6L%

v
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