el pa I pe¥l g lumn by ddds f sl deols

Université de Batna —2— Master 1- EDP et applications
Faculté de Mathématiques et d’Informatique Module : EDO 1
Département de Mathématiques 2020 - 2021

Travaux Dirigés (1)

Exercice 1. Considérons le probleme de Cauchy :
¥ (1) = —x(t) + a()x*(1), x(0)=x0, 120, M

ol xp € R et  : [0, +-oo[— R une fonction de classe C! telle que | (¢)| < 1 pout tout £ € [0, +-oo|.

Le but de cet exercice est de montrer que si |xp| < 1, la solution maximale de (I) est définie sur [0, +oo[. Pour
cela, notons [0, 7 [ le domaine de définition de la solution maximale de (I) et supposons que T+ < +oo.
Posons |xo| =1—98, 6 €]0,1]. Soit &) €]0, 5[. On introduit I’ensemble

A={Tc[0,T"[: |x(t)| <1—-&, t€[0,TT[}.
On se propose de montrer que A = [0, 7.
(1) Montrer a partir de (I) que
t
x(t) = e_’x0+/ e o(s)x%(s)ds, te[0,TH].

0

(2) Montrer que 0 € A et que A est un intervalle.
On pose A = [0,a), et supposons que a < T.
(3) Montrer, en utilisant la question (2) ainsi que 1’inégalité de Gronwall, que pour 7 € A on a
() < bole ™™, 1€ [0,7].

(4) Montrer que |x(z)| < 1 — & pour tout 7 € [0,a] et déduire qu’il existe € > O telle que a + € € A.
(5) Conclure que T+ = oo,
(6) Montrer que la solution maximale de (I) vérifie

x()| < |xole™ %", 1 € [0, +o].

Exercice 2. Considérons le probleme de Cauchy :
X (1) = =Vf(x(r)), x(to)=x0, (tg,x9) € RRY, (1)
ot f: RN — R une fonction de classe C? sur RY vérifiant Lim| g 5 yoof (x) = o0
(1) Montrer que (II) admet une solution unique maximale définie sur |7_, 7.
(2) Montrer que f est décroissante.
(3) Déduire que 7" = +-oco.

. . 4 , .
(4) Considérons le cas N = 1 et prenons la fonction f(x) = %-. Montrer qu’on peut avoir 7, > —oo.
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Exercice 3. Considérons le probleme de Cauchy

X (t) = (1+cost)x(r) —x3(t), x(to) = xo. (11T)
(1) Montrer que (IIT) admet une solution unique maximale ¢(-) € C I définie sur un intervalle J de R a
valeurs dans R telle que ¢ (z9) = xo.
(2) Montrer que s’il existe 7; € J telle que ¢(¢;) = 0 alors forcément on a ¢ (¢) = O pour tout ¢ € J.
(3) Montrer que ¢'(t) < 2¢(t), Vt € J et déduire que ¢(¢) < ¢p(0)e*, V.
(4) Montrer que la solution maximale ¢ (-) de (IIT) est globale sur R..
(5) On note y(t,x(t)) le flot associe a (I) en fo =0 et P(s) = y(s,27m), VseR,.
(5.1) Calculer P(0) et P'(0) puis montrer que P(-) vérifie I’équation différentielle suivante :
P(s)\3

s
(5.2) Déduire a partir d’une solution de cette EDO, qu’une solution de (III) est 27- périodique a valeurs
strictement positives.

P/(S) — 6—47[(

Exercice 4. Considérons le probleme de Cauchy :
X (1) =A+a(t)x*(), x(0)=0, >0, (IV)
ot A > 0 et a(-) est une fonction continue de R, dans R’ telle qu’il existe o > 0, pour tout 7 > 0, on a
1 t
sup —/ s2a(s)ds < ap.
tejo,r] L /0

(1) Montrer que (IV) admet une solution maximale définie sur un intervalle [0, 7"
SupposonsdanscequitsuitqueTt < oo,

(2) Pout T < T, on pose
M) A, si r=0
t) = .
SUP,co,] @, si 1€]0,T].

(2.1) Montrer que M est continue de [0, T'|dansR ;.. Que peut-on dire de M([0,T)]?

(2.2) En transformant 1’équation (IV) en une équation intégrale, montrer qu’il existe une constante y €
10, | telle que
M(t) < A +uM?*(r), Vrelo,T).
(2.3) Dédiure que pour tout 7 € [0,7],on a

M(r) < # ou bien M(t) > Irvi-4ut ”21“_4“/1.
(2.4) Déduire de (1) que
1—+/1—4ur

(2.4) Conclure que T" = +oo.



