Cours 12

Mme Medouer Nawel



Lol Normale



QU EST-CE QU UNE DISTRIBUTION NORMALE ?

A la difféerence de /a loi de Poisson ou de la loi binomiale gui sont des
distributions de probabilité discrete, /a distribution normale est une
distribution de probabilité continue.

On peut parler également de distribution Gaussienne. On notera que sa
représentation graphique est appelee courbe en cloche. La courbe
normale a la particularite d'étre symétrique.




POURQUOI LA LOI NORMALE EST-ELLE INTERESSANTE 7

La loi normale est remarquable par le fait qu'elle décrit une
grande partie des phénomenes naturels. (science physique,
sociale, médecine, agriculture, Business...) . Elle peut étre
utilisée dans un grand nombre de situations, c'est ce qui la
rend si utile.

Lorsqu'un phénomeéne est influencé par de nombreux
facteurs dont aucun n'est préepondeérant les résultats des
mesures de ce phénomene obéissent a une loi normale.



QUELLE EST LA FORMULE DE LA LOI NORMALE ?

La variable utilisee est continue, C'est-a-dire qu'elle peut prendre un
nombre indefini de valeurs.

Cette courbe a deux parametres . u la moyenne eto ['‘écart-type et ayant
la fonction de densité

(x=p)*

1
flx) =-7=e 2
On dit que X~N (u; o)
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QUELLE EST LA FORMULE DE LA LOI NORMALE ?

Son equation finalement tres simple puisque ces 2 seuls parametres

suffisent : u et o. Les autres éléements de I'équation sont des
constantes :

g a yg(z Z,‘0575 peur de cette formule puisqgue vous n'aurez pas a l'utiliser.
n effet,

Un changement de variable permettent de réaliser tres facilement
son calcul.



LA LOI NORMALE CENTREE REDUITE ?

POURQUOI UTILISER LA LOI NORMALE CENTREE REDUITE ?

Parce qu'il y a un nombre illimité de lois normales, les
mathematiciens ont simplifie les choses en calculant les aires
sous une loi normale spéeciale de parametres:

u=0 et de o=1. Cette distribution est connue sous le
nom de lo/ normale centree reduite.

Cette derniere st une lo/ tabulée




COMMENT OBTIENT-ON LA LOl NORMALE
CENTREE REDUITE ?

On obtient la loi normale centrée réduite par le changement de variable :
Soit X~N(u;0), Alors :
X —
Y 7 =2"H

o)

Telle que Z~N(0; 1)



COMMENT OBTIENT-ON LA LOl NORMALE
CENTREE REDUITE ?

F(X) etI(2)

sont les fonctions de répartition de X et Z respectivement, telle que

F(x) =TI (x ; H) VxeR




Aire sous lag courbe=1
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COMMENT LIRE LA TABLE DE LA LOl NORMALE
CENTREE REDUITE ?

Exemple 1: lecture de la loi normale
On lit le tableau de la facon suivante :
Prenons cette fois-ci une valeur positive de z = 1.65

I1(1,65) = 0,9505

Comment?
[1(1,65) = P(Z < 1,65)

1,65 = 1,6 +0,05



PROBABILUTE = 95.05%

.00 .01 .02 03 .04
5000 .5040 .5080 5120  .5160
5398 5438 5478 5517 5557
5793 5832 .5871 .5910 .5948
6179 6217 6255 6293 6331
6554 6591 .6628 .6664 .6700
6915 6950 6985 .7019 7054
7257 7291 7324 7357 7389
7580 7611 7642 7673 7704
7881 7910 .7939  .7967  .7995
8159 8186 8212 8238 8264
8413 8438 8461  .8485 8508
8643 8665 .8686 .8708 8729
8849  .8869 .8888  .8907  .8925
9032 .9049 9066 .9082 .9099
9192 9207 9222 9236 9251
9332 9345 9357 9370 9382
9452 0463 9474 9484 9495
9641 9649 9656 9664  .9671
a7 a71a a7 a7 armn




COMMENT CALCULER I1(z) POUR UNE
VALEUR z < O:

ON PASSE PAR LA FORMULE:
IH(z)=1—-I(—z) pourze R

M(-1,65)=1—1(1,65) =1 —0,9505 = 0,0005



COMMENT LIRE LA TABLE DE LA LOl NORMALE
CENTREE REDUITE ?

Exemple 1: Soit X~N(2;0,16)
X Z= e

Alors Z~N(0; 1)
Calculer les probabilités
P(X<202),P(X>194),P(194<X<202)?



COMMENT LIRE LA TABLE DE LA LOI NORMALE

CENTREE REDUITE ?
X—p X-—2
o 016

X o Z =

Alors Z~N (0; 1)

P(X<202)=P (Xf;” < Z’Oi_“ ) =P(Z= z'oj_ﬂ) =P (Z = 2321;2)

= [1(0,125) = 0,5517

P(X >1,94) = (X;# > 1'9i—u) p(7 > L9 ) _p (Z - 1,94—2)

o 0,16
~P(z > 20375) = P(Z < 0,375)

11(0,375) = I1(0,38) =0,648



COMMENT LIRE LA TABLE DE LA LOl NORMALE
CENTREE REDUITE ?

P(1,94<X<202)=P

1,94—,uSX—,uS2,02—u>:
0} 0} 0}

p (1,94—;1 < 7 < 2,02—u) —p (1,94—2 < 7 < 2,02—2)
o o 0,16 0,16

="P(—0,375 < Z < 0,125)
= 11(0,125) — [1(—0,375)
= 11(0,13) — 11(—0,38)=11(0,13) — (1 — 11(0,38))
=0,6480 - (1-0,5517 )=0,1997




A RETENIR

Pour a nombre positif

a P(Z<a) =1l(a)

a P(Z=za) =1-1I(a)

a P(Z=-a) =1I(a)

d P(Z<0) =1(0)=0.5
a Pla<X<b) =II(b)—1I(a)



COMMENT CALCULER Z POUR I1(z) CONNUE

EXEMPLE: CALCULER Z POUR LES SITUATIONS SUIVANTES:

P(Z <z)=0,67,P(Z<2z) =095 ,P(Z=>2z) =045
,P(Z>2)=0,7

1) P(Z <z) =0,67

I1(z) = 0,67

La valeure se figure dans la table 1, alors:
z=044



PROBABILITE = 95.05%

.01 .02 .03 .09

D 5040 5080  .5120 19 5359
0.1 5398 .5438 .5478  .5517 14 5753
0.2 5793 .5832 .5871  .5910 : 6141
03 6179 .6217 .6255 .6293 6480 6517
0.4 == . . . 6844 6879
05 .6915 6950 .6985 .7019 7190 7224
0.6 .7257 .7291 7324  .7357 7517  .7549
0.7 .7580 7611 7642  .7673 7823 7852
0.8 .7881 .7910 .7939  .7967 ; 8106  .8133
09 .8159 8186 .8212 .8238 8340 8365  .8389
1.0 8413 8438 8461  .8485 8577 8599  .8621
1.1 8643 .8665 .8686 .8708 8790 8810  .8830
12 .8849 .8869 .8888  .8907 8980 .8997  .9015
1.3 9032 .9049 .9066  .9082 9147 9162 9177
9192 9207 9222 .9236 9279 9292 9306  .9319

9332 9345 9357 _ .9370 9406 9418 9429  .9441

6 9452 9463 9474 0484 9515 9525 .9535  .9545
17 9554 9564 9573  .9582 9608 9616 .9625  .9633
1.8 9641 .9649 .9656  .9664 9686 9693 .9699  .9706
1Q Q712 Q714 Q72a Q72 Q7en Q754 Q7a1 Q7a7




COMMENT CALCULER Z POUR I1(z) CONNUE

2)I(z) = 0,95
La valeur ne figure pas dans la table 1, mais vous avez deux

adjacentes droite et gauche 0.9405 et 0.9505 tels que

M1(1.64) = 0,9405  I1(1.65) = 0.9505

On prend le centre des deux primitives des deux adjacentes droite et gauche
Alors IT (1'6‘”1'65) — 11(1.645) = 0,95




COMMENT CALCULER Z POUR I1(z) CONNUE
3) P(Z > z) = 0,45

P(Z>2)=1—-P(Z<2z) =045

Donc P(Z <z)=1-0,45=0.55

Lavaleur ne figure pas dans latable 1, mais vous avez deux adjacentes
droite et gauche

Avec des écarts respectivement 0.0022 et 0.0017

On prend la primitive de l'adjacente la plus proche des deux adjacentes droite et gauche

Alors I1(0.13) =~ 0.55



PROBABILTE = 95.05%

.00 .01 .02 .03 .04
5000 .5040 .5080 lsuu 5160
5398 5438 .5478 V5517  .5557
() P—e— A —G—ly- 5010 5948
6179 6217 6255 .6293  .6331
6554 6591 6628 .6664 .6700
6915 6950 .6985 .7019 .7054
7257 7291 7324 7357 .7389
7580 7611 7642 7673 7704
7881 .7910 .7939 .7967  .7995
8159 8186 .8212 .8238 .8264
8413 8438 8461 .8485 8508
B643 8665 .8686 .8708 .8729
8849 8869 .8888  .8907  .8925
9032 9049 9066 .9082 .9099
9192 9207 .9222 9236 .9251
9332 9345 9357  .9370  .9382
9452 9463 9474 9484 9495
9641 9649 9656 .9664 9671
amM2 amMa a7a arTyy arin




COMMENT CALCULER Z POUR I1(z) CONNUE

)P(Z=z2) =067
P(Z=z)=1-P(Z <z =0.67

Donc P(Z<z)=1I(z)=1-0,67=0.33
Les valeurs figurant dans la table 1 sont tous supérieures a 0.5, ceci signifie que cette valeur
est une valeur négative

Comment résoudre ce probleme?

La réponse : On cherche [1(—2z)
[(—z) =1-1(z) = 0,67

Utilisant la table 1, on obtient —z = 0.44

Dou z = —0.44



PROBABILITE = 95.05%

.01 .02 .03 .09

D 5040 5080  .5120 19 5359
0.1 5398 .5438 .5478  .5517 14 5753
0.2 5793 .5832 .5871  .5910 : 6141
03 6179 .6217 .6255 .6293 6480 6517
0.4 == . . . 6844 6879
05 .6915 6950 .6985 .7019 7190 7224
0.6 .7257 .7291 7324  .7357 7517  .7549
0.7 .7580 7611 7642  .7673 7823 7852
0.8 .7881 .7910 .7939  .7967 ; 8106  .8133
09 .8159 8186 .8212 .8238 8340 8365  .8389
1.0 8413 8438 8461  .8485 8577 8599  .8621
1.1 8643 .8665 .8686 .8708 8790 8810  .8830
12 .8849 .8869 .8888  .8907 8980 .8997  .9015
1.3 9032 .9049 .9066  .9082 9147 9162 9177
9192 9207 9222 .9236 9279 9292 9306  .9319

9332 9345 9357 _ .9370 9406 9418 9429  .9441

6 9452 9463 9474 0484 9515 9525 .9535  .9545
17 9554 9564 9573  .9582 9608 9616 .9625  .9633
1.8 9641 .9649 .9656  .9664 9686 9693 .9699  .9706
1Q Q712 Q714 Q72a Q72 Q7en Q754 Q7a1 Q7a7




EXEMPLE D'ENTRAINEMENT:

CALCULER Z POUR LES SITUATIONS SUIVANTES:

P(Z<2)=084,P(Z<2z)=015 ,P(Z=>z) = 0,34
P(Z >2z) =086



LECTURE DE LA TABLE

LA VALEUR NE FIGURE PAS DANS LA TABLE?

Deux choix:

1. On prend le centre des deux primitives des deux
adjacentes

2. On prend la primitive de I'adjacente la plus proche



APPROXIMATIONS DES LOIS

POURQUOI L’APPROXIMATION DES LOIS?
Dans la pratique, il arrive que le calcul de probabilité

avec la loi identifiée est trop lourd; dans ce cas sous
certaines conditions il est possible d’approximer la loi initiale par une

autre dans le but de simplifier le calcul



APPROXIMATION DE LA LOI BINOMIALE PAR LA LOI DE
POISSON:

LES CONDITIONS D’APPROXIMATION DE LA LOI BINOMIALE PAR LA LOI DE POISSON:
Soit X~B(n;p) tels que

1)n = 30
2)np <5
Alors X =1y telque Y~P(np)



APPROXIMATION DE LA LOI BINOMIALE PAR LA LOI
NORMALE:

LES CONDITIONS D’APPROXIMATION DE LA LOI BINOMIALE PAR LA LOI NORMALE:

Soit X~B(n;p) tels que

1)n =30
2)np =5
3)ng =5
Alors X =~y telque Y~N(np;/npq)



APPROXIMATION DE LA LOI DE POISSON PAR LA LOI
NORMALE:

LES CONDITION D’APPROXIMATION DE LA LOI DE POISSON PAR LA LOI NORMALE:
Soit X~P(A)tel que

A=>5
Alors X=vy telque Y~N(AV1)



REMARQUE!!
L'approximation des lois est un outil facultatif!!

C'est-a-dire vous pouvez 'appliquer comme vous
pouvez laisse tomber ( bien sur dans le cas ou les
conditions d’approximation sont satisfaites



MaAis!!
L'approximation des lois devient obligatoire si:
u Le calcul est trop lourd en utilisant la loi initiale

u L’enoncé de I'exercice vous oblige a utiliser la loi
approximee



CORRECTION DE CONTINUITE:

ATTENTION!!!

Un point délicat résulte du fait que la loi initiale(Binomiale ou Poisson ) est
une

Loi discrete mais la loi approximée (loi Normale) est une loi continue
Soient:

P(X=k) = C,’ff q" " pour X~B(n;p)

PX=k)= 7 pour X~P(A)

Tandisque P(Y =k)=0  pour Y~N(u;0)



CORRECTION DE CONTINUITE:

LA soLuTion !11

Pour eviter le paradoxe dans le cas ou la loi initiale(Binomiale ou
Poisson ) est une

Loi discrete et la loi approximée (loi Normale) est une loi continue est

De calculer la probabilité non de Y soit égale a k mais la probabilité que
Y soit inclus dans un intervalle autour de k

C'est-a-dire PX=k)=P(k—-05<y<K+0.5)



CORRECTION DE CONTINUITE:

QUAND?
1. Lapproximation de la loi Binomiale par de Poisson Non
2. L'approximation de la loi Binomiale par Normale Oui

3. L'approximation de la loi de Poisson par Normale Oui



EXEMPLE :

éao%rzobabi/ité pour un individu d’étre albinos est de

1) Soit X la variable aléatoire, nombre d’albinos
dans un groupe de 5000 individus :

- Quelle loi suit X ? Justifier

- Par quelle loi peut-on approcher la probabilité
de X? En déduire P(X = 20)



SOLUTION:

X : nombre d’albinos dans un groupe de 5000 individus

X~ X~B(5000;0.002)
P(X = k) = CX,,,0.002%0.998" %

Conditions de validité :
-La répétition
-L’alternance
-L’indépendance.



SOLUTION:

e 727230
o np=10>5
® 72g=4990 > 5

Alors X'= Vel que Y~M10; v9.98) = M10; 3.16)
X =y telque Y~N(10;\/9.98) = N(10;3.16)



SOLUTION:

Y>Z72=Y-10/3.16

Z~N(0; 1)
P(X=20)=P(20-0.5<Y<20+0.5)=P(19.5<Y <20.5) =
P(195-103.16<£72<20.5-103.16) =
P(3<Z<3.32)=m(3.32) - m(3) =0.9995 - 0.9987 = 0.0008



TABLE 2 DE LA LOI NORMALE

Z est une variable aléatoire qui suit la normale centrée réduite, soit
« un réel de I'intervalle ]0,1[, il existe un unique réel strictement positif tel que
P(—7z,<7Z<7)=1-«

En effet on cherche un réel z strictement positif tel que:
P(—z<7Z<z)=1-«x

I Sl
2M[1(z2) =1 =1 -
(z) = —g



TABLE 4

LOI NORMALE CENTREE, REDUITE 9 (0,1) OU TABLE DE L'ECART
REDUIT
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TABLE 2 DE LA LOI NORMALE

v’ «= 0.05 un réel de I'intervalle ]0,1], il existe un unique réel strictement positif tel que
P(—zy<7Z<7zy)=1—-x=1-0.01=0.99

En effet on cherche un réel z strictement positif tel que:
P(—z2<7Z<z)=1-«
0.05

[(z) = 1—3: 1-=—==0975
Utilisant la table 1 maintenant, on obtient z=1.96



