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Exercice 1

(1)

(2)

(3)

(4)

Sig(x,y) = ﬁyyw la fonction f n’est pas continue en (0,0) car (x,y)liE}l(O,O) f(z,y) # £(0,0), (prendre

1
le chemin x =y, lim f(z,z) = = # 0. Donc f n’est pas continue sur R? ; mais elle admet des dérivées
Tr—>r

partielles en (0,0) car %(O, 0) = hllno f(1,0) ; 1(0.0) =0 et gf(() 0) = hlino f(0.h) ; /(0.0) = 0.

De plus f est dérivable sur R*\{(0,0)} (étant quotient de deux fonctions dérivables), d’ot sa dérivabilité
sur R? et on a :

3_ .2
0 Yy -ry ; 9 &yt .
8_f(x,y) — (ZL’Q +y2)27 St (l’,y) % <070> et a_g(x7y> — ((L’Q +y2)27 St (Iay) 7£ (070)

. 0 si (z,y) = (0,0). y 0 si (z,y) = (0,0).
Si g(z,y) = |z| + |y| alors la fonction f est continue sur R*\ {(0,0)} et au point (0,0) on a :
( )lim(0 O)f(:v,y) =0 = f(0,0) d’ou la continuité de f sur R%. Mais f n'est pas dérivable sur R? car
,y)—(0,

f(h,0) = f(0,0) . |h]
. = hlino 7 n’existe pas.

Sig(x,y) = o —yk 7 alors la fonction f n’est ni continue ni dérivable sur R? car au point (0,0) on a

3 —yix

elle n’est pas dérivable au point (0,0) puisque la limite hlimo
H

1
, I ol er . , .
d’une part rinof(x, x) Jim o n existe pas donc (Ly)gl(O,O) f(z,y) # f(0,0) et d’autre part la limite
f(oa h) _ f(070)

0
n’existe pas donc —f((), 0) n'existe pas.

lim
(z,y)—(0,0) h y
2
Si g(z,y) = %, alors f est continue et est dérivable sur R? \ {(0,0)} étant quotient de deux
Ty

fonctions continues et dérivables sur R*\ {(0,0)}, dont le dénominateur ne s’annule pas. Au point
(0,0) on a d’une part la continuité puisque en utilisant les coordonnées polaires :

lim f(z,y) = lim Of(rcos@,rsin@): lim rcos®fsinf =0 = f£(0,0),
r —

— 0
(2,y)—(0,0) 0<6<2r rogogzw

(car la quantité cos® @sinf est bornée sur [0,2]). D’autre part on a la dérivabilité au point (0,0) car

h,0) — h) —
a—f(O,O) = lim f(1,0) = £(0,0) =0 et af(O 0) = lim f(0.h) = 1(0.0) = 0. Les dérivées partielles
ox h—0 h h—0 h
de f sont définies comme suit :
21’y3 . {L‘4 _ y2x2 »
0 —7 0 7
8_f(m,y) — (12 + y2)27 51 (,T,y) # (070) et a_f(l‘,y) — (.ZUQ + y2)27 81 (fL’,y) ;é (070) R@—
o 0 si (z,y) = (0,0). y 0 si (x,y) = (0,0).
marquons que les deuz fonctions O_f et % sont continues sur R*\ {(0,0)} donc f est de classe C!
Z Y
sur R?2\ {(0,0)} d’ou sa différentiabilité sur R*\ {(0,0)}. Mais f n’est pas de classe C' sur R? tout
entier car les fonctions o et 8_y ne sont pas continues au point (0,0) puisque o )hmoo) gi(:c Y)
. B Cof, 1, of of
n’existe pas (en prenant le chemin x =y on obtient ——(x,z) = 7é ( 0)) et hm —(z,y)

ox (z,y)—(0,0) QY



0 0
n’existe pas (en prenant le chemin y = 0 on obtient —f(x,O) =1# —f(0,0)). Donc pour étudier la

dy Oy

différentiabilité de f au point (0,0) on utilise la définition, on a

L @) 10,0 - 5£(0,0)(z — 0) — 5£(0,0)(y — 0)
F(zy)—(0,0) V(z—0)2+ (y —0)2

£0

(si on prend le chemin x =y on trouvera que la limite vaut 23%) Donc on n’a pas de différentiabilité
au point (0,0) et évidement sur R2.

(5) Si g(z,y) = (vy) sin(mz—}ryg), alors [ est continue sur R? étant produit et composition de fonctions
continues sur R?\ {(0,0)} et au point (0,0) on a aussi continuité car ( )lim(0 ) f(xz,y) =0= f(0,0)
x?y H k)
(xy — 0 quand (z,y) — (0,0) et sin(xQ—}ryQ) est bornée). D’autre part f est dérivable sur R?* et on
a:
¢ 222y .
af( ) Z/Sln<x2_}_y2) - (SL‘Q T y2)2 COS(inyQ), 51 ($7y) 7é (070)
- 0, Y) =
h,0) — (0,0
dx lim 20 =000 _, si (z,y) = (0,0),
\ h—0 h
et
(. 2xy? . .
8f( ) $81n($2+y2) - (1'2 i y2)2 COS($2+y2)> 5t (.’I?,y) 7é (07 0)
7 \5Y) =
dy . f(0,h) = f(0,0) _ : _
\ hlglo ; =0 si (x,y) = (0,0).
. of of : 9 o 1
Les deuz fonctions 9z et 0 sont continues sur R*\ {(0,0)} (facile a vérifier) donc f est de classe C
x Y

d’ou sa différentiabilité sur R*\ {(0,0)}. Mais f n’est pas de classe C* sur R? car on n’a pas continuité
des dérivées partielles en (0,0) (les limites lim —(z,y) et lim —(z,y) n'existent pas.
p (0,0) ( w i aglmy) et lim 8y< 0 pas.)
Donc pour étudier la différentiabilité de f au point (0,0) on utilise la définition :
lim = lim ——
(.9)—(0,0) V(= 0)2+ (y —0)2 (@9)—(00) /22 + y2
D’ow la différentiabilité de f sur R?.
(6) Conclusion :
1) f est continue sur D # f dérivable sur D et f dérivables sur D # f continue sur D.
2) f est continue sur D =+ f différentiable sur D et f dérivables sur D = f différentiable sur D.
3) f est de calasse C' sur D = f est différentiable sur D mais si [ différentiable sur D # [ est de
classe C* sur D.

=0.

Exercice 2 Rappelons que la matrice jacobienne d’une fonction f: D C R™ — RP de classe C* en un point
a € D ; est définie par :

% a) % a) .. Oh (a)
6’x1 31’2 axn
T i Oy Of2y - O,
af— 81‘1 83:‘2 axn
% % %

8x1(a) 3x2(a) axn(a).

1) Les deux fonctions f(x,y) = (2% +y?, 2> —y?) et g(z,y) = (v +y, vy, v —y) sont différentiables sur R
étant des fonctions de classe C* sur R?, donc la composée go f est aussi différentiable sur R?. On a :

1

1
J(:r:,y)f = ( 2 _2y ) et J(a;,y)g = :% _xl

2



donc

1 1 %0 2 4a 0
J(a b)(g o f) = Jf(a b)g‘J(a b)f = a’> — b a? + b? . = 40 —Ab?
’ ’ ’ 1 1 2a —2b 0 4b

2) p(x,y) = sin(z® — y?) et h(x,y) = (z +y,x — y) posons hi(x,y) = x +y et ho(x,y) = x —y.
2.1) Par définition on a

A28 ) = S0 ) x ) + o) x G2 o),
et
w - Y e) = L (n((r.) ¢ %—};1(%@/) + %W’y)) : %(I’y)'
Donc :
8(%2 ") r,) = 2(a +y) cos(4) — 2z — y) cos(d) = ycos(da);
et d(poh)

7y (z,y) = 2(x + y) cos(4x) — 2(z — y) cos(4x)(—1) = 4x cos(4x).

Ce résultat peut étre obtenu en calculant directement les dérivées partielles de ’expression de (p o
h)(@,y) = p(h(z,y)) = sin((z + y)* — (z — y)?) = sindzy.

0 0
2.2) On a —p(x,y) = 2xcos(x? — y?) et —p(x,y) = —2ycos(z? — y?), donc au point h(z,y) on aura

ox dy
. Ohy ohy
Ihizyp = (2(x+y) cos(day), —2(x —y) cos(4xy))". Pour h(z,y) on a : %(x,y) = a—y(m,y) =1 et
Ohs _ Ohy B o . L _ (1 1
%(az, y) = —a—y(:c,y) =1 et la matrice jacobienne de h s’écrit comme suit Ji, )h = ( 1 1 ) .

2.3) Premiére méthode : J(z . (poh) = JinwyP-J @b = Tn@yp = (2(x+y) cos(dzy), —2(x—y) cos(4zy))".

(4y cos(4zy), 2x cos(dxy))".

Deuziéme méthode, on écrit directement la matrice jacobienne de la fonction composée (poh)(x,y) =

p(h(x,y)) = sin((z +y)* — (z — y)?) = sin day.

On 4 Jsin(4zy) Jsin(4zy)
Ox dy

Jizy) (Do h) = (4y cos(4zy), 2x cos(4zy))" .

(x,y) = 4dysin(4dzy) et (z,y) = 4x sin(4zy). Donc

Exercice 3 Soit la fonction g définie sur R? par : g(x,y) = (x +y)* + 2(x — ).
1) La fonction g est dérivable sur R? et on a %(m,y) =2x+2y+2 et g—Z(a:,y) =2y + 2z — 2.

2) Les deux fonctions g—g et g—z sont continues sur R?, donc g est de classe C* sur R?, d’ou sa différentia-
bilité sur R? et son différentiel au point (—1,1) s’écrit :

of dg
Dfi_11y(h, k) = ==(-1,1).h + =(—-1,1).k = 2h — 2k.
f( 171)< k) 8:13( 1) +ay( 1)
3) La fonction g admet ses dérivées d’ordre 2 (puisque les fonctions % et g—i sont dérivables) et on a
2 2 2
%(m,y) =2; g—yg(m‘,y) =2 et a(?pagy(wi = 2 pour tout (z,y) € R2.

4) Comme g est de classe C? sur R? alors d’apres le théoreme de Schwarz ses dérivées mixtes sont égales :

0%g 9%g

3



5) On a ar I(z,y)+ 8y(:zc y) =2x+2y+2+20+2y—2 =4(x+y) donc la formule est vérifiée avec o = 4.

6) Soit F: R — R tel que F(t) = g(z(t),y(t)), ou z(t) = e* et y(t) = (1 + 1)
Puisque la fonction g est différentiable sur R? et les fonctions x : t — x(t) et y : t — y(t) sont
dérivables sur R, alors la fonction F est dérivable sur R et on a

dg dg
F'(t) = == (x(t),y(t)) x 2/(t) + ==(x(t),y(t)) x ¢/ (¢
(1) = GLa(t). 90)) X /(0) + G2 (0. 9(0) % /()
=de* +4(1+1)2e +4e® +4(1+ 1) +4e® (1 + 1) — 4(1 + 1)~
Ce résultat peut s’obtenir directement on dérivant [’expression

F(t) = g(=(t)),y(t) = (e* + (1 +1)*)" +2(e” — (1 +1)*).

Exercice 4 Soit f : R? — R une fonction de classe C* par rapport a ses deux variables x et y.

1) Posonsu=x—y etv=x+y, déterminons tout d’abord [’expression de x ety en fonction de u et v,

on axr= v etyz%, donc
ox ox
g“ = 1/2 et a—a— 1/2,
y_— e—y: et comme on a
e = L2 et 50 =1/2 el
0 0 ox 0 0
S0, = S ol 0.y, ) x 5 w0) + 5 o,y 0) x S0,
0 0 iy 0 15}
S, = Gl ).y, 0) x SGw0) + a0yl ) ¢ Fhwvo),
alors
of 10f 10f
G ,0) = 55 ((u,0), (0, ) = 55 (ol 0.y, 0)-(),
of _19f 10f
G l,0) = 55 (), (0, 0) + 5 5 (ol 0.y, 0)- (4
(*)+(**) donne :
0 0 0
2 (o, (0, 0)) = L ) + ). (4),
et (**)-(*) donne :
0 0 0
o) = 3w o) - 5w o))
maintenant dérivons (A) par rapport a x :
o*f of B o (of of
G atw o) ytu) = - (55) o) = 5 (o + Fw)
0 0 0 0 0
~ (gutwo+ 5w) o+ (o + 5wn)
2 2 82
= P v 20 w0+ T,
De méme, en dérivant (B) par rapport a y, on obtient :
2
Foaa(w o)) = 2 (55 o ptuo) = 5 () - S
0 0 0 0
= (%(’U,,U> — %(U,U)> a_f< 5 >_ (%( 7U) - a_(u7v)> ai(u’v)
0? 0? 0?
o) = 25 )+ S ()



Finalement on a
o0 f

@(1'(”7@)73/(% U)) o 8_3/2(15(%“)»9(“’“)) f

U, v).
auﬁv( )
2) Considérons maintenant les coordonnées polaires v et 0 ot x = rcos@ et y = rsinf, commengons par
les dérivée premaiéres, on a
af _ 0f o L of af oy
or Oz or dy or

_ of of
= cosf. o + sm@ay ............ (4.1)
of _0fox Lo of dy
00 — 9z 00 dy a0
_ of of
= —rsinf. p +rcos€a—y ...... (4.2).

—sin 6

En multipliant (4.1) par cosO et (4.2) par et en sommant les deux résultats on obtient :

af _ eaf sinf 0f
5~ 505, - IR

0
d’autre part on multiplie (4.1) par sin@ et (4.2) par o8

ensuite par addition des égalités résultantes
on obtient :

a_f Hg cos@@_f
o B v R

Dérivons maintenant les deux cotés de (4.3) par rapport & x on obtient :
O°F _ 0 (0f\ _ (o0 snb 0\ (0
ox2 Oz (‘h N or r 00 ox

B 9_ g _sm@ﬁ g
- oS or \ Oz r 00 \ Oz

B 92 Og smeaf Sineg eg_sineg
= cos cos g \costo -y

or o r 00
 cod? Qﬁ B {_Mg sin 26 82]”} B {_sin29g+ sin 26 82f} N {sin29g+ Sin2982_f
2r2 00 2r 0rof r  Or 2r 000r 2r2 00 r2 002

0%f sin?00%f sin20 9*°f  sin?00f sin200f

= cos’ 0 + —

or? r2 062 r  Orof r or r2 00"

On fait la méme chose pour (4.4) mais en dérivant par rapport a vy :
Pf 0 (01 _ (400 s00 (01
oy Oy ay - "M% r 00 dy

9_ ﬁ +cos€8 8f
= sin 87" By r 00 \ 9y

9_ eﬁf cos@ﬁ +cos€£ eﬁf cos@ﬁ
BT S T r 00 or v 00

2 Gi—l— sin200f  sin20 = 0*f N cos’00f  sin20 &*f  sin200f  cos®00*f
- v or | 2r 00or 2?2 00 12 00

ar? 22 00 2r | or
82f+cos2082f+sin20 0 f +005298f sin20 0 f

i —_J —_
- s 687‘2 r2 002 r  orod r Or r2 00’




2 2
L’opérateur (dit opérateur de Laplace) A = —= + —= s’écrit en fonction des dérivées partielles de f

ox?  0y?

par rapport a r et 6 comme suit

2 2 2 2
L0 F_9f  10f 10

Af_@xz o2 oz ror  r2o0%

Exercice 5 Soit la fonction : f(x,y) = \/3x — y définie sur D = {(z,y) € R? : 0 < 32 — y}.

1)

2)

3)

4)

La fonction f est de classe C* sur D/{(z,y) € R? : 3x —y = 0} et pour tout (z,y) € D tel que

3r—y#0 ona'—f(ac )—;g(x S —
YT O e ey oy Y T o Ba =y

O f 0 [of B 3z o : -
8x8y<x’y) = 5 (8_y) (x,y) = G —y)a=3 8y8x(x’y> (ceci est due au théoreme de

Schwarz puisque f est de classe C?),

o0 f -9 0 f —1
5@ y) = et ——5(z,y) = :
Ox? 48z —y)/3x —y  0y? 43z —y)/3x —y
Le D.L de f d’ordre 1 au voisinage du point (1,2) :

Fla) = J1.2) + (o = DL + (=25 0) + (6 = 0.0 = 2oy
avec (:c,y)lln(o,o) €(z,y) =0, donc
3 1
flew) =1+ 2 —1) = 2y =2+ ({2 — 1. (s~ el
Le D.L de f d’ordre 2 au voisinage du point (1,2) de f s’écrit comme suit :
_ of of
1 0 f 0 f 0 f
#5 (@- 5 tan s -5l - -2 0)
+ (2 = 1), (y = 2))[I3e((x = 1), (y = 1)),
avec (mﬁy)lin(m) e((x—1),(y—1)) =0, dou
3 1 9 ., 1, 3 ,
F(.) = T ale 1) (y=2) 1P (D)4 (1) 52+ (1), (5= 2) 31, (1)
Par définition, la différentielle de f existe au point (2,2) si
FQ+h2+k) - f(2,2) — h.g—i(z, 2) — k.g—z(z, 2)
00 VIZ 1 k2 =0

ona: f(2+h2+k)=V4-3h—Fk, f(2,2) =2, g = 3/4, Z_f = —1/4 donc la limite au dessus
4 Y
devient : 3 )
V4_3h_k_2_h'z_1+k'z_l
lim )
(hk)—(0,0) Vh? + k?

3 1
multiplions par le conjugué 4 —3h —k + (2 + hé_L — kZ) (ensuite par passage aux coordonnées
polaires), nous obtenons :
9, 1 , 3
——h— —k"+ =h.k
lim 16 16 8 — 0,

(hk)—0 NIES =
of of

donc f est différentiable au point (2,2) et on a Df(2,2)(h, k) = ha—(Q, 2) + k8—(2, 2).
Z )



5) L’équation du plan tangent au point (2,2) est :

= feD+ -9 ey - oD ey —2 fe -2 - {u-2

6) De la question 5) et comme (2.09,1.99) est dans le voisinage de (2,2), on déduit que la valeur approchée
de f(2.01,1.99) est :

3 1
f(2.01,1.99) = 24 (2,01 — 2) — £ (1.99 — 2) =~ 2.01

La wvaleur exacte obtenue directement de l'expression de f est f(2.10,1.99) = /4.2.01 —1.99 =
2.009975, donc la différence entre la valeur approchée et exacte est presque nulle (2.01 — 2.009975 =
25 x 1079).

1+x+y
14+z—y
1) Le D.L de la fonction 1/(1 4 u) d’ordre 2 est donné par :

Exercice 6 Soit f(x,y) = une fonction définie sur D = {(z,y) e R*: 0#£1+x — y}.

1
1+u

=1—u+u®+u’e(u),

en posant u = x — 1y, on obtient : 1+(;—y) =1—(z—y)+ (@ —y)*+ (x—y)*(z —y). Donc

flay)=0+z+y)1—(x—y)+ (z—y)’ + (z —y)’e(z — y)]
=1+ 2y — 22y + 2y° + (2® + *)e(x, y)

2) Par identification avec la formule théorique, on déduit que :

of _, 9f ., 4 O o, P _

Exercice 7 A. Soit la fonction g définie par :

e (e £00)
g(z,y) = { 6 st (z,y) = (0,0).

A.1 La fonction g est continue sur R*\ {(0,0)} étant fraction de deuz polynémes continues et au point
(0,0) nous avons

r4(cos®0.sinb + sin®0.cosb)

(w,yl)igéo,mg(x’ y) = g 2 =0=y4(0,0)
d’ou la continuité en (0,0) et donc sur R?.
A.2 La fonction g admet des dérivées partielles en (0,0) car
(0.0 = iy “0 20 < iy B
. g 9(0,k) — 9(0,0) K /K2
gy (0 = Jim = = i e = 0

Done Vg(0,0) = ( 8 )



A.3 La fonction g est différentiable en (0,0) car on a :

h, k) — g(0,0) — 22(0,0).h — 22(0,0).k B3k — k3.h)/(h? + k2
g IR —90,0) = 5, (0.00h = 5,000k (BB k— KW/ (PR _

(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k2 (h,k)—(0,0) Vh? 4+ k2

B. Soit la fonction h définie sur R? par :

) 5 si (2y) £(0,0)
h(:v,y) - { J(r) St (a:,y) = (070)

B.1 La fonction h est continue sur R?/{(0,0)} étant fraction de deuzx polynémes continues et au point
(0,0) nous avons
4 49 ; 49
lim h(z,y) =lim r’(cos ;l—sm )
(z,y)—(0,0) r—0 r

=0 = h(0,0)

d’ou la continuité en (0,0) et donc sur R?.

B.2 La fonction h est dérivable sur R*/{(0,0)} étant fraction de deux polynémes dérivables et nous
avons ¥(z,y) # (0,0) :

oh 2z (zt + 22%y% — o)
_($,y) = 2 2\2
ox (22 4+ y?)
et
oh 2y(y* + 22%y* — x1)
—(x,y) = 2 212
Oy (2 +y?)
e 2wzt 4 22%y” — ) 2y(y* + 22%” — 2
Vh(z,y) = ( )’

(224 y?)? ’ (22 + y?)?

B.3 La fonction h admet des dérivées partielles en (0,0) car

oh o h(h,0) = Nh(0,0) . h*/B*
L

* oh h(0, k) — h(0,0 k4 /K2
—(0,0) = lim (0.8) = 10.0) _ ) /K _
ay k—0 ]{3 k—0

Donc Vh(0,0) = (0,0)"

B.J Les fonctions % et g—;‘ définie sur R? par

(241922 42—yt .
Oh . y):{ 222 i (z,y) # (0,0)

O 0 si (z,y) = (0,0)
et 4 2.2 .4
Oh [ PR i (ay) £ (0.0

sont continues sur R* (I’étude de la continuité se fait comme dans le cas de h). Alors h est de
classe C' sur R? et ceci est une condition suffisante pour la différentiabilité de h (voir théoréme)

C. Soit la fonction f définie sur R? par : f(z,y) = 2* + y* + (x — y)%.

C.1 La fonction f est de classe C™ sur R? car c’est un polynome, donc elle admet des dérivées d’ordre

1et?2

of 8 of 4 0*f _ 19,2 o*f 19,2

5 (x,y) = 42° + 22 — 2y, o (x,y) = 4y" + 2y — 2, 92 (x,y) = 122° 4 2, 0y (z,y) = 12y° + 2
O*f

et 900y (x,y) = —2.



C.2 Comme f est de classe C* sur R? alors d’apres le théoréme de Schwarz ses dérivées mixtes sont

égales ) ,
R
C.3 Rappelons que le différentiel de f est une application linéaire qui s’écrit
Db k) = (e g+ 5 (o) b
Donc of of
Dfay(h k) = G_x(l’ 1).h + (?_y(l’ 1).k = 4h + 4k

C.4 Soit F(t) = f(x(t),y(t)) avec z(t) = cost, y(t) = sint. Comme f est dérivable sur R* et les
fonctions cos et sin sont dérivables sur R alors F 'est aussi et on peut calculer sa dérivée F' par
deux méthodes :

Meéthode 1
F(0) = 5L 0, 0) % /() + (0500 x /0
= (42° + 22 — 2y).(—sint) + (4y° + 2y — 2z) cost
= (4cos®t 4+ 2cost — 2sint)(—sint) + (4sin®t + 2sint — 2cost)(cost)
= (4cost.sint + 2)(sin®t — cos? t).
Meéthode 2
On a

F(t) = f(z(t),y(t)) = 2* + y* + (r —y)? = cos* t +sin* ¢ + (cost — sint)?

alors

F'(t) = —4cos®t.(sint) + 4 costsin®t — 2.(cost — sint).(cost + sint)
= (4cost.sint + 2)(sin’ ¢t — cos® t).



