DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES UNIVERSITE BATNA 2
Licence 1.2 maths - Analyse 4 2021-2022

Corrigé TD N°3

Notations : Tout au long de ce corrigé, nous utilisons les notations suivantes :

O g g P
Ox 7 Oz0y oy

xfa

Exercice 1 Les points critiques et leur nature.

2 3
1. Soit f(x,y) = %—k% — 4 + 2.

Résolution du systeme V f(x,y) = (0,0) ce qui est équivaut &

Ouf(z,y) =2y*+22—4=0 y=0oux=—2
oyf(z,y) = (z+2)y=0. poury =0 = x = £2.

On obtient deuz points critiques :(—2,0) et (+2,0).

Comme f € €*(R?), on calcul les dérivées secondes :

r=05f(v,y) =22, s =0 f(r,y) =y et t =0 f(z,y) = v + 2.

Afin d’étudier la nature de ces points critiques, nous devons calculer le déterminant de la
matrice Hesstenne, appeler le Hessien.

Soient f € €*(R?), et a = (xg,yo) un point critique. La matrice Hessienne est définie
comme sut :

0 f _0*f
" 31:2( 9 s= 0xy (a)
0 f _O*f

Donc, le Hessien est donné par la formule :

Hof =
S =

0*f 0*f 0*f o f
Ala) = —= —(a) — =rt—s°
(@) = 5@ % @) - @ () =t
pt critique || r = s = t= A(xo,y0) =
(70, %0) 02, f (0, o) azyf<x07 Yo) 8§yf($07?/0) rt — s la nature
Minimum
(+2,0) 4 0 4 +16(>0) local
on peut
rien
(—2,0) -4 0 0 0 conclure
2. Soit g(z,y) = y* + zyln(z) (z > 0).
Résolution du systéeme Vg(z,y) = (0,0) ce qui est équivaut a
=0oul+lnz=0(=z=c!
Org(w,y) =y(l+1n(z)) =0 Y powyzojéz 1 )
O0yg(x,y) =2y+zin(z) =0. '

pourz =e ' = y=e1/2.



-1
-1

On obtient deux points critiques :(+1,0) et (e ,%).
Comme f € €*(R?), on calcul les dérivées secondes :

r=05f(r,y) =y/x, s = f(a,y) =1+ Inz et t =0, f(x,y) = 2.

pt critique || r = 5= t= A(xo,y0) =
(z0,%0) 92, f (o, y0) | 02, f(x0,90) | 05, f (w0, 90) | 7t — 8° la nature
Un point
(+1,0) 0 1 2 -1(<0) selle
-1 Minimum
(e, 67) 1/2 0 2 +1 local

3. Soit h(z,y) = (2 —y2)e~""~¥". De méme, on commence par résoudre le systeme Vh(z,y) =
(0,0) ce qui est équivaut a

O h(z,y) =2x(1 -2+ yg)e_x2_92 =0 - r=0ouz?+y*=1(y==+£l1)
Oyh(z,y) = —2y(1+ 2% —y?)e ¥ =0. y=0our’ —y*>=1(z==%1)

On obtient cing points critiques :(0,0), (0,1), (0,—1), (1,0) et (—1,0).
On calcul les dérivées secondes :
r=02f(z,y) = 2(1 522+ + 22 — 220%?)e ™ V" s = 02, f(x,y) = day(a® —y?)e =Y

2

— 92 _ 2 2 4 2,2\ ,—z?—
ett =20, f(z,y) = —2(1 = 5y + 2° + 2y* — 22°y*)e e

2

pt critique || r = s = = A(zo,y0) =
(20, Y0) 02, f (w0, yo) agyf(ﬁoa Yo) 3§yf(5507 Yo) | rt — s la nature
Un point
(0,0) 2 0 -2 -4(<0) selle
Minimum
(0,1) 4e~! 0 4e~! 16e2 local
Minimum
(0,—1) 4e? 0 4e! 16e~2 local
Maximum
(1,0) —4e7! 0 —4et 16e2 local
Mazimum
(—1,0) —4e! 0 —4e! 16e2 local

Exercice 2 Considérons la fonction f définie par f(x,y) = (2? — y)(32* — y).

1. Soit la fonction F(t) = f(tz,ty) = 3z** — dyz?t® + y*t2. On étudie les extremums de F
dans R.
On a F'(t) = 2t(62*t* — 6yx®t + y*) = 0 ce qui donne un point critique t = 0; la dérivée
seconde : F"(t) = 36z* — 24yx?t + 2y* = F"(0) = 24°.
Siy #0, alors F"(0) > 0 et t =0 est un minimum local de F.
Siy=0, F(t) =3z%*> 0= F(0) et t =0 est un minimum global de F.

2. Montrons que (0,0) n’est pas un minimum de f. C’est-a-dire
Ve > 0,3(ze, ye), (Te, U,.) €] — €, +€[X] — €, +e€|, vérifiant : f(ze,y.) < f(0,0) < f(Zc,7,).

En prenant (zc,yc) = (%5, 5), ona :



En prenant (T, 7y,) = (%, —5), ona:

Ve e e €3 e 15

f(77—5) = (Z+§)(Z+§) =15 > 0= f(0,0).
Donc,
PO < F0.0) = 0< £ - Yve 0

D’ou (0,0) n'est pas un minimum de f.
Remarque. Si on calcul V f(x,y), on trouve

Opf(x,y) =122° —8xy =0
Oy f(z,y) = —da*+2y=0.

Ce qui donne (0,0) un point critique.
r=02.f(z,y) =24x -8y, s = 02, f(x,y) = =8z et 0, (x,y) = 2. Au point (0,0) on obtient
A(0,0) =1t — s =0, donc on ne peut rien conclure.

Exercice 3 Soit f(x,y) = 2*+23y* —y+y*+y>—1; (a,b) = (—1,1). Nous allons tout simplement
vérifier si les conditions du Théoréeme des fonctions implicites sont remplis.

(a) | € 6" (R?),

(b) F(~1,+1) =0,

(c) O,f(z,y) =22% + 3y* + 2y — 1, et O, f(—1,+1) = 2(# 0).
D’apres le théoréme Fa, B > 0 tels que : Vo €] — 1 —a,—1+ «f; f(z,y) = 0 admet une solution
unique y = p(x) €]1 — 8,1+ B et p(—1) = 1.

D’autre part, ¢'(—1) = 9, /(-1 11) =3
Y s

Exercice 4 Soit la fonction g(x,y) = ye® + e¥ sin 2z.

1. g € €YR?). Au point (0,0) : g(0,0) = 0 et dyg(z,y) = €* + e¥sin2z = 9,9(0,0) =
D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe y = ¢(x) au voisinage de v €]—a, +« [
ety €] — B, +6] avec $(0) =

2. L’équation de la droite tangente au graphe de y = ¢(x) au point (a,b) s’écrit comme suit :

of

(x — a)a—(a, b) + (y — )3y (a,b) = 0.

Au point (0,0) = (0,¢(0)), I’équation est

of of

(¢ = 0)5- (0,00 +(y = 0)5(0,0) =0 & y = ~2z.

3. (z,y) solution de g(x,y) =0 donc y = ¢(x), ¢ € €' et quand y — 0; ¢p(x) — ¢(0) = 0.

Alors ) o0
Yy @) =00 ey
(w,yl)lgéoﬂ) r 91611)1% T —0 ¢'(0) 2.



