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Corrigé de I’exercice, 4

(a) Tl faut que tous les coefficients du tableau soient positifs (ce qui est le cas) et que la somme
des €léments du tableau vaille 1 ; on a

2 3. 13 3 I
o 2_ 2 3, 2 2_1
0T T TP T S qptr e tr sl e ey

1

— = +t-,

P=%3

k
-2
2
On a donc
62 38 48
EX)= Y xPX=x)= (2% 155+ ("D X755 = g0
xeX(Q)
38 400
2y - wienr 2 —_— = —=
E(X)—x;;nxz]["()(ﬂx)-( 2)% % 100+(+2) v = 155
oy B = 4— -8 2 2304 _ 40000-2304 _ 37696
Var(X) = EG) —BGX)" = '(_Tcﬁ 10000 10000 10000
La loi marginale de Y est donnée par
k 1] 1|
BY=K | 1% | i
On a donc
58 16
EY)= ), yP(Y = wa(nx +HD 5~ T
ye¥(Q)
2 58 100
2y 2 =i 1 2y = — =
E(Y?) = ,c%’ P(Y =) = (1) X 755 + (1) X 156 = 755

16 \2 256 10000 -256 9744
p— 2 = 2 - -— ——_— 4 _ t—1 =
Var(Y) = E(v") - E(¥)" =1 (100) = 10000 10000 _ 10000

(c) Les valeurs prises par Z sont —2et2.0na

]P(Z=2)=]P’(X=2.Y=1)+]P(X="2:Y='1)" 11(?0"' mn—%

PZ=-2)=PX=-2Y=D+PBX=2Y==1)= 5+ 15 = g

La loi de Z est donc donnée par le tableau suivant :

k =2 2
PZ = k) | 75 | i
On a donc
46 54 16
E@Z)= ), PZ=2=(2)X 15+ (-2 X 155 = 155

z€Z(0)
6 54 400
2y _ 2 =)= (=2 % ey
EZ)= Y ZPZ=27=(D"x +(+2) 106 = 100

2 Z2(0)

( 16 )2 ~d 256 _ 40000 -256 _ 39744
100

— N _B(Z) = - = -
Var(2) = E(Z%) - E(Z) 10000 10000 10000

(d) La covariance de X et Y est donnée par

Cov(X, ¥) = E(XY) - EQOE(Y) = 16 (_%‘0) x%=%_

Les variables X et Y ne sont pdS indépendantes car elles ne sont pas décorrélées.
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Exercice 9_{ 1) X(Q) =[1,n] =Y(Q)

1 1
o ; ; . : —X—=sij<i
v(i,j) € [La]4P(X =) n (Y =/))=PX =) XPy=y(Y =j) = [n A e
0sij>i
Lo
Conclusion : ¥(i,j) € [Lnl3P(X =D n ¥ =))) = [;fi a.J =l
0sij>i
n n n i 1 n 1 n 1 1
Vérification : ZZP((X= DN =)= 2 E=ZixE=ZE=an= 1
i=1 j=1 =1 j=1 =1 =1
n n n 1 1 n 1
) P(X=Y) = P(U((X= DN = i))) =ZP((X=i)n ¥ =) =Z_i=}12?
t=1 i=1 =i i=1
Cette somme n’est pas simplifiable.
N D1 1yl
3) vj e [L,al, P(Y = j) = ZP((X =)0 =))) =ZE=EZ?
i=1 i=j i=j
Cette somme n’est pas simplifiable.
n n n n n i n i n
11 j )i 1 1 i(i+1)
E = i =7j)= [ X — - = e —= —_— — —_
L0 ZJXP(Y 2 Z’xn, i ZZ i Z ni Zni J me 2
Jj=1 Jj=1 i=j Jj=11i=j i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
n

_i1xi+1_1z,+1 1
T Lin 2 2n« G )—Zn £

. Solutiion- de l’exercice[_f ' n :
a) La loi du couple Z = (X ,Y) est donnée par pour tout (n, m) € N?

P(X =n)n(Y =m)) = P(X= n)P(Y =m) car X et Y sont indépendantes
X pm
! 'm!

P(X =n)N(Y =m)) = e~ (AHn)

b) On retrouve le résultat trés rapidement en passant par les fonctions caractéristiques,
mais on peut aussi faire le calcul de la loi directement. La variable aléatoire X +Y
est & valeurs dans N, donc sa loi est donnée par les P(X + Y = n) pour tout n € N.

P(X+Y=n) = P(O(X=k)ﬂ(Y=n—k))
k=0

n

= S HX=KnY=n-k) = ;P(X =Ek)P(Y =n—k)

k=0
. n=Fk _ n
_ " ﬁie—A unt o e (A:-u) l n! ] k“n_k
o! —k)! Mn— k)
= k! (n —k)! nl £ El(n—k)
Ck

e—(,\+;z)(A+p‘)n
hin_hmc ‘11!

donce X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + .
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Corrigé de Pexerciced
(@) 1l faut que f > O et ff;, f = 1. La premiére condition donne k > 0. Calculons I’intégrale
double pour voir quand elle vaut 1 :

' ff J(x,y)dxdy = fi—sf__l ( 2)dxdy
fisf_lxded}”rf__j i kyzdxdy
=k(f:15%dx)(f=_ldy)+k(-’;=ulsdx)(£:1y2dy)

1 [y y=1
=k [_E] DI, + kb [3’?]

y==1

(il 8, _pfLl_(L
(Lo )a-corsis-n(i-()

8 8
—gk‘l‘gk

64
= —k.
15
L'intégrale vaut donc 1 si et seulement si k = 3.,
(b) La densité marginale de X est donnée par

fx(JC)=fy Dof(x,)')d)’={ six<1oux>5,
¥

5 fr*ll BL+ydy silsx<s.

Calculons I'intégrale :

=+l 15 /1 y=+1 3=+l
oam)e-al Gr)o-gle 3],
:E(£+E)=E(L+l)
64\x2 3] 32\x2 3)
On adonc:

5 .
fx(x)={§‘2(x"z+%) sil<x<s,
0

sinon.
La densité marginale de Y es donnée par
x=+00 0 siy<—-louy>-I,
frO) = f fryde=1 s : _ y
2 Jo B&+yHdy si-1<y<]L.

Calculons I'intégrale :
=515 ) 15 151 1 .
fokady Hinfl e — dy= — |-= 2
L: 64( YIh=g (xzﬂ’) Y 64[ % XYL

15/ 1 _15 2y , 1 |
64(5+5y +1 )) 6 (4 ) (y +§).
On adonc:

o) = {16@""5) si-1<y<1,

smon.

En particulier (on en aura besoin plus loin), on a fy(0) = %

(¢) Puisque la densité jointe f(x,y) n’est pas de la forme g(x)h(y), les variables ne sont pas
indépendantes.

(d) La densité conditionnelle est donnée par

15 1

N £(x,0) f(x, 0) f(x 0) _ %—1 sil<x<5 »
Sypr=0(x) = ™ 1x0) dr  f(0) = 0  sinon. ' .'
[ sit<xss

“ )0  sinon. |
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(¢) La covariance est donnée par Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) avec :

+00 15 5 1 1 15 1 5
EX) = dx = i o ol g
X) fm xfx(x)dx = 33 (x+3x)dx 32[1n\x|+6x]l

15 25 1 15
—_—— —_|==— 4
32(1 ns+ ¢ Inl 6) 32(ln5+ )

oo 15 [! 1 15 1,
= == z —y| =o.
E(Y) j_ yfr(y) dy léf_ (y + Sy) dx = 32[4 + IOy l_l
x=+o0  [y=+00 =5 =l 15 (1 k
E(XY) = f f ofepity= [ | g (—2- +y )dxdy
=—00 =00 x=1 X

ly =5 =l
f dxdy + — f xy® dxdy

=—1 X =1 y=—1

éi (7o) f)_(
a3 Rl

=0.

(Les crochets du type [)’2];--1 ou [y“];:l_l sont nuls.) On a donc
Cov(X, ¥) = E(XY) - ECE(Y) = 0

ont donc une covariance nulle.

Les variables X et Y, bien que non indépendantes,
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