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TRAVAUX DIRIGES 1

Exercice 1 Soient (E,d) un espace métrique et f : E — E une application.

1. Quelle condition doit vérifier f pour que Uapplication § : E x E — Rt définie par : §(x,y) =
d(f(x),f(y)) soit également une distance sur E.

2. Lesquelles des applications suivantes sont des distances sur R?
1. d(xvy):’xZ_y2’ 2. d(xvy):|x3_y3|
3.d(x,y) =|x—2y| 4.d(x,y) =|arctanx — arctany|
5.d(x,y) =€ 6. d(x,y) = |sinx —siny|.

Exercice 2 Soient (E,d) un espace métrique et ¢ : R™ — R une fonction strictement croissante,
vérifiant:

(i) ¢(0) = 0.

(ii)(u+v) < @(u) +@(v).

1. Montrer que 8 = @ od est également une distance sur E.

d
2. Déduire que d| = T+ d et dy =log(1 +d) sont des distances sur E.

Exercice 3 Soit E = %(]0,1];R) I’ensemble des applications continues de [0, 1] dans R.
Déterminer si les applications suivantes définissent des distances sur E

1.d(f,8) = fy f(x)— g(x)dx;
2.d(f.8) = [y |f(x) — g(x)|dx;
3. d(f,8) = supyeio.n) |f (x) — g(x)].

Exercice 4 Soit E un ensemble non vide. On définit d sur E X E par:
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1. Montrer que d est une distance sur E.
2. Déterminer la boule ouverte B(x,r) ot x € E et r > 0.

3. En déduire les ouverts et les fermés de (E,d).

Exercice 5 On se place dans I’espace métrique R muni par sa distance usuelle |.|
1. Soient a,b € R vérifiant a < b.

(a) Montrer que les intervalles fermés [a,b], | — o0, a] et [a,+oo[ sont des fermés dans R.

(b) Montrer que Uintervalle [a,b[ n’est ni ouvert , ni fermé dans R.

2. Les parties N, Z, Q et R\ Q de R sont elles ouvertes? fermées?

Exercice 6 Soient (E,d) un espace métrique, et A, B deux sous-ensembles de E .

1. On suppose A C B. Démontrer que A C BetA CB.
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2. Démontrer que ANB —ANBet que A UB
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3. Démontrer que AUB=AUB et que ANB C AN

4. Montrer quef?c — A er A° = (A)°.

Exercice 7 Soit (R,|.|) un espace métrique usuel.

1. Pour chacune des parties ci-dessous, déterminer A, A, Fr(A), les points isolés iso(A) et les points
d’accumulation acc(A).

2. Déterminer A etXpour 210,1] et Q.



