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Exercice 1 Soit la fonction f : R?* — R définie par

) :{ g(xéy), ;@ ((j’,g))f (0,0). .

ot g :: RN {(0,0)} — R

. LY
1) Sig(x,y) = o

mais qu’elle n’y est pas continue.

montrer que f est dérivable sur R? et calculer ses dérivées partielles

2) Si g(x,y) = |z| + |y|, montrer que f est continue mais pas dérivable sur R

3) Sig(x,y) = %, montrer que f n’est ni continue ni dérivable sur R?.
x Yy

x
4) Sig(x,y) = Wyyz’ montrer que f est continue et est dérivable sur R? mais elle n’est pas

différentiable sur R2.

5) Sig(x,y) = (zy) sin(ﬁ) montrer que f est continue, dérivable et est différentiable sur
R2 mais qu’elle n’est pas de classe C' sur R2.

6) Que peut-on conclure ?

Exercice 2 1) Soient f : R? — R? et g : R*> — R3 deux fonction définies par f(z,y) =
(2 +y? 22 —y?) et g(x,y) = (x +y, 2y, v —y). Montrer que go f est différentiable sur R?
et écrire Jyop la matrice jacobienne de go f en un point (a,b) de R%.
2) Soient p(x,y) = sin(z? — y?) et h(z,y) = (v +y,z —y).
2-1) Calculer %(aﬁ,y) et a<p8; h)
2-2) Ecrire J,h(x,y) et Ju(z,y) les matrices jacobiennes de p et h pour (z,y) dans R2.

(z,y) en (z,y) € R%

2-3) Trouver la matrice jacobienne de (p o h) par deux méthodes.

Exercice 3 Soit la fonction g définie sur R? par : g(x,y) = (x +y)* + 2(x — ).
1) Calculer g—g(x,y) et g—g(x,y) pour (x,y) € R%

2) Montrer que g est dz’ﬁérentmble sur R? et écrire son différentiel au point (—1,1).

d%g
Oxdy

3) Calculer 2 M 2z, y); ay (a: y) et (z,y) pour tout (z,y) € R%
4) En déduire sans calcul 2 a = 9 (2, y) pour tout (z,y) € R2.

5) Vérifier que 8m(I Y) + 2(x,y) = oz +y), ot o est un réel a déterminer.
6) Soit F: R — R tel que

ou z(t) = e et y(t) = (1 + )2
Montrer que F' est dérivable sur R et calculer F'(t).



Exercice 4 Soit f : R2 — R une fonction de classe C* par rapport a ses deux variables x et y.

_ . 02 0? _
1) Posonsu =x —y et v =2x+y, déterminer l’expression de Froie 8_]; en fonction des
z Y
dérivées partielles de f par rapport a ces deux nouvelles variables u et v.
2) Considérons maintenant les coordonnées polaires r et 0 ot x = rcosf et y = rsinb,
0? 0?
exprimer l'opérateur (dit opérateur de Laplace) A = (3_J; + a—é en fonction des dérivées
T Y

partielles de f par rapport a r et 6.

Exercice 5 Soit la fonction : f(x,y) = \/3x — y définie sur D = {(z,y) € R?: 0 < 3z — y}
1) Caleuler pour tout (a,y) € D, %(x.y) ; %(a.y), 2L (@.9), 2w y), Zh(a.y) et Lh(a.y).
2) Ecrire un D.L de f d’ordre 1 au voisinage du point (1,2).
3) Ecrire un D.L de f d’ordre 2 au voisinage du point (1,2).

4) Montrer en utilisant la définition que la différentielle de f eziste au point (2,2).

5) Ecrire l’équation du plan tangent au point (2,2).
6) Déduire une valeur approchée de f(2.01,1.99) et comparer la avec sa valeur exacte obtenue
directement de [’expression de f.

1
Exercice 6 Soit f(x,y) = 1::__1;—+y une fonction définie sur D = {(z,y) ER*: 0# 1+ x —y}
r—Yy
1) En utilisant le D.L de la fonction 1/(1 4 u), écrire un D.L d’ordre 2 de f au voisinage de

(0,0).
2) Par identification avec la formule théorique, déduire sans calcul %(O, 0), 22(0,0) ﬂ(o, 0),

2 2 ? dy ’ Doy
55(0,0) et 3£(0,0).

Exercice 7 A. Soit la fonction g définie par :

M, st (x, 0,0
9loy) = { B (<:13,;//)) ! ((0, 0)).
A.1) Montrer que g est continue sur R?.
A.2) Montrer que g est dérivable en (0,0) est calculer Vg(0,0).
A.3) Montrer que g est différentiable en (0,0).
B. Soit la fonction h définie sur R? par :

)= i (my) £(0,0)
he.y) = { B si (x,y) = :

B.1) Montrer que h est continue sur R?.
B.2) Calculer Vh(z,y) pour (x,y) # (0,0).
B.3) Montrer que h est dérivable en (0,0) est calculer Vh(0,0).
B.J) Montrer que h est de classe C' sur R? et déduire sa différentiabilité sur R2.
C. Soit la fonction f définie sur R? par : f(x,y) = 2* + y* + (x — y)%.
C.1) Calculer pour tout (z,y) € R? : %(m,y) ; g—;(m,y) ; %(az‘,y) ; giy’;(x,y) et %(aﬁ,y) et
déduire sans calcul aajgx(m,y) (en justifiant).
C.2) Soit F: R — R tel que

F(t) = f(x(t)), y(2)).
Ou z(t) = cos(t) et y(t) = sin(t). Montrer que F' est dérivable sur R et calculer F'(t).



