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TRAVAUX DIRIGÉS 2
Continuité dans les espaces métriques

Exercice 1 Soit l’application f : (E,d)→ (F,δ ). Montrer que les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est continue.

(ii) ∀F un fermé de F, f−1(F) est un fermé de E.

(iii) Pour tout B⊆ F : f−1(B)⊆ f−1(B).

Exercice 2 Soient (E,d) un espace métrique et A⊆ E. Définissons sur A, la fonction caractéristique
1A : E→ R par:

1A(x) =
ß

1 si x ∈ A
0 si x /∈ A

1. Montrer que 1A est continue en x si et seulement si x /∈ Fr(A).

2. A quelle condition 1A est-elle continue sur E?

Exercice 3 Soit f : (E,d)→ (R, |.|) une application. Posons pour tout λ ∈ R, les ensembles:
Fλ = {x ∈ E : f (x)< λ} et Gλ = {x ∈ E : f (x)> λ}.

1. Montrer que si f est continue, alors les ensembles Fλ et Gλ sont ouverts.

2. Montrer que l’image inverse d’un intervalle ouvert de R est un ouvert de E.

3. Conclure.

Exercice 4 Soient f et g deux applications continues d’un espaces métrique (E,d) dans un espace
métrique (F,d′). On considère la partie A⊆ E, donnée par: A = {x ∈ E : f (x) = g(x)}. Montrer que
A est fermée dans E.

Exercice 5 Soit l’application f : (E,d)→ (F,δ ). Montrer que

1. f est ouverte⇔ ∀A⊆ E : f (Å)⊆
˚

f̄ (A)

2. f est fermée⇔ ∀A⊆ E : f (A)⊆ f (A).

Exercice 6 Soit l’application f : (E,d)→ (F,δ ). Montrer que

1. f continue et ouverte⇔ ∀B⊆ F : f−1(B̊) =
˚

ḟ−1(B)

2. f continue et fermée⇔ ∀A⊆ E : f (A) = f (A).

Exercice 7 Soit la fonction f : (R, |.|)→ (R, |.|), telle que :

f (x) = x2, f (x) =
1

x2 +1
,

les fonctions suivantes sont continues , ouvertes ou fermées?
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Exercice 8 Etudier la continuité uniforme des fonctions suivantes:

1. f : (R, |.|)→ (R, |.|) définie par : f (x) = sin(x).

2. g : (R, |.|)→ (R, |.|) définie par :g(x) = sin(x2).

Exercice 9 Soit f : (E,d)→ (F,δ ) une application.

1. Vérifier qu’une application Lipschitzienne est uniformément continue.

2. Montrer qu’une application uniformément continue est continue.

Exercice 10 Soit f :]a,b[→ R une fonction Lipschitzienne et dérivable. Montrer que f ′ est bornée.
Est-ce que la fonction f (x) =

√
x, ∀x ∈ R∗+ est Lipschitzienne?

Exercice 11
1. Montrer que la fonction f : (]0,1[, |.|)→ (]a,b[, |.|) définie par : f (x)= a+(b−a)x est un homéomorphisme.

2. Même question pour la fonction f : R→]0,+∞[ définie par : f (x) = ex.
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