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TRAVAUX DIRIGÉS 4
Compacité et Connexité

Exercice 1 Lesquels des sous-ensembles de R (R2) sont compacts?

(a) {(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} (b) {(x,y) ∈ R2 : x≥ 1 et 0≤ y≤ 1
x
} (c) Q (d) Q∩ [0,1]

(e) {(x,y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} (f) {(x,y) ∈ R2 : 0≤ x≤ 1 et y = x2} (g) [0,+∞[

Exercice 2 Soient (E,d) un espace métrique compact et f : (E,d)→ (F,d′) une application continue.

Montrer que f (E) est une partie compacte.

En déduire que f est application fermée.

Exercice 3 Soient (E,d) et (F,d′) deux espaces métriques avec (E,d) compact. Soit f : E → F une
application continue et bijective.
Montrer que F est compact et que f est un homéomorphisme.

Exercice 4 Lesquels des sous-ensembles de R (R2) sont connexes?
1) Q 3) {(x,y) ∈ R2 : xy > 1}
2) {(t,et)/t ∈ R} 4) R2 \ ([0,1]×R)

Exercice 5 Soit A une partie connexe d’un espace métrique (E, d). Si B est une partie de E telle que
A⊆ B⊆ A, alors B est connexe.

Exercice 6 Soit f : (E,d)→ ({0,1},δ ) où δ est la distance discrète. Montrer que E est connexe si
et seulement si l’application f est constante.

Exercice 7 Soit f : (E,d)→ (F,d′) une application continue. Montrer que si E est connexe, alors
f (E) est connexe.

Exercice 8 Soient A et B deux parties connexes d’un espace métrique (E,d), telles que A∩B 6= /0.
Montrer que A∪B est connexe.
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