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Exercices supplémentaires (Algèbre2)
Espaces vectoriels

Exercice 01 :
Déterminer les quels des ensembles E1,E2 et E3 sont des sous espaces vec-

toriels de R3.

E1 =
�
(x; y; z) 2 R3; 3x� 7y = z

	
E2 =

�
(x; y; z) 2 R3;x+ y + z = 0

	
E3 = f(x; y; z) 2 R3;x = 2y = 3zg

Exercice 02 :

Soit E = F (R;R) l�espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F
le sous-espace vectoriel des fonctions paires

F = ff(�x) = f(x) pour tout x 2 Rg

et G le sous-espace vectoriel des fonctions impaires

G = ff(�x) = �f(x) pour tout x 2 Rg

-Est ce que F et G sont des sous espaces vecoriels ?

Exercice 03 :
Les familles suivantes sont-elles libres ?

u1(2; 3); u2(1; 5) dans R2;
v1(1; 0; 1); v2(0; 2; 2); v3(3; 7; 1) dans R3;
w1(1; 0; 0); w2(0; 1; 1); w3(1; 1; 1) dans R3

1= Est-ce que fu1; u2g est une base de R2:
2= Est-ce que fv1; v2; v3g est une base de R3 .

Exercice 04 :
Déterminer une base et la dimension de chacun des espaces suivants :

E1 = f(x; y; z) 2 R3;x� 2y + z = 0g
E2 = f(x; y; z) 2 R3;x = 2y = 3zg
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Solutions des exercices suplémentaires
Exercice 01 :

Dé�nition d�un sous espace vectoriel.
Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace

vectoriel si :
� 0E 2 F ,
� u+ v 2 F pour tous u; v 2 F;
� �:u 2 F pour tout � 2 K et pour tout u 2 F .

E1 = f(x; y; z) 2 R3; 3x� 7y = zg est un sous espace vectoriel si :
� 0R3 2 E1
� Soient X = (x; y; z)et X0 = (x0; y0; z0) deux éléments de E1. Alors X +

X0 = (x+ x0; y + y0; z + z0) est aussi élément de E1. En e¤et,
3(x+ x0)� 7(y + y0) = z + z0
De même, on prouve que pour tout � 2 R, �:X est élément de E1. E1 est

donc un sous-espace vectoriel de R3.
-La même methode pour E2; E3:

Exercice 02 :
C�est très simple à véri�er que F et G sont des sous-espaces vectoriels de

F (R;R). par exemple pour F :
(a) la fonction nulle est une fonction paire,
(b) si f; g 2 F alors f + g 2 F;
(c) si f 2 F et si � 2 Ralors �:f 2 F . F est un espace vectoriel (de même

pour G):
Exercice 03 :
Dé�nition
Une famille fv1; v2; :::; vpg de E est une famille libre ou linéairement in-

dépendante si toute combinaison linéaire nulle

�1v1 + �2v2 + :::+ �pvp = 0

est telle que tous ses coe¢ cients sont nuls, c�est-à-dire

�1 = 0; �2 = 0; :::; �p = 0

Dans le cas contraire, c�est-à-dire s�il existe une combinaison linéaire nulle à
coe¢ cients non tous nuls, on
dit que la famille est liée ou linéairement dépendante. Une telle combi-

naison linéaire s�appelle alors une relation de dépendance linéaire entre les
vj .
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fv1(1; 0; 1); v2(0; 2; 2); v3(3; 7; 1)g est une famile libre dans R3 si et seulement
si

�1v1 + �2v2 + :::+ �pvp = 0() �1(1; 0; 1) + �2(0; 2; 2) + �3(3; 7; 1) = 0

,

8<: �1 + 3�3 = 0
2�2 + 7�3 = 0

�1 + 2�2 + �3 = 08<: �1 = �3�3
�2 = � 7

2�3
�3 = 0

() �1 = �2 = �3 = 0

Donc fv1(1; 0; 1); v2(0; 2; 2); v3(3; 7; 1)g est une famile libre dans R3:

Dé�nition
Soient v1; v2; :::; vn des vecteurs de E. La famille B = (v1; v2; :::; vn) est une

famille génératrice de l�espace vectoriel E
si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs v1; v2; :::; vn.
Ce qui peut s�écrire aussi :
8v 2 E , 9 �1; �2; :::; �p 2 K, v = �1v1 + �2v2 + :::+ �nvn
On dit aussi que la famille (v1; v2; :::; vn) engendre l�espace vectoriel E.
Cette notion est bien sûr liée à la notion de sous-espace vectoriel engendré :

les vecteurs v1; v2; :::; vn forment
une famille génératrice de E si et seulement si E = V ec(v1; v2; :::; vn):

Dé�nition (Base d�un espace vectoriel).
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille B = (v1; v2; :::; vn) de vecteurs de

E est une base de E si B est une famille libre et génératrice.
Théorème
Soit B = (v1; v2; :::; vn) une base de l�espace vectoriel E. Tout vecteur v 2 E

s�exprime de façon unique
comme combinaison linéaire d�éléments de B. Autrement dit, il existe des

scalaires �1; �2; :::; �p 2 K uniques
tels que :

v = �1v1 + �2v2 + :::+ �nvn

�fv1; v2; v3g est une base de R3 ,
1)� fv1; v2; v3g est une famile libre
2)� fv1; v2; v3g est une partie génératrice

�fv1; v2; v3g est une famile libre d�aprés la question précédente
fv1; v2; v3g est une partie génératrice, 8(x; y; z) 2 R3;9(�; �; ) 2 R :

(x; y; z) = �v1 + �v2 + v3
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(x; y; z) = �(1; 0; 1) + �(0; 2; 2) + (3; 7; 1)

,

8<: x = �+ 3
y = 2� + 7
z = �+ 2� + 

,

8<: x� 3 = �
y � 7 = 2�

z = x� 3 + y � 7 + 

,

8<: � = 2x+y�z
3

� = 1
18 (�7x+ 2y + 7z)
 = x+y�z

9
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