Cours Vibrations 2019-2020

Chapitre 2 : Systéemes a deux degrés de liberté

Les systéemes a deux degrés de liberté font partie des systemes a N degres de liberté. Leur
petite taille facilite la compréhension de méthodes plus générales. On introduit dans ce
chapitre la méthode modale utilisée dans le calcul des systéemes a grande taille.

Les deux degrés de liberté concernent les deux mouvements x; et X, des deux masses m; et
mo.

1. Systémes non amortis
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Figure II.1

Les deux masses se déplacent sans frottement sur le plan horizontal et soumises a des forces
extérieures dans la direction du mouvement (Figure 11.1). La résultante des forces appliquées
a chaque masse est donnée par :

myXy = —kyxy — ka(xg — x2) + F1(b)
myX, = —ky(xg — x1) — kaxy + Fa(t)
ou encore sous la forme :
mqXy + (ky + ky)xy — kpxp = Fi (D)
myXy + (ky + k3)x; — koxy = Fa(t) -

L’écriture matricielle des équations du mouvement des systeémes a 2 ddl ou plus facilite les
calculs. Les équations (11.1) prennent la forme :

m1 O ]{xl} [kl + kz _kz ] xl _ {Fl(t)}

[ 0 mz 5&2 + _kz kz + k3 {xz} - Fz(t) (“2)
On remarque que les éléments extra-diagonaux de la matrice raideur sont non nuls. Ce sont
les éléments de couplage. lls présentent les raideurs liants les masses. Pour les éléments de la

diagonale, la masse m; est directement attachée aux deux ressorts k; et k,. La masse m, est
attachée au seul ressort K.

Notons, M = ["(;1 TSZ] K= [kl_zzkz kz_f2k3]’ X = {2} et F(t) = {28} (11.3)

M : la matrice masse, K : la matrice raideur , x : vecteur des déplacements, et
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F(t) Vecteur forces extérieures

Les équations (I1.2) s’écrivent donc sous la forme :

M#% + Kx = F(t) (11.4)

1. Mouvement libre
La force F(t)=0, I’équation (I1.4) devient :

M+ Kx =0 (11.5)
Pour faciliter les calculs, on suppose la solution est de la forme :

x = Xel®t (11.6)
Remplacgons (11.6) dans (11.5) :
X = joXel®t ¥ = —wiXel®t

(—w?M + K)Xe/®t =0 (11.7)
Comme e/®t = 0
Le systeme (I1.7) est de la forme :

AX=0 (11.8)

avec

A=—-w’M+K (1.9)

A s’appelle la matrice dynamique.

Si A est inversible ; det(A)#0, A71AX = 0 =X=0 quelque soit t, solution triviale car on n’a
aucun mouvement.

Donc, pour que X+#0, il faut que A soit singuliére ou non inversible et donc det(A)=0.
On applique la condition de singularité a la matrice dynamique (11.9) :
Det(—w?M + K)=0 (11.10)

Remplacgons les matrices M et K données par (I1.3) dans (11.10) :

et [T ]+ [ )=
2

-k, ky, + ks
|—(1)2m1 + (kl + kz) _kz _ 0
_kz _(Uzmz + k2 + k3 N
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mymuw®* — (my (ky + k3) + my(ky + k) w? + (ky + k) (ky + k3) — kik, =0

C’est une équation de degrés 2 pour une variable w? et admet deux solutions w,2et w,2d’ou :
w=Fw; et w = Fw, (1.12)

w1, wysont les fréquences propres du systeme.

La matrice A est fonction de w?, les deux valeurs de w? donnent 2 matrices A (11.9) et donc 2
vecteurs X (11.8).
(_(l)le + K)Xl = 0
(1.12)
(_a)ZZM + K)XZ == O

X, et X, sont les formes modales, les formes propres ou les modes qu’on notera par la suite
d, et d,. lls sont détermines a une constante multiplicative pres.

La solution x(t) (11.6) est une combinaison linéaire de X;et/®1t et X,et/®2t de la forme :
x(t) = (a,e/1t + ayeO1)X, +(Bre/ 92 + Bre T 92HX, (11.13)
Les coefficients a;et B; dépendent des conditions initiales.

a;et B; sont complexes, la solution x(t) réelle. 1l faut que la partie imaginaire de (a,e/®:t +
aye91t) et de (Bre/ @2t + Be /@2t soit nulle. Dans ces conditions, x(t) peut s’écrire :

x(t) = Aysin(w,t + @)X + Azsin(w,t + @2)X, (11.14)
Les amplitudes A; et les phases ¢; dépendent des conditions initiales.
L’équation (II.13) montre que chacune des 2 masses oscille avec les fréquences w4 et w,.

Exemple

Soitlecasou k, =k, =k; =ketm; =3m,m, =m

m=Lo olr=[2 %
4= [Zk —_3;me2 2k —_Ircna)z]
Det(4)=|2k —3mw®  —k | = 3mPw* — 8mkw? + 3k = 0

-k 2k —mw

Dont les solutions sont :

w2 = 045145 @, =0.6718
m

k
m
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w,? =22152% @, = 1.488\/E
m m
L’équation (I1.8) s’écrit pour w;? :

Aw )Xy = Al ")y = k [0'6—4158 1. 5486 [ ] B [8]

® est déterminé a une constante prés, donc si on prend par exemple x] =1 on trouve

1
1— —
x1=0.6458 et &, = [0_6458]

Méme calcul de X pour w,?;
4, 64-56 0
A0 )Xy = Ay = k| 0. 2152 [ ] N [0]

Pour x7=1, x3=-4.6456 et &, = [ _, | _ |

Et la solution (I1.14) sera,

x(t) = Assin(wqt + @) [O 6158] + A,sin(w,t + @) [_4 61456]

Avec les conditions initiales :

=[] s =[]

Pour généraliser la solution pour tous les systemes a 2ddl, on considere les 2 modes sous la

forme : &, = [Cll] b, = [Clz]

X109 = A1Sin @1 + A,sin @,

Xo0 = C1 A1sin @1 — C, Aysin @,

X190 = A1w1cos @1 + A,w,c0S @,

X509 = C; Aywqcos @, — C; A, w,c0S @,

(ex-1)

Dans ce systeme de 4 équations, on cherche les 4 inconnues : A4, A,, @1, @,

les deux premieres équations de (ex-1), donnent les A; en fonction des ¢; :

1 Cy X10—X
A1 = sin 2Clzc = (EX-Z)
P1 2—C1

1 Xp0—C1 X
Az = sin 20C —1C = (EX-3)
P2 2—C1

Qu’on remplace dans les 2 dernieres équations (ex-1) avec (ex-2) et (ex-3), on trouve :
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X Ci X
atan (w, —xzz‘; Cllxll:))
Xp0—C1 X
tan @, = w, =>—— = @, = ou (ex-5)
X20—C1X10 X20—C1 X190
atan (w, ~———) +m
X20—C1X10

Cz 10 xzo

De (ex-2), on a sign(sin ¢4 )= sign( ) car A; = 0 ; donc on a une solution de (ex-5)

X20—C2 X190

atan (w, Yoo —Cotis
Xp0—Co X
tan @, = w; =—-1 = @, = ou (ex-6)
X20—C2%X19 X20—C2 X19
atan (w, ————)+ 7
X20—C2X10

X20—C1 x10)

et sign(sin ¢p2)= sign(=_—

prenonS par exemple . X109 = X109, x20:0, 5610:0, 5620 =0

—4.6456 X10

7T 2x1o xzo —
)= Sgn(—4.6456—0.6458) = sign(x1o)

on trouve ¢ = -, sign(¢4)=sign(

donc si x;0>0 @, = +§, sinon @, = —

—4.6456 x19

et (ex-2) donne 4, = —————"—

=0.8779 x;,

1x10

de (ex-6) ¢ = - ,Sign(fpz)=3i9n(x2 —)=sign(xy0)

—0.6458 x4

et (ex-3) donne ———
—4.6456—0.6458

=0.1220 x,,

etenfin : x(t) = 0.8779 xypsin (w1t +5) [ 2 ] +01220 xp5in (wpt +2) [

0.6458 4, 6456]

Remarque

Dans le cas d’un mouvement libre, pour que les masses vibrent seulement avec la premiére
fréquence, il faut que 4, = 0; c.ad., =2 = (.

X10

Elles vibrent avec la deuxiéme fréquence, si 4, = 0 ;=2 =,

X10
Quelques propriétés
OIMD, =0
(11.15)
OLKD, =0

On dit que les modes sont orthogonaux par rapport aux matrices M et K.

t t —
DIMD, et D;M D, = masses modales (11.16)

OIKD, et DEKD, = raideurs modales
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2. Mouvement forcé
Excitation harmonigue

Le second membre du systeme (I1.4) est une force a deux composantes (une pour chaque
masse) de la forme :

Fi(t)
F(t)

On peut utiliser la notation complexe :

F()= [

F(t)= /¥ [2] (11.17)

Avec F; nombre complexe, contient la phase i de F(t) et indépendant de t.

La solution de (I1.4) est la somme de la solution du systeme sans second membre (elle est
transitoire car il y a toujours présence de I’amortissement dans les systémes réels) et une
solution particuliere du systéeme avec second membre (solution permanente).

La solution particuliére peut s’écrire sous forme complexe :
oL TX
_ piat |71
x(t) =e [xz] (11.18)

Avec x; complexe contenant les phases de x(t)

Remplagons (11.18) dans (11.4):

-] =]

Ou encore :
AX =F (11.19)
X=A"1F (11.20)
-1 _ 1 Az —A21]t
det (A) =412 A1
-1 — 1 —.szz + kz + k3 k2 ]
det (A) kz —.szl + (k1 + kz)

det (4) = mym,Q* — (my(ky + k3) + my(ky + k) Q% + (kg + ky) (ky + k3) — kqk,

det(A)#0 quand () # w,0u w,
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1 [—szz +k, + ks k, ] [Fl]
det (A) kz _szl + (kl + kz) FZ
X(t) = e/ (—Q%my + ky + k3)Fy + kyF, ]

— det (A) Lk, Fy + (—=Q0%my + (ky + ky)F,

Prenons les mémes valeurs de I’exemple de la section précédente avec F=[Flsnt)(ﬂt)].
La premiére composante est la partie imaginaire de F; e**.
La réponse sera donc Im(X(t)).

X&) = Im( e/ [ (=Q%m, + k, + k3)F; + k,F, l

det(A) kzF]_ + (_szl + (kl + kz))Fz

[ (—Q%m + 2k)
204 — 2 2
X(t) = |3m Q* — 8mkQ? + 3k

k

]
IF sin (Qt
| 1 ( )
3m20* — 8mkQ? + 3k2J

<_( k!;m)2+2>

1

X(0)/() = (7o) 2 zf;m)zﬂ

5(m) ~olm)

sin (Qt) (11.21)

On remarque que les fréquences € qui annulent le dénominateur sont celle données par
I’équation (I1.10) et se sont les fréquences propres du systeme. Donc quand la fréquence de la
force d’excitation harmonique est égale ou au voisinage de I’une des fréquences propres du
systéme, I’amplitude des vibrations est infinie. C’est le probléme des systémes non amortis.
La figure (II.1) montre I’amplitude de la réponse en fonction de la fréquence d’excitation.
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Amplitude de la masse 1 d1 systeme a 2ddl & une excitation harmonique

abs(xL/(F/K))
w
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Q/sqrt(k/m)
Amplitude de la masse 2 d1 systeme a 2ddl & une excitation harmonique
6
5
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abs(x2/(F/k))
w
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Q/sqrt(k/m)
Figure (11.1)
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