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Solution des exercices (1) et (3), série de TD 3

Solution de l'exercice 1

1) Soient T € B(H), et x, y € H. Alorson a

:<T(x+y),X+y> —(T(x-)x-y)+i(T(x+iy),x+iy) —i(T(x - iy),x - iy>]

—<Tx+ Ty,x+y)—(Tx—Ty,x—y>+i(Tx+iTy,x+iy)—i(Tx—iTy,x—iy}]

:<Tx,x> H(Tx,9) +(Ty, %) +(Ty,9) =(Tx,x) =(Tx,=y) = (~Ty,x) = (=Ty,=y) + i{Tx, x)
KTx,iy)+i(iTy,x)+i{iTy,iy) —i{Tx,x)—i{Tx,—iy)—i(—iTy,x) —i{-iTy, —iy}]
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+
i:<Tx,x> +{(Tx,9) +(Ty,x) +(Ty,y) —(Tx,x) +(Tx,9) +(Ty,x) —(Ty,y) + i{Tx,x)
+

(Tx,9) =Ty, %) + Ty, ) = i{Tx, x) +(Tx,9) =(Ty,x) =Ty, y)

Apres simplification, on obtient

:i[(Tx,w +(Tx,9)+(Tx, ) +(Tx,p)

o)
=(Tx,7).

2) a = b. Cette implication est évidente.
b= a.Soient T, S € B(H) et x, y € H. De la question 1, on trouve

(T2, ) = §[(Tlx+ ), x+9) ~(T(x=9)x =)+ (T e+ i)+ i9) = T (e = i) x—ip)],

et (Sx,p) = i[(S(x+y),x+y> —(S(x =), x—p)+i(S(x +iy),x + ip) —i{S(x —ip),x — iy)]
Par I'application de (b), on a
(Tx+9),x+9) =(S(x+y),x+ ) (T(x-9),x =) =(S(x = p), x =) (T(x +iy), x +iy) =
(S(x+1iy),x+iy)yet(T(x—iy),x—1y) =(S(x—iy),x —ip).
On conclut que,
VxeH, (Tx,y) = (Sx,p).
D’ou, T =S.
¢) Si T est auto-adjoint ( T = T™), alors pour tout x € H, on a

(Tx, x)=(x, Tx) =(Tx, x).

Donc (Tx, x) € R.

Inversement. On suppose que (Tx, x) € R. Alors on a

(Tx, x)={x, T*x) =(T"x, x).

D’apres la question précédente, on déduit que T = T*. Donc T est auto-adjoint .



Solution de ’exercice 3
1) Montrons que ||T|| = ||T*||. Si T = 0, alors 1’égalité est évidente. On suppose que
T = 0. Pour tout x € H, on a
ITx||? =(Tx, Tx) ={(T*Tx, x)
D’apres 'inégalité de cauchy, on trouve
ITx|> < I T*Txllllxll < I T[Tl
Donc
sup || Tx[|*> <[ T*|[I|T]l.
llxlI<1
Par conséquent,
ITII> <IIT*ITI
Ce qui implique [|TI| < T[] . ....(*)
D’autre part, si on remplace T par T dans l'inégalité (*), on obtient ||T*|| < ||[(T*)*|| =
ITl-
On conclut que ||T|| = ||T7| .
2)Ona(TT) =(T*)*T*=TT". Donc TT" est auto-adjoint.
Da méme, on montre que T*T est aussi auto-adjoint.
3) Puisque ||T|| = IT*|l, on a IT* T < IT*[ ITIl = ITINITN = ITI...... ().
D’autre part, pour x € (H);. on trouve
Tl I T

=T Tx]| ||l

> (T*Tx, x)|(Cauchy-Schwarz)

=KTx, Tx)|

= ||
2
Donc, | T*T|| 2 sup || Tx|l” = ( sup [ITx|) = IT|I*...... (+**).
llxll=1 lIxll=1
De (##) et (+**), on déduit que ||T||> = ||T*T||.
4) On suppose que T est inversible. Alors TT~! = T~!T = I. Par passage a 1’adjoint, on
obtient

(TTY)y =(T7'T)y =TI,
Donc (T~Y)'T* =TT~ ) =1,
On conclut que, T* est inversible et (T*)~! = (T~!)".

5) Montrons que R(T)+ = N(T)".
Soity € H.On a
yeR(T): < VxeH, (Tx,y)=0
—VxeH, (x,T'y)=0
—T'y=0
= ypeN(T).
Donc, R(T)t = N(T").
6) On suppose que T normal, donc TT* = T*T. Par conséquent
xeN(T)eTx=0<||Tx|> =0 (T*Tx,x) =0
Comme T normal, on trouve
xeN(T) e ||Tx|]? =0 & (Tx,Tx) =0 & (TT'x,x) =0 & (T*x, T*x) = 0 & ||T*x||* =
0o ||T*x||=0< x e N(T™).



