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Chapitre 1

Inverse généralisé

Dans ce chapitre E et F' sont deux espaces normés sur le méme corps K et B(FE, F)
Ialgébre des opérateurs linéaires bornés de E dans F . Le noyau d’un opérateur A &€
B(E, F) est le sous-espace défini par N(A) = {z € E : Az = 0} et son image est le
sous-espace R(A) = {Az : = € E}. Il est clair que N'A) est un sous-espace fermé de F,
alors que R(A) est un sous-espace de F' non nécessairement fermé.

Le Lemme qui suit est utile pour démontrer les résultats qui vont suivre.

Lemme 1.0.1. Soit P € B(H) une projection, alors R(P) est fermé et en plus on a
H = R(P)® N(P)

Preuve. Montrons que R(P) fermé.

Soit (yn)n € R(P) tel que y, — y € B(H). Alors

Donc

lim P(y,) = P(y) =v.

n—oo

Alors y € R(P) et donc R(P) fermé.
Comme P est une projection, alors P = P? et donc (I — P)P = 0.
Ce qui implique :

R(P) C N(I — P)
Il reste & montrer que N(I — P) C R(P)

Soit
xre€NI—-P)=(I-P)(x)=0
=z = P(z)
= x = PP(x)
= x = P(y) € R(P)
=z € R(P).
Donc :
N(I — P)C R(P)
d’ou
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N(I — P) = R(P)
Maintenant, montrons que H = N(P) & R(P)
onax= P(z)+ (I — P)(x)
comme P(x) € R(P) et (I — P)(x) € R(I — P) = N(P).
Donc :
r € R(P)NN(P)=0,

alors :

H = R(P)® N(P).

1.1 Inverse intérieur

Définition 1.1.1. On dit que Popérateur B € B(F, E) est un inverse intérieur de A si
ABA = A.

Proposition 1.1.1. (propriétés de l'inverse intérieur). Si B € B(F, E) un inverse inté-
rieur de A, alors :

1. AB et BA sont deux idempotents (projections)

2. R(AB) = R(A) et R(BA) C R(B).
3. N(BA) = N(A) et N(B) C N(AB).
4. E=N(BA)® N(BA) = N(A) ® R(BA).
5. F=N(AB)® R(AB) = N(AB) @ R(A).
6. R(A)N N(B) ={0}.

Preuve. 1. On a

(AB)? = (ABA)B = AB.
(BA)> = B(ABA) = BA.
2. Comme R(A) = R(ABA) C R(AB) C R(A), alors R(A) C R(AB) C R(A). Donc

R(AB) = R(A).

3. Comme N(A) C N(BA) C N(ABA) = N(A). alors N(A) C N(BA) C N(A). D’ou
N(BA) = N(A).

4. Comme AB une projection d’image R(A) et BA une projection de noyau N(A),
alors

E = N(BA) @ R(BA)
N(A)® R(BA).

et

5. Soity € R(A)NN(B), alorsy € R(A) ety € N(B).y € R(A),3x € E tel que Az =
y. Donc y = Ax = ABA(z) = ABy = A(0) =0, car y € N(B).
[l
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1.2 Inverse extérieur

Définition 1.2.1. On dit que l'opérateur C' € B(F, E) est un inverse extérieur de A si
CAC =C.

Proposition 1.2.1. (propriétés de linverse extérieur). St C € B(F, E) un inverse exté-
rieur de A, alors :

1. AC et CA sont deux idempotents (projections)

2. R(CA) = R(C) et N(A) C N(CA).

3. R(AC) C R(A) et N(AC) = N(C).

4. E=N(CA) @ R(C), F=N(C)® R(AC)

Preuve. 1. On a (AC)? = A(CAC) = AC et (CA)?> = (CAC)A = CA.
2. Comme R(C) = R(CAC) C R(CA) C R(C), donc R(CA) = R(C).
3. Comme N(C) C N(AC) C N(CAC) = N(C), donc N(AC) = N(C).

4. Comme CA est une projection d’image R(C) et AC est une projection de noyau
N(C), alors

E = N(CA) & R(CA)
N(CA) @ R(C)

et

F = N(AC) @ R(AC)
— N(C) @ R(AC)

1.3 Inverse généralisé
Définition 1.3.1. S € B(F, E) est un inverse généralis¢ de A si
ASA = A,
SAS =S.
Proposition 1.3.1. Si S € B(F E) un inverse généralisé de A, alors :
1. (AS)?=AS et (SA)? =
2. R(AS) = R(A), N(AS) = ()
3. R(SA) = R(5), N(54) = N(A)

J. E=N(A) @ R(S), F = N(S) ® R(A)

Preuve. La preuve découle des deux propositions précédentes. O
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Exemple 1.3.1. 1. Soit A : R?® — R3 défini par
A(z,y, z) = (x,0,0),
et soit B : R? — R? défini par
B(x,y,2) = (2,4,0).
Alors pour (z,y,2) € R®. On a :

ABA(x,y,2) = AB(2,0,0) = A(x,0,0) = (2,0,0) = A(z,y, 2).

Donc B est un inverse intérieur de A.

000 0 1 0
2.Sit A=|100] €C3etC=|[0 —1 1] € C3 Par un calcul simple, on
1 10 0 0 0
0 1 0
trouve CAC = |0 —1 1] = C . Donc C un inverse extérieur de A. De plus
0 0 O
000
ACA=11 0 0] = A. Donc C un inverse intérieur de A. Par conséquent C un
110

inverse généralisé de A.

3. Si A € B(E, F) est inversible, alors S = A~! est 'unique inverse généralisé de A.

Théoréme 1.3.2. A € B(E,F) admet un inverse généralisé si et seulement si R(A)
fermé et N(A)) et R(A) possédent des supplémentaires topologiques dans E et F, respec-
tivement.

Preuve. (=). Supposons que A admet un inverse généralisé S € B(F, E), alors AS est
une projection borné sur R(A), donc R(A) fermé et on a

F = R(AS) ® N(AS)
= R(A) @ N(AS)

Alors R(A) posséde un supplémentaire topologique dans F'. De méme on a

E=N(SA) @ R(SA)
= N(A) @ R(SA)
Donc N(A) admet un supplémentaire topologique dans E.

(«<). Supposons que R(A) fermé, XY sont deux sous espaces vectoriels fermés dans E| F’
respectivement, tels que

E=NA)@®Xet F=Y & R(A)

Posons A la restriction de A sur X.
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~ montrons que A est injectif.

Soit x € X tq A(z) = 0 alors A(z) = 0 donc z € N(A). Comme z € X alors

€ XN N(A)={0}. Donc x = 0, d’ott A est injectif. )
— Montrons que A est surjectif (i.e. Vy € R(A),Jz € X tqy = A(z)).
Soit y € R(A) alors il existe z € V tq A(z) = y. Puisque

V=NA)a X,
alors il existe 1 € N(A) et x5 € X tq z = x1 + xo. Il s’ensuit que

Yy = A(Z) = A(l’l + SL’Q) = A(.Tl) + A(LL’Q) = A($2) = A(IQ)

Donc A est surjectif. D’ou A € B(X, R(A)) est bijectif et comme X et R(A) sont
fermés, alors par I'application du théoréme du graphe fermé on obtient A~! inver-

sible et A=' € B(R(A), X).
Posons S : FF — F

B A~Y(z) /si x € R(A)
ﬂ@_{o IsizeY

Montrons que ASA = A.
Soit x € E alors x = o1 + a9 ou’ x1 € N(A) et 29 € X.
ASA(z) = ASA(x1 + z2)
= ASA(x9) car 1 € N(A)
= ASA(z,) car A est la restriction de A sur X
= AAT  A(x,) car A(zy) € R(A)
= A(xq)
= Az + x2) = A(x).
alors S est un inverse intérieur de A.
Montrons que SAS = S.
Soit x € E alors x = x1 + x5 suivant la décomposition F' =Y @ R(A), donc
SAS(x) = SAS(x1 + z2)
= SAS(z2) car 1 €Y ,donc S(x;)=0
= SAA™ (29) car x5 € R(A)
= SAA Y (z5) car A7 (zy) € X
= 5(x2)
= S(x1 + z2) = S(z).

Alors S est un inverse extérieur de A. Donc S est un inverse généralisé de A.

]

Remarque 1.3.1. 1. En dimension finie tout opérateur admet un inverse généralisé.

2. L’inverse généralisé n’est pas unique. Il suffit de voir l’exemple suivant
Exemple 1.3.2. Soit le shift & gauche défini sur I'espace [*(N) par :

S, : 2(N) — (N)
(IL‘l,IQ,...> — (1'2,1'3,...).
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Considérons les deux opérateurs linéaires suivants :

S, : 2(N) —s 12(N)
([lﬁ'l,ZEg,...) — (0,1’1,1‘2,...),

et

T : I*(N) — I*(N)

(x1,22,...) +— (21,21, 29...).
Alors pour tout (z1,s,...) € I*(N) on a :
S1S.S1(x1, Ta, ...) = Si(x1, X9, ...),
et
SrS1Sy (1, o, ...) = Sp(x1, 79, ...).
Donc S, est un inverse généralise de S; et on a aussi :
SITS)(x1,x2,...) = ST (x2, 3, ...) = Si(x2, X2, 23...) = (T2, 3, ...) = S)(271, X0, ...),
et
TS T(x1,x9,...) =TS (21,21, 29...) = T(x1, 22, ...) = (1,21, 22...) = T(x1, 23, ...).

Donc T un autre inverse généralisé de S; tel que S, # T.



Chapitre 2

L’inverse de Moore-Penrose

Dans ce chapitre H un espace de Hilbert.

2.1 Sur 'image d’un opérateur linéaire borné

Théoréme 2.1.1. (Douglas 1966) Soit A, B € B(H), alors les propriétés suivantes sont
équivalantes :

(a) R(A) € R(B).

(b) 3 >0, AA* < \’BB*.

(c) 3CeB(H) tq: A= BC.

Preuve. 4= c.
Supposons R(A) C R(B).
Soit By la restriction de B sur N(B)=.

By : N(B)* — R(B)
r > By(z) = B(x)

By est un opérateur linéaire borné.
— By est injectif car Vz € N(B)*, on a :

By(z) =0= B(z) =0
= 1z € N(B)
— € N(B)nN(B)*
=z =0.

Comme By est injectif et fermé.
Alors By' : R(B) — N(B)* est un opérateur fermé. Posons C' = By ' A, puisque
R(A) C R(B). Alors

C:H— N(B)".

Comme C' fermé, H et N(B)* sont deux espaces de Banach alors C est borné
(d’apres le théoréme du graphe fermé).
Donc C' = By'A = A = ByC = BC car R(C) C N(B)*.

2
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e c—>b.
Supposons 3 C' € B(H) tq A = BC donc A* = C*B*.
Pour z € H :

(AA*z,z) = || A"z)?
= ||C* B x?
< ||C*|PP[| B ||*
< ||C*|X(BB*x, z).

Posons A = ||C*|| > 0 donc AA* < \*BB*.
o b= a.
Supposons 4 A > 0 tq AA* < BB*.
Soit l'opérateur D : R(B*) — R(A*) défini par Vz € H, D(B*(x)) = A*(x).
En effet Vy € R(B*),3z € H tqy = B*(x) = D(y) = D(B*(z)) = A*(x). Donc
DB* = A*.
D est linéaire.
Montrons que D est borné.

Soit y € R(B*),3z € H, tqy = B*(2)

8

IDy||* = | DB ()|
= [|A"z|*
= (AA"z, x)
< \(BB*r, 1)
< Bl

I Dy|I> < N|lyll* = |D(y)|l < Allyll et y > 0. Donc D est borné sur R(B*).
Donc par I'application du théoréme de prolongement par continuté, il existe D un
opérateur unique linéaire borné tq :

D : R(B*) — R(A*) et D(z) = D(z) pour z € R(B*) et ||D|| = || D]

Donc DB = A*.
Comme H = R(B*) ® R(B*)*.
Posons : S:H—H

[ D(z) size R(B).
Sle) = { 0 size R(B)

S est un opérateur linéaire borné et SB* = DB* = A*, alors BS* = A. Donc
R(A) = R(BS*) C R(B).

]

Remarque 2.1.1. Soit T € B(H), alors R(T') n’est pas toujours fermé. Il suffit de voir
l’exemple suivant :

Exemple 2.1.1.
T: I*(N) — [*(N)
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Soit x,(j) € I*(N) une suite telle que :

st <n

1 <n
51 >n
5,--+), mais y ¢ R(T). Donc R(T) n’est pas

~
8
3
—
<
S~—
|
o= A~
O

fermé.

Théoréme 2.1.2. Soient A, B € B(H). Alors on a :
(i) R(A) = R((AA")2).
(i) R(A)+ R(B) = R((AA* + BB*)3).
(iii) R(A) fermé si et seulement si R(AA*) fermé. Dans ce cas R(A) = R(AA"),
(iv) R(A) fermé si et seulement si R(A*) fermé.
)

Preuve. (i) On a AA* = (AA*)2(AA*)z. Alors

AA* < (AA*)3(AAY):
et
(AA")2(AA")2 < AA*.

En vertu du théoréme précédent, on obtient

R(A) C R((AA")?)
et
R((AA*)2) C R(A).

Donc R((AA*)z) = R(A).
(17) Soit T' € B(H) défini par :

T —

A B
0 0

]:H@H—LH@H.

R(T) = R(A)+ R(B). On a

. [A* 0 . [AA*+BB* 0 a1 [(AA*+BB%2 0
R P L]

Alors R(TT*)2 = R((AA* + BB*)z). D’apres (i), R(T) = (R(TT*)2). Donc

)-

=

R(A)+ R(B) = R((AA* + BB")

(7ii) Supposons que R(A) est fermé, alors
H = R(A) ® R(A)* = R(A) ® N(A*). D’autre part, on a
H=R(A) & R(A") = R(A") @ R(A*)" = R(A") @ N(A).
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Donc on peut écrire A sous la forme matricielle suivante :

A= [ﬁ; jj . R(A*) ® N(A) = R(A) ® N(A"),

Ay A\ R(A*) — R(A)
x  — Ay(z) = A(x).

Montrons que A; bijectif.

Ay injectif

Ona A;: A\ R(A) — R(A)

Soit x € R(A*) tel que Az = 0, alors Az = 0. Cela nous donne x € N(A)NR(A*) = {0}.
Ay surjectif.

Soit y € R(A), alors 3x € H y = Az. Comme z € H, donc Jz; € R(A*) et x5 € N(A)
tels que x = x1 + x9. Donc Ax = Az = Ajxq.

Par conséquent A; est un opérateur linéaire borné bijectif sur R(A*). Comme R(A*) et
R(A) sont fermés alors A; est inversible.

Ona Ay : A\ N(A) — R(A).

Soit © € N(A). On a Ayx = Ax = 0. Donc Ay = 0.

Ona A;: A\ R(A*) — N(A*).

Soit x € R(A*). On a Asx = Az € R(A) N N(A*) = {0}. D’ou A3 = 0.

Ay A\ N(A) — N(A*). Soit © € N(A). On a Ayz = Az = 0. Donc A4 = 0.

A AF 0

AA:[O 0

} :R(A) & N(A*) - R(A) & N(AY)

Comme A; est inversible, alors A; A} est un opérateur inversible dans B(R(A)), et Puisque
R(AA*) = R(A, A7), on obtient R(AA*) = R(A), d’ou R(AA*) est fermé.

Inversement, Supposons que R(AA*) est fermé, alors H = R(AA*) @ N(AA*).

Comme N(AA*) = N(A*), on obtient :

H = R(AA*) ® N(AA*) C R(A) ® N(A*) C H.

Dot R(A) = N(A*)*. Donc R(A) est fermé et R(A) = R(AA*).
(1v) Supposons que R(A) est fermé, alors on a R(A) = R(AA*), ceci implique que pour
tout x € H, il existe y € H tel que Az = AA*y, alors A(x — A*y) = 0. Par conséquent
r— A*y € N(A).

r=(r—A%y)+ Ay € N(A) + R(A")

Donc R(A*) = N(A)*; alors Vo € H,x € N(A) + R(A*). Donc H = N(A) + R(A*) et

comme N(A) N R(A*) = {0}( car R(A*)* = R(A*)+ = N(A)). Par conséquent

H=N(A)+ R(A")
N(A) & R(A*) (somme direct topologique)

Comme R(A*) C R(A*) , alors R(A*) = R(A*) (voir le TD.) D’ou R(A*) est fermé.
On obtient 'implication réciproque par passage a I’adjoint. O
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Remarque 2.1.2. Soit A € B(#H). Alors on a :
R(A) fermé <= R(AA*) fermé <= R(A*A) fermé < R(A*) fermé.
Dans ce cas R(A) = R(AA*) = R((AA*)3).

Proposition 2.1.3. Soit A un opérateur positif de B(H). Alors on a :

() R(A) C R(A%) et R(A) = R(A%),
(ii) R(A) est fermé si et seulement si R(Az) est fermé,
(i) A est inversible si et seulement si R(A) = H.

N

Preuve. 1. Ona A= A2 A3 Ceci implique R(A) C R(A
1

Montrons que N(A) = N(Az)
Pour x € H :

).

|AZz]|? =< Aig Aty >=< Az,z > .
Pour z € N(A), On a Az = 0 et donc [|Azz|[2 = 0. Alors A2z = 0. par conséquent
z € N(A2). D'oit N(A) C N(Az2), et comme A = Az Az, on trouve N(Az) C N(A).
Alors N(A) = N(Az), donc on obtient

R(A)est ferme' <= R(AzA?)est ferme
s R((A2)*A%)est ferme’
> R(A%)est ferme'.

3. (=). évident.
(<=) Supposons que R(A) = H. Alors R(A)* = {0} . Donc N(A*) = N(A) = {0}.

D’ou A est invesible.
O

2.2 L’inverse de Moore-Penrose

Définition 2.2.1. L’inverse de Moore-Penrose de T' € B(H) est 'opérateur T+ € B(H)
vérifiant

(( TT+T =T.
T+TT+ =T+,
(TT+)* =TT+,

| (TTT)* = T*T.

Si T existe, alors on dit que T est MP inversible.
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Remarque 2.2.1. o 07 =0 et (NA)T = AT, pour X # 0.

Pour tout T € B(H), (TT)* =T.

Si T est inversible alors T+ =T71.

Si P est une projection alors P = Py pyL Prp).

Si P est une projection orthogonale alors Pt = P.

TT™ est une projection orthogonale sur R(T), de noyau N(TT).
T*T une projection orthogonale sur R(T™), de noyau N(T).

Théoréme 2.2.1. Soit T € B(H). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1)
(i)
(i)

T posséde un inverse généralisé.
R(T) est fermé.

T+ emiste et il est unique.

Preuve. * (i) =(ii).

Supposons que S est un inverse généralisé de T'. Alors T'S est un idempotent sur

R(T). Donc R(T) est fermé.

(ii) = (iii).
Si R(T) est fermé, alors R(T™) est fermé aussi. Par conséquent
H=R(T*)® N(T) = R(T) ® N(T*). Donc T est sous la forme :

T = [7(;1 8} ' R(T*) ® N(T) — R(T) ® N(T*).

ou 17 est un opérateur linéaire borné inversible de R(7™) dans R(T).
Posons

S = [Tfl 0} . R(T)® N(T*) — R(T*) & N(T).

0 0
On a alors :
( TST =T.
STS = 8.
TS = (TS) = {IROW 8} .
ST = (ST)* = [IRE)T” 8} .

\
Donc S est l'inverse de Moore-Penrose de T'.

Pour montrer I'unicité, on suppose qu’il existe T}, T, deux inverses de Moore-
Penrose de T. Donc TT,", TT," sont deux projections orthogonales sur R(T) ce qui
implique TT;" = TT, . En multipliant cette Derniére équation a gauche par T},
et en utilisant la définition de I'inverse Moore-Penrose, on obtient T}" = T;7TT," .
Comme T}"T et T, T sont deux projections orthogonales de noyau N(T'), alors
THT =T, T. Done T = TP TTy =Ty

* (iil) = (ii) est vidente.
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Remarque 2.2.2. D’aprés la démonstration du théoreme précédent, on conclut que si
Uinverse de Moore-Penrose de T' € B(H) existe alors :

o R(T*) = R(T*T) = R(T*).
o N(T*) = N(TT*) = N(T%).
o H=R(T)® N(T*) et H=R(T+) & N(T).

2.2.1 Quelques relations entre I’adjoint et l’'inverse de Moore-
Penrose

le résultat suivant est une conséquence immédiate des deux théoréemes 2.2.1, 2.1.2
Théoréme 2.2.2. Soit T € B(E, F) alors les proprietés suivantes sont équvalentes :
(1) T existe
(2) (T*T)* existe
(3) (TT*)* existe
(4) (T*)* ewiste
Voici quelques propriétés de base souvent utilisées dans le calcul de I'inverse de Moore-
Penrose.
Proposition 2.2.3. Soit T € B(H). Si R(T) est fermé, alors on a :
(i) (T)" = (T7)".
(i) (T*T)" =T*(T")".
(iii) (TT*)Jr = (TH)*T+.
(iv) T*=TtTT* =T*TT*.
(v) TT = (T*T)*T* =T*(TT*)*.
(vi) (T*)T =T(T*T)* = (TT*)"T.
Preuve. (i) D’apreés la définition de T, on obtient :
1. (T+)*T*(T+)* — (T+TT+)* — <T+)*,
2. T*(TH)T* = (TT*T)* = T*.
3. (T*(TH)*)* =T T = (T+T)* =T*(T")*.
4. (THyT*) =TT = (TTH)* = (T*)*T™.
Donc (TF)* est U'inverse de Moore-Penrose de T™.
(i) Puisque on a :
1. T*TT+(T*T*T = T*TTH(TT)*T = T*TT*TT+T = T*T.
2. TH(TH)T*TTH(T+)* = TH(TT+HTTH(T)* = T*TTH(T+)* = T+(T+)".
3. (T*TTH(TH))* = THTTHT = T+T = (T+T)* = (TT+T)*(T+)* = T*TT+(T*)*.
A (TH(THTT) = (TH(T)T+T)* = T*T = TH(T+)*T*T.
Donc TH(T+)* est I'inverse de Moore-Penrose de T*T.
(iii) Se déduit de (ii), en remplagant 7" par T.
(iv) Comme T*T est une projection sur R(T*), alors on obtient
T* = THTT* = (THT)*T* = T*(TT+)* = T*TT+.

(v) Il est bien clair que TT = T (TT)*T™*. Par 'utilisation de (ii), on obtient la premiére
égalité de (v). De la méme méthode, on trouve la deuxiéme égalité de (v).
(vi) Se déduit de (v). O



2.2 L’inverse de Moore-Penrose 9

2.2.2 l’inverse de Moore-Penrose de Quelques matrices d’opéra-
teurs (2 x 2).

Soient E et F deux espaces de Hilbert.

Théoréme 2.2.4. Soit A € B(E), posons T = 181 (O) € BE® F). Alors T est MP
inversible si et seulement si A est MP inversible (i.e R(A) fermé) et dans ce cas T =

AT 0
0 0"
Preuve. Comme R(T) = R(A), alors
T+ existe <= R(T) fermé¢ <= R(A) fermé¢ <= A" existe.

: L. At 0
Il est facile de vérifier que T = o ol O
PR ‘ A 0
Théoréme 2.2.5. Soient A € B(E),B € B(F), posons T = 0o Bl € B(E @& F).

Alors T' est MP inversible si et seulement si R(A) et R(B) sont fermés et dans ce cas

+
T+ — H ;} € BE®F).

Preuve. On a R(A)® R(B) C E + F . Donc

T est M Pinversible <= R(T)ferme’
<= R(A) ferme' et R(B) ferme'.

: . 4 At 0
Il est facile de vérifier que T = 0 B+l ]
L ‘ A B
Théoréme 2.2.6. Soient A € B(E) et B € B(F,E), posons T = 0o ol € B(E& F).

Alors T est MP inversible si et seulement si R(A) + R(B) est fermé dans E et dans ce
cas

— {A*(AA* + BB*)* o}

B*(AA*+ BB*)* 0
Preuve. On a

p— [A B} {A* 0] _ [AA*+BB* 0]

0 0||B* 0 0 0"
Donc
R(T)ferme’ < R(TT")ferme
<= R(AA* + BB*)ferme
< (AA* + BB*)*emiste.
Dans ce cas X
R(AA* + BB*) = R((AA* + BB*)2) = R(A) + R(B).
D’aprés la proposition 2.2.3, on a
A*(AA*+ BB*)™ 0
+ O+
T =TTT)" =\ p(aa 4+ BB 0"
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Théoréme 2.2.7. Soient A € B(E,F) et B € B(F,E), posonsT = [El g € B(E®F).

Alors T est MP inversible si et seulement si R(A) + R(B) est fermé dans E et dans ce
cas

pr_ [0 AT(AA* 4 BB
~ |0 B*(AA* + BB*)*

Preuve. On a

.o 0
= [o AA*+BB*]'

Donc

R(T) ferme’ <— R(TT*)ferme'
R(AA* + BB*)ferme'
R((AA* + BB")? )ferme/
R(A) + R(B) ferme'.

Dans ce cas (AA* + BB*)* existe, alors

0 A*(AA* + BB*)*

(et
TH=TUTT)" = |y Be(AA*+ BB*)*

2.2.3 EP opérateurs

Définition 2.2.2. Soit A € B(H) a image fermée. On dit que A est un EP opérateur si
AAT = ATA

Exemple 2.2.1. Si A est inversible, alors A est un EP opérateur ( AA™ = A71A)

Théoréme 2.2.8. Soit A € B(H) a image fermée. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. A EP opérateur
2. R(A) = R(A").
3. N(A) = N(A*).

4. A= {%1 8] :R(A)® N(A*) — R(A) & N(A*), ou Ay € B(H) inversible.

Preuve. (1 = 2). Supposons que A est EP alors AAT = ATA. ce qui donne R(AAY) =
R(ATA). Donc R(A) = R(A*).

(2 = 3). Supposons que R(A) = R(A*). Alors R(A)* = R(A*)*. Donc N(A*) = N(A).
(3 = 4). Supposons N(A) = N(A*). On a

H = N(A")* @ N(A*) = R(A) ® N(A*) = R(A) ® N(A).

Donc
[Al A,

Ay AJ i R(A) @ N(A) — R(A) @ N(A).
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Il est clair que Ay = A3 = A4, = 0.
Montrons queA; est injectif.

A;: R(A) — R(A)

r — A(x) = Ax).

Soit x € R(A) tel que Ajx =0 = Ax. Donc z € R(A) N N(A) = {0}.
Montrons que A; est surjectif
Soit y € R(A), alors dx € H tel que Ax =y. Onax =x; &2y € R(A) & N(A). Alors
y = Ax = Axry = Ayx; et donc A; surjectif.
Comme R(A) est fermé, alors il est complet et puisque A; bijectif, alors il est inversible.
(4 = 1). Supposons

A= ﬁ‘)l 8] . R(A) @ N(A) —s R(A) & N(A),

ou A; € B(R(A)) inversible. puisque R(A) fermé, alors A" existe et

AT 0 ATl 0
+ 1 _ 1
a ==

Il est clair que AAT = AT A. ]

Remarque 2.2.3. On a

A= {“él “(ﬂ : R(A) @ N(A*) — R(A) @ N(A")

A est EP oprateur <= A; inversible et Ay = 0.

2.2.4 Opérateur normal & image fermée

Définition 2.2.3. On dit que 7" € B(H) est normal si T7* = T*T.

Proposition 2.2.9. Soit A € B(H) un opérateur normal a image fermée. Alors A est un
EP opérateur.

Preuve. Puisque A normal, alors N(A*) = N(A). Comme R(A) fermé alors d’aprés le
théoréme précédent, on trouve que A est EP opérateur. O

Remarque 2.2.4. L’ mplication réciproque n’est pas vraie. Il suffit de voir l’exemple
sutvant :

A0

Exemple 2.2.2. Soit T" = [0 0

] : H — H ou A inversible mais n’est pas normal.

Alors T n’est pas normal, car

. AA* 0 A*A 0 .
TT ——{O 0}7&l0 0]——TT
s AAT ATA
0 - 0
+ _ _ _ ot
TT—{O O}_[O 0}—TT.

Alors T est un EP opérateur.
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. Donc T n’est pas normal. A = [1 21 est inversible

1
Exemple 2.2.3. Soit T'= [0
0 01

S = N
o O O

1 -2 —2

-1
et A —[0 |

1 0
} Alors TT = |0 0. Il est facile de voir que TT* = T+T.
0 0

1
0
2.2.5 Isométrie partielle
Définition 2.2.4. On dit que T' € B(H) est une isométrie partielle si ||Tz|| = ||z||, Vz €
N(T)*.
Proposition 2.2.10. Soit T' € B(H) , alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est une isométrie partielle,
(2) T* est une isométrie partielle,
(3) TT* est une projection orthogonale sur R(T),
(4) T*T est une projection orthogonale sur Ker(T)*,
()
(6)

L
5 TT*T =T,
6) T"TT*=T*.
Preuve. Voir le cours du professeur Ameur Seddik . O

Théoréme 2.2.11. Soit T' € B(H) image fermée. Alors
T une isomtrie partielle <= TT =T".

Preuve. (=) Supposons que T est une isométrie partielle. D’aprés la proposition précé-
dente, on trouve

T =TT,
T =T*TT™,
TT* = Pr),

T*T - PN(T)L'

On conclut que T = T*.
(<). Supposons que Tt = T*. Ce qui implique que T' = TT*T, D’aprés la proposition
précédente T est une isométrie partielle. O

Corollaire 2.2.1. Soit T € B(H) a image fermée. Alors T est une isométrie partielle si
et seulement si T+ = T*.

2.2.6 Le produit de deux opérateurs Moore-Penrose inversibles

Remarque 2.2.5. Le produit de deux opérateurs Moore-Penrose inversibles n’est pas
toujours Moore-Penrose inversible. Il suffit de voir ’ezemple suivant

Exemple 2.2.4. Soit A € B(H) tel que R(A) n’est pas fermé. Posons

I 0 0 0
roft s [0 Y.
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0 0

T est MP inversible. De plus S? = [ AT

} = 5.5 Alors S est une projection donc

elle est MP inversible. Mais ST = [O O} n’est pas MP inversible car R(A) n’est pas

A0
fermé.(R(ST) = R(A))

Théoréme 2.2.12. Soient A € B(G, F), B € B(F,G) deux opérateurs a images fermées
et soient QQ € B(G) une projection de noyau N(A) et P € B(G) une projection sur R(B).
Alors

AB est M Pinversible <= QP est M P inversible.

Preuve.

AB est M P inversible (AB) ferme'
R(B) ferme’
R(P) ferme'
R(AP) ferme'
R((AP)*) ferme'
R(P*A*) ferme’
P*R(A*) ferme’

R
A
A

111ty

Comme R(A*) = N(A)t = N(Q)* = R(Q*) = R

—~

Q*) car () une projection. Donc

AB est M Pinversible <= P*R(Q")ferme
< R((P*Q*)")ferme
< R(QP)ferme

Corollaire 2.2.2. Soient A € B(F,G),B € B(G, F) a images fermées. Alors
AB est M Pinversible <= R(ATABB?") ferme'.

Preuve. Puisque AT A € B(F) est une projection de noyau N(A) et BB™ est une projec-
tion sur R(B). Alors par I'application du théoréme précédent, on trouve

AB est M Pinversible <= R(ATABB?") ferme'.

]

Théoréme 2.2.13. Soient E, F,G des espaces de Hilbert,et A € B(G,F),B € B(E,Q)
a images fermées. Supposons que R(AB) fermé. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. (AB)*AB = B*A*AB

2. R(BB*A*) C R(A*)
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Preuve. (2) = (1). Supposons que R(BB*A*) C R(A*). Comme
R(ATA) = R(AT) = R(A"),
alors on trouve AT ABB*A* = BB*A*. Par passage a ’adjoint, on obtient
ABB*(ATA)* = ABB”,
ABB*A*(A")* = ABB*
En multipliant cette derniére égalité & gauche par (AB)™, on trouve
(2.1) (AB)*ABB*A*(A")* = (AB)"ABB".
D’autre part, on a
R((AB)*AB) = R((AB)*) = R((AB)") = R(B"A"),

donc
(AB)"ABB*A* = B*A*.
De 2.1, on obtient
B*A*(AY)* = (AB)" ABB*,

on en déduit que
B*A*(AM)*(BT)* = (AB)TABB*(B™)".

(BTAYAB)* = (AB)*AB(B*B)*
— (AB)*ABB"™B
— (AB)TAB

Donc

(B*A*AB)* = (BT ATAB) = ((AB)*AB)* = (AB)*AB.

(1) = (2) Supposons maintenant que (AB)"AB = BT AT AB.
Comme (AB)"AB est une projections orthogonale sur B*A*, alors (AB)TABB*A*
B*A* et donc

BTATABB*A* = B*A*.
En multipliant cette égalité a gauche par 'opérateur ABB*B, on obtient
ABB*BB*A* = AB(B*BBY)A"ABB*A* = ABB*A*ABB* A*.

Par conséquent
ABB*(I — ATA)BB*A* =0
Alors pour tout z € H, on a
0 =< (ABB*(I — ATA)BB*A*)(x),z >
=< (I — ATA)BB*A*)(x), BB*A*(z) >
=< (I — ATA)BB*A*)(x),(I — ATA)BB*A*(x) >

car I — A* A est un projection orthogonale. Alors
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(I — A*A)BB*A* = 0.
Il s’ensuit que
R(BB*A*) C N(I — ATA) = R(ATA) = R(A").
On conclut que R(BB*A*) C R(A*). O

Théoréme 2.2.14. Soient A € B(G,F) et B € B(E,G) deux opérateurs a images fer-
mées. Supposons que R(AB) fermé. Alors les deuz propriétés suivantes sont équivalentes.

1. AB(AB)* = ABB*A*

2. R(A*AB) C R(B)
Preuve. On a

AB(AB)* = ABB*A* <= (AB(AB)")* = (ABB*A*)*
> ((AB)")'B°A" = (A")*(B*) " B' A"
— ((AB))'B'A" = (A")H(B)' B' A"
e (B*A") B A" = (A" (B")"B*A*

PuisqueR(AB) fermé, alors R(B*A*) est aussi fermé. D’aprés le théoréme précédent,
on déduit que
AB(AB)" = ABBTAT < R(A"AB) C R(B).

]

Théoréme 2.2.15. Soient A € B(G, F), B € B(E,G) deux opérateurs & images fermées.
Supposons que R(AB) fermé. Alors les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (AB)* = B¥A*;
(2) R(A*AB) C R(B) et R(BB*A*) C R(AY).

Preuve.
1 = 2. Cette implication est dérivée a partir des deux Théorémes 3.2.13 et 3.2.14.

2 = 1. Supposons que R(A*AB) C R(B) et R(BB*A*) C R(A*). Par 'application
des deux théorémes précédents on trouve :

o ABB+*A*AB = AB(AB)*AB = AB.
o (ABB*A*)* = (AB(AB)*)" = AB(AB)*.
o (B*ATAB)* = (AB)*AB)* = (AB)* AB.

Donc pour obtenir (1), il suffit de montrer que Bt ATABBTAT = BTA*.
On a

0 O
ou By € B(R(B*), R(B)) est inversible

Dans ce cas on obtient

B= {Bl 0] . E = R(B*) @ N(B) = G = R(B) ® N(B"),
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Bt 0

+ =
B[oo

] :G=R(B)® N(B*) = E = R(B*) & N(B).
D’autre part on a

A= {‘gl "(ﬂ :G =R(B)® N(B*) = F = R(A) & N(A4*).

Cela implique que

. [AiD* 0 . ,
AT = A:D+ :F=R(A) @ N(A*) = G=R(B)@ N(BY),
DT 0
ou D = A; A} + Ay Aj est positif dans R(A). .
Comme
. [Do
AdT = [0 0]’

alors R(D) = R(AA*) = R(A) car R(A) est fermé. Donc : D : R(A) — R(A) est

opérateur positif surjectif. D’ou il est inversible. Par conséquent

Aj(D)7 0] . .
At = [A;(D)‘l o] . F = R(A)® N(A*) = G = R(B) @ N(B").
Donc
AB = _AloBl 8} E=R(B)Y®N(B)= F=R(A) & N(A*) ... (1)
(AB)t = _(Algm 8} . F=R(A)® N(*%) = E = R(B*)® N(B)........ (2)

Comme R(A*AB) C R(B), alors par I'application du théoréme précédent on a :
AB(AB)"™ = ABBTA™ alors de (1)et (2) on obtient :

A\B(A1B)t = A\B\B{'At*D™t = A\ B, A; D!
Alors
A1By(AB))TA\B; = AjA;D 1A By.
Il s’ensuit
A1B; = AjATD7 YA By,
A1Bi By = A A;D A By By
A = AATD7A,.

D’autre part on a :
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BTATABBtAT Bl_lATDlAIOBlBl_lATDl 8
B Bi*AiDT'AAXD 0
- 0 0
B Bfl(AlA’{D_lAl)*D_l 0
- 0 0
B B{*A;D™ 0
a 0 0
= BTA*
Donc (AB)t = BT A" O



