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Chapitre 3

Le groupe inverse

3.1 Propriétés du groupe-inverse

Définition 3.1.1. Soit A € B(H). Le groupe inverse de A est 'opérateur B € B(H)
vérifiant :

ABA=A
BAB =B
AB = BA

Si A admet un groupe inverse, alors on dit que A est groupe inversible et on le note par
B = A*.
Remarque 3.1.1. Si A" existe, alors

1. A% est un inverse généralisé de A.

2. R(A) fermé.

3. AA# et A% A sont deuz projections tels que R(AA#) = R(A# A) = R(A) et N(AA#) =

N(A#A) = N(A).
4. A= AATA = AA2A¥ . et A% = A" AA* = (A¥)2A.

Proposition 3.1.1. Soit A € B(H) a image fermée. Alors A est un EP opérateur si et
seulement si A" existe et A¥ = AT,

Preuve. (=). Supposons que A EP opérateur, i.e. AAT = ATA donc A# = A*.
(«<). Maintenant si A% = A*, alors AAT = At A. Par conséquent A est EP. O

Théoréme 3.1.2. Soit A € B(H) a image fermée. alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. A* existe et il est unique,

2. H=R(A)® N(A),

3. R(A?) = R(A) et N(A?) = N(A),

4. U, W € B(H) tels que AU = A et WA? = A.
Preuve. 1 = 2. Supposons que A* existe, alors AA* = A*A. Comme AA? est une projec-
tion, on déduit que

H = R(AA") @ N(AAY).

On a R(AA*) = R(A) et N(AAF) = N(A*A) = N(A). Donc
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H=R(A) @& N(A).
2 = 3. Supposons que H = R(A) @& N(A), alors
A(H) = AR(A) & A(N(A)) = R(A?).
Donc R(A) = R(A?). Comme N(A) C N(A?), alors il suffit de montrer que N(A?) C
N(A).
V€ N(A%) = A% — 0,
= A(Az) =0
— Az € N(A) N R(A)
= Ar =0
=z € N(A).
Donc N(A?) C N(A).
3 = 4. Supposons que R(A?%) = R(A) et N(A?) = N(A). alors R((A*)?) = R(A*). Donc
R(A) C R(A?) et R(A*) C R((A*)?)

Par I'application du théoréme de Douglas, il existe deux opérateurs U, B € B(H), véri-
fiant :

A= AU
A* = (A*)’B
Ce qui implique
A= AU
A= B*A? =WA? (W = B¥)

4 = 1 Posons B = WAU et montons que A% = B..
Montrons maintenant I'unicité de A#. Supposons par ’absurde que A posséde deux groupe
inverses A¥et A différents. Comme

R(A}A) = R(A) = R(AF 4),

et
N(ATA) = N(A) = N(AT A).
Alors
AT A = ATA = AAT = AAT
Donc
AT = AT AAT = AT AAT = AT,
Ce qui contredit I’hypothése Afé #* A#. n

Proposition 3.1.3. Soient A, B € B(H). Si A* existe, alors on a
1. (A)# = A,
2. (AN# = (A%)*,
8. Pour toutn € N, (A#)" = (A™)#.
4. Si AB = BA alors A*B = BA¥.
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Preuve. 3- Puisque A et A# commutent, alors pour n € N on a
AY(AF)NAT = (AAF A" = A
(AF)TAM(AF)" = (AFAAF)" = (AF)",
AM(AF) = (AAF)" = (AT A" = (AF) A"
Donc (A#)" = (A™)#,

4- Supposons que AB = BA. Alors on a :
A*B = (A*)2AB = (A*)’BA = (A*)?BA’A* = (A*)?ABAA* = A* BAAY,
et
BA# = BA(A%)? = AB(A%)? = A¥ A’B(A%)? = A A?(A%)? = A¥ BAA?,

Donc
A7 B = BA”.

O

Remarque 3.1.2. Si A et B sont deux opérateurs groupe-inversibles tels que AB = BA,
alors de la proposition précédente on déduit que :

A% B = BA#  AB* = B¥* A, A#*B% = A% B#.
Proposition 3.1.4. Soient E et F' deux espaces de Hilbert et Soient A € B(E) , B €

B(F). On pose T = {A y

0 B} € B(E®F). Alors T est groupe-inversible si et seulement

A# 0

si A et B sont groupe-inversibles. Dans ce cas T = { 0 B*

} €eBE®F).
Preuve. Supposons que T7# existe et

T# = {CI CQ} € BE®F)

Cy C4
Comme

TT#T =T

THTT# = T#

TT# =T#T,

alors on obtient
AC1A=A ,C1AC, =C1, AC, = C1A
et
BCyB=B ,CyBCy=C4y,BCy=CyB.

Donc A et B sont G-inversibles et de I'unicité du groupe-inverse, on déduit que
A#:Ol etB#:C'4

Inversement. Supposons maintenant que A% et B# existe. On pose

A* 0
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Donc

TDT:[AA#A 0 ]:[A 0}

0 BB#B 0 B

AFAA* 0 A* 0
DTD—{ 0 B#BB#}_{O B#]_D’

AA* 0 AFA 0
TD_[O BB#}_{O B*B

|-or

Par conséquent T# = D.

3.2 Opérateurs d’ascente et de descente finis.

Définition 3.2.1. Soit A € B(H).

1. On appelle I'ascente de A, notée a(A), le plus petit entier naturel n tel que : N(A™) =
N(An+1).

a(A) = asc(A) = inf {n € N: N(A") = N(A"*1)}.
Si un tel entier n’existe pas, on pose a(A) = co.

2. On appelle la descente de A, notée d(A), le plus petit entier naturel n tel que
R(A™) = R(A™1).

d(A) = dsc(A) = inf {n € N: R(A") = R(A"1)}.
Si un tel entier n’existe pas, on pose d(A) = 0.

Remarque 3.2.1. Si A € B(H), alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. a(A) < oo et d(A) < o0
2. a(A) = d(A);
3. Il existe k € N, H = N(A*) @ R(AF).

Corollaire 3.2.1. Soit A € B(H). Alors
A est groupe inversible < ind(A) <1,
ot ind(A) = a(A) = d(A).
Preuve. Application directe du théoréme 3.1.2. O

Proposition 3.2.1. Soit A € B(H) a image fermée. Alors on a

A= Kl)l /ﬂ : R(A) ® N(A*) — R(A) @ N(A").

2. A est groupe-inversible si et seulement si Ajest inversible.

1 42
Dans ce cas A% = {Aé A10A21 € B(R(A) @ N(A"))
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Preuve. 2) =. On a

} . R(A) @ N(A*) — R(A) @& N(A).

Supposons que A” existe. On pose

Cy Oy

# _
A _[03 C,

} . R(A) @ N(A*) — R(A) & N(A*).

Comme

AFAAF = A#

AA#A = A
AA# = A# A,

alors on trouve

C1ACr = Cy
AlCl = ClAl

On conclut que A; est G-inversible et donc ind(A;) < 1.

{ A101A1 - 01

Montrons que A; inversible.

Soit y € R(A), alors 3z € H tel que A(z) = y. Comme A est G-inversible, alors
H = R(A) @ N(A),

et donc Jz; € R(A), dxo € N(A) tels que x = x1 + xo.
Ce qui implique

y = Az) = A(z1) = Ay(21)

Donc A; est surjectif. Par conséquent d(A;) = 0. Puisque ind(A;) < 1, alors a(A;) =
d(Ay) =0 et donc A; inversible.

Inversement. Supposons que A; inversible et posons

O JATY A?A,
¢= { 0 0

} € B(R(A) @ N(AY))

Il est facile de vérifier que

ACA=C
CAC =C
AC = CA,

Donc A# = C.



