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Correction de la série de TD 1

Algebre 4
Exercice 1. (1) Soit Fy le sous-espace engendré par uy. Alors on a :
x
v=\|y| €eFiLed3aeR, v=au.
z

Cette relation est équivalent a

rT=«

y—2x=0
Yy =20 &

z—3x =0

2z = 3«

2) Soit Fy le sous-espace engendré par uy et us. Alors on a :

x
v=|y| €y & 3>a bR, v=au + Bus.
z
Par conséquent
r=a—pf
Yy =2« Sr—-2y+2=0
z=3a+f
(3) de méme on trouve :
T r=a+28+7y a+280+v=x
v=|y| eFseda,8,yeR S y=2a+0 & —30—2y=y—2x
& z=7 V=2

Ce systeme triangulaire admet toujours une solution, quelques soient les wvaleurs
2,1y, 2. Donc F3 = R3

x
Exercice 2. (1) v = |y]| € E & 2 = =2y + z. Donc E = Vec(uy,us), ot u; =
z
—2 1
1 | ,us = [ 0. Cette solution n’est pas uniques.
0 1
(2) On a

x T =2z
v=|y| eF& L y=3z

z z=2z



(\V]

—_

Exercice 3. (2) Ker(u) = {(z,y,2

Donc F' est engendré par uy = (3
2)
(z,y,2) € Ker(u) < u(z,y,2) =

S 3/U$y, )_0R2}
= (0,0) si et seulement si

r+y+z2=0 x=0
=
—r4+2y+22=0 y=-
Donc Ker(u) = {(z,y,2) € R¥/x = 0,y = —z}. Par conséquent Ker(u) est le
sous-espace engendré par le vecteur (0, —1,1).
Déterminons maintenant 'image de u.Posons t = y + z, alors on trouve :
et comme (1,1) et (1,—1) sont linéairement indépendants, alors Im(u) = R?.

(3) dim(Ker(u)) =1 et dim(Im(u)) = 2.
Exercice 4. (2) (x,y,2) € Ker(u) < (z —y,—3x + 3y) = (0,0) & {z Z 8

Donc Ker(u) = {(0,0)}.
Trouvons maintenant l'image de u. Pour (z,y) € R? :
u(x,y) = (LL' - y)(17 _3)¢ alors ]m(u) = [{(L _3)}]

(3) Comme Ker(u) = {(0,0)}, lapplication w est injective, par contre elle n'est pas
surjective car Im(u) # R*( dim(Im(u)) =1 < 2.)

Exercice 5. (1) f(e1) =(1,2,0), f(e2) = (0,1, —1), f(e3) = (—1,-3,2).
(2) f1 =e1+2es+ 0es, fo =06 + ey —e3, f3 = —e1 — ez + 2e3.
(2) Ker(f)={0} et Im(f) = Vec(fi, fo, f3) = R®, car f1, fa, f3 une famille libre.

Exercice 6. (1)

6r —4dy — 4z =0 T =2z
(r,y,2) € Ker(f) & br—3y—42=0< 4 y=2z
r—y=20 z2=2z
Donc Ker(f) =vec(a), ot a = (2,2,1).

(1) f(a) =1(0,0,0), f(b) = (27270) fle)=(0,1,-1) =

(2) Montrons maintenant que Im(f) = Vec(b, c).
On a f(b) = (2,2,0) = 2(1,1,0) = 2b, ceci implique que b = 1f(b) = f(3b), car f
linéaire. Donc b € Im(f). Comme f(c) = ¢, alors ¢ € Im(f), et puisque Im(f) un
sous-espace vectoriel, alors on obtient Vec(b,c) C Im(f).
Réciproquement. Pour (x,y,z) € R3, on trouve :
flz,y,2) = (62 — 4y — 42)b+ (—x + y)c. Donc Im(f) C Vee(b,c) . On conclut que
Im(f) = Vec(b,c).



(3) Oui. En effet :
Ker(f) + Im(f) =R®

Ker(f)@[m(f)R3<:>{ et
Ker(f)nIm(f) = {0}

On a Ker(f)nIm(f)={0} cara ¢ Im(f).

D’autre part pour (x,y,z) € R® :

(x,y,2) = (—z+y+2)a+ 3z — 2y — 22)b+ (—z + y)c.
Par conséquent Ker(f)+ Im(f) = R3.



