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Série de TD 1.
Introduction a la Théorie des Opérateurs Linéaires

Exercice 1. Soient ||.||1 et ||.||2 deux normes sur lespace vectoriel E. Montrer que ||.||1 et ||.||2
sont équivalentes si et seulement si les deuz opérateurs d’identité Idy : (E,||.|1) — (E,||.||2) et
Idy: (E,|.]l2) = (E,||.]l1) sont bornés.

Exercice 2. Soient E un espace vectoriel normé et A : E — FE un opérateur linéaire. Montrer
que A est borné si et seulement si {x € E;||Azx| = 1} est fermé.

Exercice 3. Soient E et F' deux espaces normés sur le méme corps K et A : E — F un opérateur
linéaire.
1- Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) A borné,

(b) Il existe une suite bornée (xy,)n dans E telle que lim|| Az, || = oco.
2- Considérons lopérateur A : (R(X),||.||) = R, A(P) = P(2). Montrer que A est linéaire non
borné. A est il continu ?(Justifier). Est il lipschitzien ? (Justifier).
Exercice 4. 1- Montrer que les deux opérateurs suivants sont bien définis, lincaires, bornés,
continus et Lipschitziens puis déterminer leurs normes ( si c’est possible ) :

(a) Opérateur de décalage G gauche défini par A : (I2(R), ||.|2) — (I2(R),].]l2), A(z1,x9,...) =
(z2,x3,...).

(b) Opérateur intégrale de noyau K défini par A : (L2[0,1],].]l2) — (L2[0,1],]-]l2)), Af(t) =
fol K(t,s)f(s)ds, ou K est une fonction continue sur [0,1] x [0, 1].

Exercice 5. Soit ¢ € C[0, 1]. On considére l'opérateur suivant :
T: (00, L) — R 1
F—1r= [ soea

1
1) Montrer que T linéaire, borné et que ||T|| < / lo(t)| dt.
0
2) Soit (fn)n>1 une suite de fonctions dans C[0, 1], définie par :
n?p(t)
Ve, 1], Vn> 1, fo(t) = ——2)
a) Montrer que pour tout n > 1, Tf, >0 et || fn]loo < 1.

1
1
b) Montrer que pour tout n > 1, 0 < ‘Tfn —/ lp()] dt‘ <.
0 n

1
¢) En déduire que lim T f,, = / lo(t)| dt.

0
d) Montrer que pour tout n > 1, T'f, < ||T.



1
d) En déduire que/ () dt < |||
0

3) Déterminer ||T|.

Exercice 6. Soit E = C([0,1],R) muni de la norme || f||1 = fol |f(t)|dt. On consideére l'opérateur
A défini sur E par

AfG) = J7 f(t)de.
(1) Montrer que A est bien défini, linéaire et borné.
(2) Pourn € N, Soit f, =ne ™", x € [0,1]. Calculer || ful|1 et [|Afnl1-
(3) Déterminer || All.

Exercice 7. T': ((C([0,1],R), [|-|lo) = ((C([0, 1], R), [|.llo0), Tf(2) = f() = f(0),z € [0,1].
1) Montrer que T est bien défini, linéaire.
2) On suppose que C[0, 1] est muni de la norme ||.||so. Montrer que T est borné et trouver
dans ce cas ||T|.
3) On suppose que C10, 1] est muni de la norme ||.||;.
i) Montrer que T n’est pas borné .
( Utiliser la suite de fonctions f,(t) = (n+1)(1 —t)",Vn € N* et t € [0,1]).
it) T est il continu ?(Justifier). Est il lipschitzien ? (Justifier).
4) En déduire que :
i) ||+ |l1 et |- |loo me sont pas équivalentes.
ii) L’espace C[0, 1] est de dimension infinie.

Exercice 8. Considérons la suite d’opérateurs linéaires bornés (Ay)y, défini sur (12(C), ||.||2) par

An(l‘l,l‘z, ) = nQLH(Ztl,SUQ, )

(1) Montrer que pour tout n, A, est bien défini, linéaire et borné, puis calculer sa norme.
(2) Montrer que la suite (Ay)n converge uniformément vers l'opérateur nul.

(3) Utiliser deux méthodes différentes pour montrer que (Ay), converge fortement vers [’opé-
rateur nul.



