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Chapitre 2

Transformée de Laplace

2.1 Transformée intégrale

Définition 2.1. Soient X , Y deux espaces fonctionnels. Une trans-
formation intégrale est un opérateur linéaire T : X → Y défini
par :

T (x) : s ∈ R 7→ T (x)(s) =
∫
R

k(s, t)x(t)dt.

k(., .) est une fonction caractérise T , dite noyau de la transforma-
tion.

Exemples 2.1. 1. Pour k(s, t) = e−st ,s ∈ R, t ∈ C, la transforma-
tion est de Laplace.

2. Pour k(s, t) = e−2iπst ,(s, t ∈ R), la transformation est de Fou-
rier.

Définition 2.2. Une fonction x est dite d’ordre exponentielle α > 0
ssi,

∃C > 0, ∃T > 0 tel que ∀t > T, |x(t)|<Ceαt .

Alors, la transformation de Laplace d’une fonction x ∈ X est
donnée par

L (x(.))(s) :=
∫

∞

0
e−stx(t)dt,

= lim
τ→∞

∫
τ

0
e−stx(t)dt.
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6 CHAPITRE 2. TRANSFORMÉE DE LAPLACE

Exemples 2.2. Considérons la fonctions constante x(s) = 1 pour
s≥ 0 alors :

L (x(.))(s) =
∫

∞

0
e−st dt

= lim
τ→∞

(
e−st

−s

∣∣∣τ
0

)
= lim

τ→∞

(
e−sτ

−s
+

1
s

)
=

1
s
.

Exercice 2.1. Soit ρ > 0. Considérons la fonction x(s) = sρ .

1. Démontrer que

L {x(.)}(s) = Γ(ρ +1)
s(ρ+1)

, (s > 0).

2. En déduire la transformation de Laplace de la fonction f :

f (t) =
1√
t
.

Exercice 2.2. Calculer la transformation de Laplace de la fonction
x dans les cas suivants :

1.

x(t) =

{
t 0≤ t ≤ 1,
1 t > 0.

2. x(t) = tn, n ∈ N ;

3. x(t) = e−kt ;

4. x(t) = er f ( a
2
√

t
).

Exercice 2.3. Démontrer que la transformée de Laplace est une ap-
plication linéaire.
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Exercice 2.4. Calculer la transformée de Laplace d’ un polynôme
de degré n.

Exercice 2.5. Calculer la transformée de Laplace de la fonction x
dans les cas suivants :

x(t) = cosh(at +b),

x(t) = sinh(at +b).

Théorème 2.1. Supposons que ψ(s) = L (x(t))(s) pour Re(s)> 0,
alors

ψ(s−ρ) = L (eρtx(t)) ρ ∈ R, Re(s)> ρ.

Preuve. Nous avons

ψ(s−ρ) =
∫

∞

0
e−(s−ρ)tx(t)dt

=
∫

∞

0
e−steρtx(t)dt

= L (eρtx(t)).

Exemples 2.3. 1. Nous avons

L (t)(s) =
1
s2 (Re(s)> 0),

alors

L (teat)(s) =
1

(s−a)2 (Re(s)> a),

de plus :

L (tneat)(s) =
n!

(s−a)n+1 n = 0,1,2, . . . (Re(s)> a),
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2. Soit

x(t) =
{

(t−1)2 t ≥ 1
0 0≤ t < 1.

Alors

L (x(t))(s) = L ((t−1)2)(s)

= e−sL (t2)

=
2e−s

s3 , (Re(s)> 0).

Théorème 2.2. Soit x une fonction continue par morceaux sur [0,∞[

d’ordre exponentiel ρ . Alors

dn

dsn (x(.))(s) = L ((−1)ntnx(t))(s), n = 1,2,3, . . .(s > ρ).

(2.1)

Preuve. Pout tout s > ρ , nous avons

d
ds

(x(.))(s) =
d
ds

∫
∞

0
e−stx(t)dt

=
∫

∞

0

∂

∂ s
e−stx(t)dt

=
∫

∞

0
−te−stx(t)dt

= L (−tx(t))(s).

Théorème 2.3. (Transformée de Laplace d’une dérivée) Soit x une
fonction continue sur ]0,+∞[. Supposons que |x(t)| ≤Ceρt sur ]0,+∞[,
et si x′ est continue par morceaux sur ]0,+∞[, alors la transformée
de Laplace de la dérivée existe, de plus

L {x′(t)}(s) = sL {x(t)}(s)− x(0).
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Démonstration. Supposons que x′ est continue sur ]0,+∞[, nous avons

L {x′(t)}(s) =
∫ +∞

0
e−stx′(t)dt

=
[
e−stx(t)

]t=+∞

t=0 + sL {x(t)}(s)
mais

|x(t)| ≤Ceρt et s > ρ,

eρtx(t)→ 0, t→+∞,

alors [
e−stx(t)

]+∞

t=0 = 0− e0x(0) =−x(0).

Exercice 2.6. Supposons que toutes les dérivées successives d’une
fonction x sont continues sur ]0,+∞[, de plus |x(i)(t)| ≤ Ceρt pour
s > ρ , et que s(n) soit continue par morceaux sur ]0,+∞[.

Calculer L {x′′(t)}(s), L {x′′′(t)}(s) et L {x(n)(t)}(s), pour tout
entier n≥ 1.

Exemple 2.1. Calculons L (sin2
λ t) et L (cos2 λ t).

Soit x(t) = sin2
λ t, alors

x′(t) = 2λ sinλ t cosλ t = λ sin2λ t

L (λ sin2λ t) = sL (sin2
λ t)− sin2 0,

L (sin2
λ t) =

1
s
L (λ sin2λ t)

=
2λ 2

s(s2 +4λ 2)
.

Alors

L (cos2
λ t) =

1
s
L (−λ sin2λ t)+

1
s

=− 2λ 2

s(s2 +4λ 2)
+

1
s

=
s2 +2λ 2

s(s2 +4λ 2)
.
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Exercice 2.7. Calculer la transformée de Laplace du polynôme de
Laguerre

Pn(t) =
et

n!
dn

dtn (t
ne−t), n = 0,1,2, . . .

Exercice 2.8. Calculer la transformée de Laplace de la fonction

ϕ(t) = t2 + t +2+ e2t + cos(kt)).

Exercice 2.9. En utilisant la transformation de Laplace de la fonc-
tion

x1(t) = cos(kt),

calculer la transformation de Laplace de la fonction

x2(t) = sin(kt).



M
en

no
un

i

2.2. SOLUTION DES EXERCICES 11

2.2 Solution des exercices

Solution 2.1. 1. Nous avons

L {ta}(s) =
∫

∞

0
tae−st dt.

Posons u = ts, du = sdt, trouvons

L {tρ}(s) =
∫

∞

0
(
u
s
)ρe−u du

s

=
1

s(ρ+1)

∫
∞

0
uρe−udu

=
Γ(ρ +1)

s(ρ+1)
.

2. Pour ρ =−1
2

, nous avons

L { 1√
t
} =

Γ(1
2)√
s

=

√
π

s
.

Solution 2.2. 1. On a,

L (x(.))(s) =
∫

∞

0
e−stx(t)dt

=
∫ 1

0
e−st dt + lim

τ→∞

∫
τ

0
e−st dt

=
te−st

−s

∣∣∣∣1
0
+

1
s

∫ 1

0
e−st dt + lim

τ⇒∞

e−st

−s

∣∣∣∣τ
1

=
1− e−s

s2 (Re(s)> 0).

2. Calculons la transformation de Laplace de la fonction x(t) =
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tn, n ∈ N,

L {x(.)}(s) =
∫

∞

0
tne−stdt (par partie)

=
n
s

∫
∞

0
t(n−1)e−stdt

=
n(n−1)

s2

∫
∞

0
t(n−2)e−stdt

=
n(n−1)(n−2)

s3

∫
∞

0
t(n−3)e−stdt

.

.

.

=
n(n−1)(n−2)...3.2

sn−1

∫
∞

0
te−stdt

=
n(n−1)(n−2)...3.2

sn−1 .
1
s2

=
n!

sn+1 .

3. Calculons la transformation de Laplace de la fonction x(t) =
e−kt ,

L {x(.)}(s) =
∫

∞

0
e−kte−stdt

=
∫

∞

0
e−(s+k)tdt

=
−1

s+ k
e−(s+k)|+∞

0

=
1

s+ k
.

4. Calculons la transformation de Laplace de la fonction x(t) =
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er f ( a
2
√

t
) :

L {x(.)}(s) =
∫

∞

0
e−st

[
2√
π

∫ a
2
√

t

0
e−u2

du
]

dt en posant u =
a

2
√

t

=
1
s

[
1− e−a

√
s
]
.

Solution 2.3. Nous allons démontrer que

L [αx(.)+ y(.)] = αL [x(.)]+L [g(.)].

Nous avons

L [αx(.)+ y(.)](s) =
∫ +∞

0
e−st [αx(t)+ y(t)]dt

= α

∫ +∞

0
e−stx(t)dt +

∫ +∞

0
e−sty(t)dt

= αL [x(.)](s)+L [y(.)](s).

Solution 2.4. Posons

x(s) = a0 +a1s+ · · ·+ansn.

Nous avons
L (tn)(s) =

n!
sn+1 ,

donc

L (x(t)) =
n

∑
k=0

akL (tk)

=
n

∑
k=0

akk!
sk+1 .

Solution 2.5. Calculons la transformation de Laplace de la fonction
x(t) = coshat.

Nous avons

x(t) = coshat =
eat + e−at

2
,
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alors

L [x(.)] (s) =
1
2
.L
[
eat]+ 1

2
.L
[
e−at]

=
1
2

[
1

(s−a)
+

1
(s+a)

]
=

s
s2−a2 ,

d’ou
L [coshat] (s) =

s
s2−a2 .

Solution 2.6. Nous avons

L {x′′(t)}(s) = sL {x′(t)}(s)− x′(0),

Alors
L {x′′(t)}(s) = s2L {x(t)}(s)− sx(0)− x′(0),

Il est facile de voir que

L {x′′′(t)}(s) = s3L {x(t)}(s)− s2x(0)− sx′(0)− x′′(0).

L {x(n)(t)}(s) = snL {x(t)}(s)−
k=n−1

∑
k=0

skxn−1−k(0).

Solution 2.7. Posons y(t) = tne−t , alors

L
(
Pn(t)

)
(s) = L

(
et 1

n!
y(n)
)
.

Nous avons

L
(
y(n)
)
(s) = snL

(
y
)
(s)

=
snn!

(s+1)n+1 .

Donc

L
(
Pn(t)

)
(s) = L

(
et 1

n!
y(n)
)
(s)

=
(s−1)n

sn+1 , (Re(s)> 1).
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Solution 2.8. Calculons la transformée de Laplace L (ϕ(.))(s).
Nous avons

L (ekt)(s) =
1

s− k
, L (tn)(s) =

n!
sn+1 , L (cos(kt))(s) =

s
s2 + k2 .

Alors

L (ϕ(.))(s) =
2
s3 +

1
s2 +

2
s
+

1
s−2

+
s

s2 + k2 , s > 2.

Solution 2.9. Nous avons

L (cos(kt))(s) =
s

s2 + k2 .

Comme
sin(kt)(s) =−1

k
d
dt
(cos(kt)),

nous trouvons

L (sin(kt))(s) =−1
k
(−cos(0)+

s2

s2 + k2 ) =
k

s2 + k2 .
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