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Introduction

Coefficients : 3.
Crédits : 6.

Objectifs de l’enseignement : Les modèles linéaires généralisés permettent d’étudier la
liaison entre une variable dépendante ou réponse Y et un ensemble de variables explicatives
ou prédicteurs X1,...., Xp
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Chapitre 1
Introduction

1.1 Modèles linéaires pour les données continues

• Les modèles linéaires sont utilisés pour étudier comment une variable continue dépend
d’un ou plusieurs prédicteurs ou variables explicatives. Les prédicteurs peuvent être quan-
titatifs ou qualitatifs, ils permettent d’étudier la liaison entre une variable dépendante ou
réponse Y et ensemble de variables explicatives ou prédicteurs X1, X2, ..., Xp.

Exemple 1. données des efforts des plannings familiaux en Amérique du Sud (Mauldin and
Berelson, 1978). Le niveau social et les efforts des plannings familiaux sont mesurés par une
combinaison d’indices. Plus l’indice est élevé plus le niveau social (resp. l’effort) est élevé.

Niv.social Effort Déclin du tx nat.

Bolivia 46 0 1
Brazil 74 0 10
Chile 89 16 29

Colombia 77 16 25
CostaRica 84 21 29
Cuba 89 15 40

Dominican Rep 68 14 21
Ecuador 70 6 0

El Salvador 60 13 13
. . . .
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Dans cet exemple on cherche à comprendre comment le niveau social et les efforts de plani-
fication influent sur le taux de natalité.

Notons Y le taux de natalité et X1, X2 respectivement le niveau social et l’effort de pla-
nification.

On dispose de n = 20 observations {(xi1, xi2, yi)} , i = 1, ..., 20.
On observe que le déclin du taux de natalité augmente avec le niveau social et avec l’effort

de planification.

• Si on suppose que yi est une variable gaussienne de moyenne µi et et de variance σ2,
on pourra écrire le modèle

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ...+ βpxip

= β0 + xTi β,

pour i = 1, ..., n.
• La densité de probabilité de Yi est donnée par

ϕ (y) = 1√
2πσ2

exp
(
−1

2
(y − µi)
σ2

)
.

• Une manière plus standard d’écrire ce modèle linéaire est

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βpXp + ε = β0 + XTβ + ε,

avec ε une variable aléatoire de loi de Gauss centrée et de variance σ2.

• X est la matrice de design et XTβ est le prédicteur linéaire.

• Les variables aléatoires y1, y2, ..., yn étant supposées indépendantes.
• Certaines des variables Xj peuvent se déduire de variables initiales utilisées dans le

modèle, par exemple :
◦ X3 = X1X2 de façon àétudier l’interaction entre X1 et X2.
◦ X4 = X2

1 de façon à prendre en compte un effet non linéaire de la variable X1.
• La loi de probabilité de la composante aléatoire Y appartient à la famille exponen-

tielle dont la fonction de densité s’écrit

ϕ (y|θ, φ) = exp
(
yθ − b (θ)
a (φ) + c (y, φ)

)
,

où a(·), b(·) et c(·) sont des fonctions, et où θ est appelé paramètre naturel (ou ca-

nonique). Le paramètre θ est le paramètre d’intérêt tandi que φ est considéré comme un
paramètres de nuisance (et supposé connu, dans un premier temps).
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• Chacune des lois de la famille exponentielle possède une fonction de lien spécifique, dite
fonction de lien canonique, permettant de relier l’espérance de Y au paramètre naturel
(ou canonique) θ. Le lien canonique est tel g (µ) = θ, par exemple :

Exemple :

• La loiGaussienne de moyenne µ et de variance σ2,N (µ, σ2) appartient à cette famille,
avec θ = µ, φ = σ2, a (φ) = φ, b (θ) = θ2

2 et

c (y, φ) = −1
2

(
y2

σ2 + log
(
2πσ2

))
, y ∈ R.

• La loi de Bernoulli de moyenne π , B (π) correspond au cas θ = log
(

π
1−π

)
, φ =

1, a (φ) = 1, b (θ) = log (1 + exp (θ)) et c (y, φ) = 0.
• La loi de Binomiale de moyenne nπ , B (n, π) correspond au cas θ = log

(
π

1−π

)
,

φ = 1, a (φ) = 1, b (θ) = n log (1 + exp (θ)) et c (y, φ) = log

 n

y

 = log
(

n!
y!(n−y)!

)
.

• La loi Poisson de moyenne λ , P (λ) appartient à cette famille, avec θ = log λ, φ =
1, a (φ) = 1, b (θ) = exp θ = λ et c (y, φ) = − log y!.

1.1.1 Inférence

• L’estimation des paramètres du modèle β0, β, σ se fait par minimisation d’un critère
des moindres carrées (LS)

(β∗0 , β∗) = arg min
(β0,β)

n∑
i=1

(
yi − β0 − xTi β

)2
,

et
σ∗ =

√
V ar {Y − β0 −XTβ},

ou par maximum de vraisemblance (ML).
• Dans le cas du modèle linéaire, ces deux estimateurs sont identiques et

β̂ =
(
XTX

)−1
Xy.

• On dispose ensuite de tests (test de Fisher, test de Wald, etc) pour valider et interpréter
le modèle.
• Le test t permet de tester l’hypothèse H0 : βj = 0 pour chaque variable j.
• Le test de Fisher permet de tester plusieurs paramètres simultanément. C’est notam-

ment important quand on travaille avec des variables catégorielles recodées en variables
binaires.
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1.1.2 Cas des prédicteurs qualitatifs : analyse de la variance

• Dans certains cas, les prédicteurs sont tous qualitatifs.
• Les notations sont un peu différentes de celles du modèle de régression. On note K le

nombre de niveaux dans le facteur et nk le nombre d’observations dans le niveau k et yki est
la réponse de l’individu i au niveau k.
• On écrit alors le modèle de l’analyse de la variance à un facteur :

yki  N
(
µki, σ

2
)
,

avec
µki = µ+ αk

où µ est un effet moyen (commun à tous les niveaux du facteur) et αk représente l’effet
spécifique du niveau k.

1.2 La fonction de lien

• La fonction de lien g (.) d’un modèle linéaire généraliséest le lien entre la compo-

sante aléatoire Y et la composante déterministe (β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βpXp).
• Le lien spécifie comment l’espérance mathématique de Y notée µ est liée au prédicteur

linéaire construit à partir des variables explicatives.
• On peut modéliser l’espérance µ directement ( régression linéaire usuelle ) ou modéliser

une fonction monotone et dérivable g (µ) de l’espérance µ :

g (µ) = β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βpXp.

• A chaque loi (ou type de variable Y ), on associe une fonction de lien canonique
Modèle Logistique Log − linéaire Linéaire

Loi de Y |X = x Bernoulli Poisson Gauss

E (Y |X = x) log it (E (Y |X = x)) = XTβ log (E (Y |X = x)) = XTβ E (Y |X = x)

1.3 Modèles linéaires pour les données discrètes

• Quand la variable à prédire est discrète, elle ne suit plus une loi de Gauss mais une loi
de Bernoulli, une loi binomiale (ou multinomiale), une loi de Poisson, etc.
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• De façon similaire au modèle linéaire, on va écrire que le paramètre de localisation de
la loi varie avec les prédicteurs.
• Exemple des variables dichotomiques : loi de Bernoulli yi ∈ {0, 1} avec yi  B (πi)

avec
g (πi) = β0 + xTi β

où
πi = g−1

(
β0 + xTi β

)
.

La fonction g est une fonction de lien définie de [0, 1] sur R. En effet, β0 + xTi β ∈ R alors
que 0 < πi < 1 est une probabilité.
• Exemple des variables de comptage : loi de Poisson yi ∈ {0, 1, 2, ...} avec yi  P (λi)

avec
g (λi) = β0 + xTi β.

En effet, β0 + xTi β ∈ R alors que λi ∈ R+.

• Pour choisir un modèle linéaire généralisé (GLM) il faut :
◦ choisir la loi de Y |X = x dans la famille exponentielle des GLM.
◦ choisir une fonction de lien inversible g.

• Pour utiliser un modèle GLM il faudra donc estimer les paramètres XTβ. Une fois
cette estimation réalisée, on disposera d’une estimation de η (x) ainsi que de

E {Y |X = x} = g−1
(
XTβ

)
.

1.3.1 Alternative : introduction d’une variable latente

• Une alternative à l’approche précédente consiste à introduire une variable latente qui
suit un modèle linéaire.
• Exemple de la loi de Bernoulli. On définit alors

y∗i = β0 + xTi β + ui

avec ui une variable à densité symétrique et de fonction de répartition F. On n’observe pas
directement y∗i mais on observe yi et

yi = 1 si y∗i > 0

yi = 0 si y∗i ≤ 0
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• Les deux formulations sont équivalentes. En effet, ce second modèle permet d’écrire la
probabilité

πi = P (yi = 1) = P (y∗i > 0) = P
(
ui > −β0 − xTi β

)
= 1− F

(
−β0 − xTi β

)
.

F définit de façon unique la fonction de lien.

1.3.2 Données censurées (ou tronquées)

• Remarque : dans le cas de données censurées on utilise naturellement la formulation
avec variable latente.
• Exemple de données censurées : Un exemple typique de données censurées à droite sont

des données de suivi de cohorte (ex : cancer) avec lesquelles on cherche à estimer une durée
de survie. On n’observe pas la date de décès des patients encore vivant à la fin de l’étude.

1.3.3 Inférence

• Dans les modèles linéaires généralisés, on n’a pas accès aux moindres carrés (y∗i n’est pas
observée) et l’estimation des paramètres du modèle se fait par maximum de vraisemblance.
• Comme dans le cas du modèle linéaire, on dispose d’outils statistiques pour valider et

interpréter un modèle ou pour comparer des modèles entre eux.



Travaux Pratiques

Exemple 1 :
Pour illustrer, on utilise le jeu de données « housingprices » (issu du package DAAG),

composé de quinze observations et trois variables :
• sale.price = prix de vente de la maison (en milliers de dollars australiens).
• area = surface au sol de la maisonarea = surface au sol de la maison.
• bedrooms = nombre de chambres dans la maison.
### Installe + charge le package DAAG
install.packages("DAAG")
library(DAAG)
### Charge les données
data(houseprices)
### Aperçu des premières lignes
head(houseprices)
Objectif :

• On peut vouloir expliquer le prix de vente des maisons, en fonction de leur surface
en présumant que plus la surface est élevée, et plus le prix de vente sera élevé. Il s’agit là
d’une regression dite "simple" car elle ne comporte qu’une seule variables explicative.

• De plus, on peut aussi supposer que le nombre de chambres influence le prix de la
maison à la hausse ; il s’agira là d’une regression "multiple" avec deux variables explicatives.

• L’objectif est d’évaluer si chacune des deux variables influence le prix, et, si tel est
le cas, de tenter de quantifier cet effet.

Regression linéaire simple :

Dans ce cas, on considère une seule variable explicative. Ici, on souhaite donc estimer les
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coefficients du modèle :

sale.price = b0 + b1 ∗ area+ e

La commande à utiliser dans R est : lm()

# y = b0 + b1*x1
# Variable à expliquer : y = prix de vente de la maison
# Une variable explicative : x1 = Surface au sol de la maison
pricereg <- lm(sale.price ~area, data=houseprices)

Call :
lm(formula = sale.price ~area, data = houseprices)
Residuals :
Min 1Q Median 3Q Max

−92.499 −19.302 2.406 28.019 80.607
Coefficients :

Estimate Std. Error t value Pr( > |t| )
(Intercept) 70.7504 60.3477 1.172 0.2621

area 0.1878 0.0664 2.828 0.0142 *
—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
Residual standard error : 48.18 on 13 degrees of freedom
Multiple R-squared : 0.3809, Adjusted R-squared : 0.3333
F-statistic : 7.997 on 1 and 13 DF, p-value : 0.01425

On a donc l’équation de la droite de régression :

sale.price = 70.75 + 0.188 ∗ area+ e,

que l’on peut tracer avec le nuage de points :

# plot : "vraies" valeurs et droite de regression
plot(sale.price ~area, data=houseprices)
abline(pricereg, col = "red")
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On peut tester l’effet de la variable "x1 = area" et la commande à utiliser dans R est :
anova()

> anova(pricereg)
Analysis of Variance Table :
Response : sale.price

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr( >F )
area 1 18566 18566.0 7.9974 0.01425 *

Residuals 13 30179 2321.5
—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

• F -value = Mean Sq(area)
Mean Sq(Residuals) .

Regression linéaire multiple :

Ici, on considère deux (ou plus) variables explicatives. On souhaite donc estimer les
coefficients du modèle :

sale.price = b0 + b1 ∗ area+ b2× bedroom+ e

# Variables explicatives : x1 = Surface au sol de la maison, x2 = nombre de chambres
pricereg2 <-lm(sale.price ~area + bedrooms , data=houseprices)
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Call :
lm(formula = sale.price ~area + bedrooms, data = houseprices)
Residuals :
Min 1Q Median 3Q Max

-80.897 -4.247 1.539 13.249 42.027
Coefficients :

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -141.76132 67.87204 -2.089 0.05872

area 0.14255 0.04697 3.035 0.01038 *
bedrooms 58.32375 14.75962 3.952 0.00192 **

—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
Residual standard error : 33.06 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared : 0.731, Adjusted R-squared : 0.6861
F-statistic : 16.3 on 2 and 12 DF, p-value : 0.0003792

Interprétation :

L’équation de la droite de regression est :

sale.price = −141.76 + 0.14 ∗ area+ 58.32 ∗ bedrooms+ e

.
Les coefficients associés aux variables "area" et "bedrooms" sont significatifs (respective-

ment à 95% et à 99%, cf : sortie précédente), on peut donc les interpréter. Toutes choses
égales par ailleurs, une chambre supplémentaire augmente par exemple le prix de la mai-
son de 58 milles dollars environ, et 100 unités de surface (inconnue) supplémentaires vont
l’augmenter de 14 mille dollars, toutes choses égales par ailleurs.

Fonctions :

Coefficient : coef() permet de n’extraire que les coefficients estimés.
#### Extraction des coefficients
>coef(pricereg2)

(Intercept) area bedrooms
-141.7613221 0.1425469 58.3237508
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Confint : confint() permet d’afficher l’intervalle de confiance à 95% pour les coefficients
estimés.

>confint(pricereg2)
2.5 % 97.5 %

(Intercept) -289.64179643 6.1191523
area 0.04019939 0.2448945

bedrooms 26.16530118 90.4822003
Fitted : fitted() permet d’extraire les valeurs prédites.
#### Extraction des valeurs prédites
> fitted(pricereg2)

9 10 11 12 13 14 15 16 17
190.4612 220.5387 205.8563 286.2528 193.5973 228.8064 208.5647 193.3122 236.6465

18 19 20 21 22 23
217.9728 204.1458 249.0701 259.7611 293.2596 377.9546

Residuals : resid() permet d’extraire les résidus (Valeur prédite - Valeur réelle).
#### Extraction des résidus
resid(pricereg2)
> resid(pricereg2)

9 10 11 12 13 14 15 16
1.5387504 −5.5386516 9.1436820 −12.2527859 −80.8972821 −43.8063735 3.4352904 26.6878118

17 18 19 20 21 22 23
39.3535454 42.0271931 17.3542452 5.9299058 0.2388861 −0.2596422 −2.9545748

# plot Residuals vs Fitted
> plot(pricereg2)
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Predict : La fonction predict() permet de prédire la valeur de y (i.e du prix) pour de
nouvelles données (des variables explicatives).

#### Prédiction du prix de la maison en fonction de sa superficie et de son nombre de
chambres

predict(pricereg2, newdata=data.frame(area=800,bedrooms=2), se.fit=TRUE, interval
= "prediction", level = 0.99)

Test de significativité globale du modèle :

• H0 : absence de significativité globale des variables, i.e au moins une variable n’est pas
significativement différente de zéro.
• Le test est basé sur la statistique de Fisher (F-test) :
◦ Comme la p− value associée est inférieure à α < 1%, on peut dire que l’on rejète

fortement H0.

> anova(pricereg2)
Analysis of Variance Table :
Response : sale.price
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Df Sum Sq Mean Sq F value Pr( >F )
area 1 18566 18566 16.988 0.001416 **

bedrooms 1 17065 17065.0 15.615 0.001922 **
Residuals 12 13114 1092.9

—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

F -statistic (area) = Mean Sq (area)
Mean Sq (Residuals) = 18566

1092.9 = 16.98783

F -statistic (area) = 16.98783 on 1 and 12 DF .

F -statistic (bedrooms) = Mean Sq (bedrooms)
Mean Sq (Residuals) = 17065.0

1092.9 = 15.61442

F -statistic (bedrooms) = 15.61442 on 1 and 12 DF .

F -statistic = (18566 + 17065) /2
13114/12 = 16.30113

F -statistic = 16.30113 on 2 and 12 DF .

Significativité des coefficients :

• Un coefficient est significatif, autrement dit, qu’il est significativement différent de zéro.
• Pour cela on utilise un test de Student :
◦ On calcule la statistique t pour chaque variable :

t = β̂j

ŜE(β̂j)
,

ŜE(β̂j) =
√
V ar

(
β̂j
)

: l’estimateur de l’erreur standard (l’écart-type) de β̂j.
◦ t assumée suivre une loi de Student que l’on compare ensuite avec la valeur théo-

rique issue d’une table de Student (déterminée par le niveau du test, et la nombre d’obser-
vations).
◦ On utilise souvent un niveau de α = 5% (soit un intervalle de confiance de 95%).
◦ Si la t-value calculée est supérieure (en valeur absolue) à la valeur théorique déter-

minée T , alors on rejète H0 :Le coefficient est bien significativement différent de zéro.
◦ Soit p-value = P (T > |t|) , si

p− value < α,
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alors le coefficient βj est significatif.

Magnitude du coefficient :

• Dans un modèle linéaire basique, on peut interpréter le coefficient βj associé à la variable
Xj comme l’effet de Xj sur Y (variable à expliquer).

Qualité du modèle :
• On peut regarder la qualité de la régression (au regard des données), mesurée par le

coefficient de détermination (R-Squared ou R2),

R2 = 1− SSR

SST
,

où
◦SSR : représente la somme des carrés des résidus.

◦ SST : représente la somme des écarts à la moyenne des valeurs observées.
◦ Plus la valeur de R2 est proche de 1, et plus l’adéquation entre le modèle et les données

observées va être forte.

• Le R2 ajusté (Adjusted R-Squared) :

Adjusted R− Squared = 1− SSR/ (n− p)
SST/ (n− 1)



Travaux Dirigés

Exercice 1. Dans le modèle de régression

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βpXp + ε = β0 + XTβ + ε,

(a) Déterminer les éléments de la matrice de design X.

(b) Calculer le prédicteur linéaire XTβ.

Exercice 2.

(a) Utiliser la méthode des mondres carrées pour montrer que l’estimateure du vecteur
β̂ est donné par

β̂ =
(
XTX

)−1
Xy

(b) Calculer σ2 la variance de variable aléatoire Gaussienne ε.
Exercice 3.

(a) Soit X  B (p) "la loi de Bernoulli". Déterminer la loi de X.
(b) Calculer la moyenne et la variance de X.
Exercice 4.

(a) Soit X  B (n, p) "la loi binomiale (ou multinomiale),". Déterminer la loi de X.
(b) Calculer la moyenne et la variance de X.
Exercice 5.

(a) Soit X  P (λ) "la loi de Poisson". Déterminer la loi de X.
(b) Calculer la moyenne et la variance de X.
Exercice 6.

◦ Pour des raisons de santé publique, on s’intéresse à la concentration d’ozone O3 dans
l’air (en microgrammes par millilitre). En particulier, on cherche à savoir s’il est
possible d’expliquer le taux maximal d’ozone de la journée par la température T12 à
midi. Les données sont :
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T12 23.8 16.3 27.2 7.1 25.1 27.5 19.4 19.8 32.2 20.7
O3 115.4 76.8, 113.8 81.6, 115.4 125 83.6 75.2 136.8 102.8
◦ On cherche à expliquer la variable Y = O3 à partir de la variable X1 = T12.

• Ecrire le modèle de régression linéaire correspondant et déterminer la matrice de design.
• Représentez, à l’aide d’une graphe adapté, la relation entre la variable X1 et Y.
• Donner une estimation des différents paramètres du modèle.
• Calculer le coefficient de détermination r2 = ρ2(X1,Y ), avec

ρ(X1,Y ) = cov (Y,X1)√
V ar {Y }

√
V ar {X1}

• Importer les données sous R et étudier l’effet de la variable X1 sur la variable Y.
Exercice 7. Les données utilisées sont le taux de décès par attaque cardiaque chez les

hommes de 55 à 59 ans dans différents pays.
Y = (124, 49, 181, 4, 22, 152, 75, 54, 43, 41, 17, 22, 16, 10, 63, 170, 125, 15, 221, 171, 97, 254)
X1 = (33, 31, 38, 17, 20, 39, 30, 29, 35, 31, 23, 21, 8, 23, 37, 40, 38, 25, 39, 33, 38, 39)
X2 = (8, 6, 8, 2, 4, 6, 7, 7, 6, 5, 4, 3, 3, 3, 6, 8, 6, 4, 7, 7, 6, 8)
X3 = (81, 55, 80, 24, 78, 52, 52, 45, 50, 69, 66, 45, 24, 43, 38, 72, 41, 38, 52, 52, 66, 89)
Les variables sont les suivantes :
• Y : 100∗ log(nombre de décès par crise cardiaque pour 100000 hommes de 55 à 59 ans).
• X1 : nombre de téléphones pour 1000 habitants.
• X2 : calories grasses en pourcentage du total de calories.
• X3 : calories protéines animales en pourcentage du total de calories.
a) On cherche tout d’abord à expliquer la variable Y à partir de la variable X1, X2 et

X3.

• Ecrire le modèle de régression linéaire correspondant et déterminer la matrice de
design.
• Représentez, à l’aide d’une graphe adapté, la relation entre les variables X1 et Y,
X2 et Y, X3 et Y.
• Donner une estimation des différents paramètres du modèle.
• Importer les données sous R et étudier l’effet des variables X1, X2 et X3 sur la
variable Y.



Solutions

Exercice 1.

(a)

X =



x11 x21 ... xn1

x12 x22 ... xn2

: : ... :
x1p x2p ... xnp


(b) Produit matrice vecteur :

XTβ =



x11 x12 ... x1p

x21 x22 ... x2p

: : ... :
xn1 xn2 ... xnp





β1

β2

:
βp

 =



p∑
j=1

x1jβj
p∑
j=1

x2jβj

:
p∑
j=1

xnjβj


Exercice 2.

(a) Par la méthode des moindres carrées (MC), on minimise sur (β0, β) la quantité
G (β) =

n∑
i=1

(
yi − β0 − xTi β

)2
, on obtient

(β∗0 , β∗) = arg min
(β0,β)

n∑
i=1

(
yi − β0 − xTi β

)2

= arg min
(β0,β)

n∑
i=1

(yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp)2 ,



1.3 Modèles linéaires pour les données discrètes 23

alors

∂G(β)
∂β0

=
n∑
i=1

2 (−1) (yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0
∂G(β)
∂β1

=
n∑
i=1

2 (−xi1) (yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0

:
∂G(β)
∂βj

=
n∑
i=1

2 (−xij) (yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0

:
∂G(β)
∂βp

=
n∑
i=1

2 (−xip) (yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0

,

d’où



n∑
i=1

(yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0
n∑
i=1

xi1 (yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0

:
n∑
i=1

xij (yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0

:
n∑
i=1

xip (yi − β0 − xi1β1 − xi2β2 − ...− xijβj − ...− xipβp) = 0

nβ0 +
(

n∑
i=1

xi1

)
β1 +

(
n∑
i=1

xi1 xi2

)
β2 + ...+

(
n∑
i=1

xi1 xij

)
βj + ...+

(
n∑
i=1

xi1 xip

)
βp =

n∑
i=1

yi

nβ0 +
(

n∑
i=1

xi1 xi1

)
β1 +

(
n∑
i=1

xi2 xi1

)
β2 + ...+

(
n∑
i=1

xij xi1

)
βj + ...+

(
n∑
i=1

xpi xi1

)
βp =

n∑
i=1

xi1 yi

:
nβ0 +

(
n∑
i=1

x1i xij

)
β1 +

(
n∑
i=1

xi2 xij

)
β2 + ...+

(
n∑
i=1

xij xij

)
βj + ...+

(
n∑
i=1

xip xij

)
βp =

n∑
i=1

xij yi

:
nβ0 +

(
n∑
i=1

xi1 xip

)
β1 +

(
n∑
i=1

xi2 xip

)
β2 + ...+

(
n∑
i=1

xij xip

)
βj + ...+

(
n∑
i=1

xip xip

)
βp =

n∑
i=1

xip yi

,

on peut écrir



n
(

n∑
i=1

xi1

) (
n∑
i=1

xi1 xi2

)
..

(
n∑
i=1

xi1 xij

)
..

(
n∑
i=1

xi1 xip

)
n

(
n∑
i=1

xi1 xi1

) (
n∑
i=1

xi2 xi1

)
..

(
n∑
i=1

xij xi1

)
..

(
n∑
i=1

xip xi1

)
: : : : : : :
n

(
n∑
i=1

xi1 xij

) (
n∑
i=1

xi2 xji

)
..

(
n∑
i=1

xij xij

)
..

(
n∑
i=1

xip xij

)
: : : : : : :
n

(
n∑
i=1

xi1 xip

) (
n∑
i=1

xi2 xip

)
..

(
n∑
i=1

xij xip

)
..

(
n∑
i=1

xip xip

)





β0

β1

β2

:
βj

:
βp



=



n∑
i=1

yi
n∑
i=1

xi1 yi
n∑
i=1

xi2 yi

:
n∑
i=1

xij yi

:
n∑
i=1

xip yi



,
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et



1 1 .. 1
x11 x21 .. xn1

x12 x22 .. xn2

: : : :
x1p x2p .. xnp





1 x11 x12 ... x1p

1 x21 x22 ... x2p

: : : ... :
1 xn1 xn2 ... xnp





β0

β1

β2

:
βj

:
βp



=



1 1 .. 1
x11 x21 .. xn1

x12 x22 .. xn2

: : : :
x1p x2p .. xnp





y1

y2

y3

:
yi

:
yn



,

d’où (
XTX

)
β = XTy,

et la solution β̂ est donnée par
β̂ =

(
XTX

)−1
XTy.

(b) On estime la variance σ2,

σ̂2 = V ar {ε}

= V ar
{
Y − β̂0 −XT β̂

}
= 1

n

n∑
i=1

(
yi − β̂0 − xTi β̂

)2

= 1
n

n∑
i=1

(yi − β0 − x1iβ1 − x2iβ2 − ...− xjiβj − ...− xpiβp)2 .

.

Exercice 3.

(a) Une variable aléatoire X suivant la loi de Bernoulli est appelée variable de Bernoulli
et on note X  B (p) . La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de probabilité
p ∈ {0, 1} si

P (X = k) =

 p si k = 1
1− p si k = 0

ou, de manière équivalente,

P (X = k) = pk (1− p)1−k , k ∈ {0, 1}

(b) L’espérance mathématique de X est donnée par

E {X} =
1∑

k=0
kP (X = k) = p.
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La variance de X est donnée par

V ar {X} = E
{

(X − E {X})2
}

1∑
k=0

(k − E {X})2 P (X = k) = p (1− p) .

Exercice 4.

(a) Si Y1, Y2, . . . , Yn sont des variables aléatoires de Bernoulli de paramètre p, indé-
pendantes et identiquement distribuées, alors leur somme X =

n∑
k=1

Yk est aussi une
variable aléatoire, qui suit la loi binomiale, alors

X  B (n, p)

si
P (X = k) = Ck

n p
k (1− p)1−k , k ∈ {0, 1, 2, ..., k}

Ck
n = n!

k!(n−k)! .

(b) L’espérance mathématique de X est donnée par

E {X} = E

{
n∑
k=1

Yk

}

=
n∑
k=1

E {Yk} =
n∑
k=1

p = np.

La variance de X est donnée par

V ar {X} = V ar

{
n∑
k=1

Yk

}

=
n∑
k=1

V ar {Yk} =
n∑
k=1

p (1− p) = np (1− p)

Exercice 5. .

(a) Une variable aléatoire X suivant la loi de Poisson est appelée variable de Poisson et
on note X  P (λ) . La variable aléatoire X suit la loi de Poisson λ > 0, si

P (X = k) = e−λ
λk

k! , k = 0, 1, 2, .....
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(b) L’espérance mathématique de X est donnée par

E {X} =
∑
k∈N

kP (X = k)

=
∞∑
k=0

ke−λ
λk

k!

= e−λ
∞∑
k=1

k
λk

k!

= e−λ
∞∑
k=1

λk

(k − 1)!

= λe−λ
∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)! = λe−λ
∞∑
m=0

λm

m! = λe−λeλ = λ

La variance mathématique de X est donnée par

V ar {X} = E
{

(X − E {X})2
}

= E
{
X2
}
− (E {X})2 = λ.

Exercice 6.

T12 23.8 16.3 27.2 7.1 25.1 27.5 19.4 19.8 32.2 20.7
O3 115.4 76.8, 113.8 81.6, 115.4 125 83.6 75.2 136.8 102.8
◦ On cherche à expliquer la variable Y = O3 à partir de la variable X1 = T12 :
• Le modèle de régression est donné comme suit :

Y = β0 + β1X1 + ε,

avec ε N (0, 1) et la matrice de design X est donnée par

X =



1 23.8
1 16.3
1 27.2
1 7.1
1 25.1
1 27.5
1 19.4
1 19.8
1 32.2
1 20.7
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• La représentation graphique :

• L’estimation des paramètres :

(
β̂0, β̂1

)
= arg min

β0,β1

10∑
i=1

(yi − β0 − β1xi1)2 ,

alors  β̂0

β̂1

 =
(
XTX

)−1
XTY

=

 45.004407
2.630561

 ,
alors

Ŷ = 45.004407 + 2.630561 ∗X1 + ε.

◦ Deuxième méthode :
On a

Y = β0 + β1X1 + ε,

alors
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E {Y } = β0 + β1E {X1}+ E {ε}

Y = β0 + β1X1 car E {ε} = 0.

D’autre part

Cov (Y,X1) = Cov (β0, X1) + β1Cov (X1, X1) + Cov (ε,X1)

= 0 + β1Cov (X1, X1) + 0

= β1V ar {X1}

donc 
β̂1 = Cov(Y,X1)

V ar{X1} =
1
n

n∑
i=1

(yi−y)(xi1−x1)

1
n

n∑
i=1

(xi1−x1)

β̂0 = Y − β̂1X1.

,

avec y = 1
n

n∑
i=1

yi et x1 = 1
n

n∑
i=1

xi1.

• Calculer le coefficient de détermination r2 = ρ2(X1,Y ), avec

ρ(X1,Y ) = cov (Y,X1)√
V ar {Y }

√
V ar {X1}

=
1
n

n∑
i=1

(yi − y) (xi1 − x1)√
1
n

n∑
i=1

(yi − y)2
√

1
n

n∑
i=1

(xi1 − x1)
=

n∑
i=1

(yi − y) (xi1 − x1)√
n∑
i=1

(yi − y)2
√

n∑
i=1

(xi1 − x1)

=

n∑
i=1

x1i (yi − y)−
n∑
i=1

x1 (yi − y)√
n∑
i=1

(yi − y)2
√

n∑
i=1

(xi1 − x1)
=

n∑
i=1

(yi − y)x1i − x1
n∑
i=1

yi +
n∑
i=1

x1y√
n∑
i=1

(yi − y)2
√

n∑
i=1

(xi1 − x1)

=

n∑
i=1

(yi − y)x1i − x1 (ny) + nx1y√
n∑
i=1

(yi − y)2
√

n∑
i=1

(xi1 − x1)
=

n∑
i=1

(yi − y)x1i√
n∑
i=1

(yi − y)2
√

n∑
i=1

(xi1 − x1)
= 0.8390984.

• L’étude de l’effet de la variable X1 sur la variable Y sous R:
T12 <- c(23.8,16.3,27.2,7.1,25.1,27.5,19.4,19.8,32.2,20.7)
O3 <- c(115.4,76.8,113.8,81.6,115.4,125,83.6,75.2,136.8,102.8)
A <- lm(O3 ~T12)
summary(A)
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model.matrix(A) # matrice de design
coef(A)
confint(A)
fitted(A) # or : z <- predict(A,type="response")
resid(A)
anova(A)
# Représentation graphique :
plot(T12,O3)
# coefficient de détermination :
r <- cov(T12,O3)/sqrt(var(O3)*var(T12))
print(r)
beta1 <- cov(T12,O3)/var(T12)
print(beta1)
beta0 <- mean(O3)-beta2*mean(T12)
print(beta0)
> summary(A)
Call :
lm(formula = O3 ~T12)
Residuals :
Min 1Q Median 3Q Max

−21.890 −9.001 3.856 7.514 17.919
Coefficients :

Estimate Std.Error t− value Pr(> |t|)
(Intercept) 45.0044 13.8050 3.260 0.0115∗

T12 2.6306 0.6029 4.363 0.0024 ∗ ∗
—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
Residual standard error : 12.67 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared : 0.7041, Adjusted R-squared : 0.6671
F-statistic : 19.03 on 1 and 8 DF, p-value : 0.002403
> model.matrix(A) # matrice de design
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(Intercept) T12
1 23.8
1 16.3
1 27.2
1 7.1
1 25.1
1 27.5
1 19.4
1 19.8
1 32.2
1 20.7

attr(,"assign")
[1] 0 1
> coef(A)
(Intercept) T12
45.004407 2.630561

> confint(A)
2.5% 97.5%

(Intercept) 13.169971 76.83884
T12 1.240182 4.02094

> fitted(A)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

107.611 87.882 116.555 63.681 111.031 117.344 96.037 97.089 129.708 99.457
> resid(A)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7.788 −11.082 −2.755 17.918 4.368 7.655 −12.437 −21.889 7.091 3.342
> anova(A)
Analysis of Variance Table
Response : O3

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(> F )
T12 1 3057.8 3057.81 19.035 0.002403 ∗ ∗
Residuals 8 1285.1 160.64
—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
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# coefficient de détermination :
> r <- cov(T12,O3)/sqrt(var(O3)*var(T12))
> print(r)
[1] 0.8390984
> beta1 <- cov(T12,O3)/var(T12)
> print(beta1)
[1] 2.630561
> beta0 <- mean(O3)-beta2*mean(T12)
> print(beta0)
[1] 45.00441



Chapitre 2
Régression logistique : Estimation et inférence
statistique.

La régression logistique ou modèle logit est un modèle de régression binomiale. Comme
pour tous les modèles de régression binomiale, il s’agit de modéliser au mieux un modèle
mathématique simple à des observations réelles nombreuses. En d’autres termes d’associer
à un vecteur de variables aléatoires (x1, ..., xp) une variable aléatoire binomiale notée y.
La régression logistique constitue un cas particulier de modèle linéaire généralisé. Elle est
largement utilisée en apprentissage automatique.

La régression logistique est largement répandue dans de nombreux domaines, comme par
exemple :
• En médecine, elle permet par exemple de trouver les facteurs qui caractérisent un

groupe de sujets malades par rapport à des sujets sains.
• Dans le domaine bancaire, pour détecter les groupes à risque lors de la souscription

d’un crédit.

2.1 Définition du modèle et Notations

Soit Y la variable à prédire (variable expliquée) et X = (X1, ..., Xp) les variables prédic-
tives (variables explicatives).

Dans le cadre de la régression logistique binaire, la variable Y prend deux modalités
possible {1, 0}. Les variables Xj sont exclusivement continues ou binaires.
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• Soit Ω un ensemble de n échantillons, comportant n1, n0 observations correspondant à
la modalité 1, 0 respectivement de Y .
• Y  B (π) , P (Y = 1) = π , P (Y = 0) = 1− π .
• P (X|Y = 1) , P (X|Y = 0) est la distribution conditionnelle des X sachant la valeur

prise par Y.
• P (Y = 1|X) , P (Y = 0|X) est la La probabilité a posteriori d’obtenir la modalité 1, 0

respectivement de Y.

2.2 Le modèle LOGIT

• Soient y1, y2, ..., yn, n observations indépendantes de Y telle que Yi  B (ni, πi) , ni ≥ 1.

la fonction de lien g (µ) =logit(π) = ln
(

π
1−π

)
, alors

ln
(

πi
1− πi

)
= β0 + β1X1i + β2X2i + ...+ βpXpi,

i.e ;
logit (πi) = XT

i β

• Il s’agit bien d’une « régression » car on veut montrer une relation de dépendance entre
une variable à expliquer et une série de variables explicatives.
• Il s’agit d’une régression « logistique » car la loi de probabilité est modélisée à partir

d’une loi logistique.
En effet, après transformation de l’équation ci-dessus, nous obtenons

πi = exp (β0 + β1xi1 + β2xi2 + ...+ βpxip)
1 + exp (β0 + β1xi1 + β2xi2 + ...+ βpxip)

,

• Pour les prédicteurs continus, on peut regarder la dérivée de cette expression

∂πi
∂xji

= βjπi (1− πi) ,

On remarque que l’effet de la variable j dépend de la valeur du prédicteur et de celle de la
probabilité.
•
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2.3 Odds et odds ratio

• Les coefficients du modèle logistique sont souvent interprétés en terme d’odds ratio.
• L’odds (chance) pour un individu x d’obtenir la réponse Y = 1 est défini par :

odds(x) = P (Y = 1|X = x)
1− P (Y = 1|X = x) .

• L’odds ratio OR (rapport des odds) (rapport des chances) entre deux individus
x et x̃ est

OR (x, x̃) = odds(x)
odds(x̃) .

Propriétés :

•
OR (x, x̃) > 1⇐⇒ P (Y = 1|X = x) > P (Y = 1|X = x̃) .

•
OR (x, x̃) = 1⇐⇒ P (Y = 1|X = x) = P (Y = 1|X = x̃) .

•
OR (x, x̃) < 1⇐⇒ P (Y = 1|X = x) < P (Y = 1|X = x̃) .

• si P (Y = 1|X = x) et P (Y = 1|X = x̃) sont très petits par rapport à 1, on peut faire
l’approximation

OR (x, x̃) = P (Y = 1|X = x)
P (Y = 1|X = x̃) .

• OR (x, x̃) mesure de l’impact d’une variable : il est facile de vérifier que

OR (x, x̃) = exp (β1 (x1 − x̃1) + β2 (x2 − x̃2) + ...+ βp (xp − x̃2)) .

Si on considère deux observations qui diffèrent seulement par la jième variable, alors

OR (x, x̃) = exp (βj (xj − x̃j)) ,

mesure l’influence de cette variable.

2.4 Estimation et inférence pour le modèle logistique

2.4.1 Maximum de vraisemblance

• Soit Yi une variable aléatoire de loi P (Yi = y) = f (y, β) .
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• Soit y1, y2, ..., yn, n réalisations indépendantes de Y1, Y2, ..., Yn.

• La vraisemblance du modèle f (y, β) sachant l’échantillon y1, y2, ..., yn est la proba-
bilité d’observer cet échantillon pour un vecteur β donné, donc on peut écrir

L (β) = Pβ (Y1 = y1, ..., Yn = yn) .

Par l’indépendance des variables Y1, Y2, ..., Yn, on a

L (β) =
n∏
i=1

Pβ (Yi = yi) =
n∏
i=1

f (yi, βi) .

Comme le log est une fonction croissante qui ne change pas la position des optima locaux
d’une fonction, alors en prenant le logarithme, on obtient

logL (β) =
n∑
i=1

logPβ (Yi = yi) =
n∑
i=1

log f (yi, βi)

• Le vecteur β̂ qui réalise le maximum de vraisemblance (MV ) annule le gradient
(dérivée première) de la fonction de vraisemblance et à vérifier que son hessien (dérivée
seconde) est défini négatif :
◦ Pour obtenir l’estimateur du maximum de vraisemblance on résout donc le système

d’équations du score suivant : 
∂ logL(β)

∂β1
= 0

:
∂ logL(β)

∂βp
= 0

• Comme dans le modèle logistique LOGIT, les équations sont non linéaires, donc ce
système n’admet pas de solution analytique et on approche sa solution en utilisant un algo-
rithme itératif.

2.4.2 Propriétés de l’estimateur du maximum de vraisemblance

(EMV)

• Pour les modèles linéaires généralisés, on peut montrer que l’estimateur du maximum
de vraisemblance existe et qu’il est unique.
• Il a les propriétés suivantes :
◦ Il est consistent : il tend vers la vraie valeur du paramètre quand le nombre d’ob-

servations n tend vers l’infini.
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lim
n→∞

β̂
p.s= β.

◦ Il est asymptotiquement efficace : c’est l’estimateur qui a la plus petit variance
possible, sous réserve que le nombre d’observations n soit assez grand.

lim
n→∞

V ar
{
β̂
}

= 0.

◦ Il est asymptotiquement distribué suivant une loi de Gauss : quand le nombre
d’observations n tend vers l’infini, l’estimateur du maximum de vraisemblance tend, en loi,
vers une variable gaussienne.

lim
n→∞

β̂
L= N

(
E
{
β̂
}
, V ar

{
β̂
})

,

V ar
{
β̂
}
et la matrice de variance de covariance de β̂.

2.4.3 Le modèle logistique

• Soient (y1, x1) , (y2, x2) , ..., (yn, xn) , n observations indépendantes du vecteur (Y,X).
• La log vraisemblance est donnée par

logL (β) =
n∑
i=1

logPβ (Yi = yi)

=
n∑
i=1

log
[
Cyi
ni
πyii (1− πi)(ni−yi)

]
=

n∑
i=1

[
logCyi

ni
+ yi log πi + (ni − yi) log (1− πi) .

]

Yi  B (ni, πi) , ni ≥ 1, le terme logCyi
ni
ne dépend des paramètres β̂, La log vraisemblance

logL (β) a la forme suivante

logL (β) =
n∑
i=1

[yi log πi + (ni − yi) log (1− πi)] .

le paramètre πi dépend des covariables xi et d’un vecteur de paramètres β̂, i.e ;

πi = exp (β0 + β1xi1 + β2xi2 + ...+ βpxip)
1 + exp (β0 + β1xi1 + β2xi2 + ...+ βpxip)
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• Pour maximiser la log-vraisemblance logL (β), on peut calculer les dérivées premières
et secondes.
• Et utiliser l’algorithme deNewton-Raphson pour approcher l’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance et en pratique, on utilise l’algorithme du "iteratively re-weighted

least square" (IRLS) :
IRLS pour le modèle LOGIT :

· Choisir un β0 initial.
Répéter jusqu’à convergence :

Calculer η̂ = XTβk−1 avec k le numéro d’itération.
Calculer µ̂ =logit−1 (η̂), probabilité prédite de Yi = 1.
Calculer zi = η̂i + (yi − µ̂i) dηi

dµi
= η̂i + ni

µ̂i(ni−µ̂i) (yi − µ̂i) .
Régresser z sur les covariables

βk ←−
(
XTWX

)−1
XTWz,

avec une matrice de poids diagonale de terme

wii = µ̂i (ni − µ̂i)
ni

.

• L’estimateur obtenu est consistent : il tend en moyenne vers la vraie valeur du
paramètre quand n tend vers l’infini

lim
n→∞

E
{
β̂
}

= β,

et sa variance est donnée par

lim
n→∞

V ar
{
β̂
}

=
(
XTWX

)−1
.

2.5 Prédiction

• L’estimation de la moyenne de y est µ̂ avec g (µ̂) = XT β̂.

• Intervalle de confiance : On peut construire un intervalle de confiance de cet esti-
mateur pour indiquer sa précision. Pour obtenir cet intervalle de confiance, on a besoin de
la loi de µ̂.
◦ Un intervalle de confiance [µ−, µ+] au risque α (α = 1% ou α = 5%) est obtenu pour

µ̂ via
logit (µ−) = XT β̂ − Z1−α2

√
V ar

{
XT β̂

}
,
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et
logit (µ+) = XT β̂ + Z1−α2

√
V ar

{
XT β̂

}
,

avec la variance du prédicteur linéaire est XT β̂ est

V ar
{
XT β̂

}
= XT

(
XTWX

)−1
X,

où Z1−α2 = Φ−1
(
1− α

2

)
le quantile de la loi de Gauss centrée réduite : Φ

(
Z1−α2

)
= 1− α

2 ,

Φ (.) la fonction de répartition de la loi de Gauss centrée réduite.

2.6 Testes de significatifs

2.6.1 Évaluation statistique de la régression

Pour vérifier la significativité globale du modèle, nous pouvons introduire un test ana-
logue à l’évaluation de la régression linéaire multiple. Ces tests reposent sur la distribution
asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance. L’hypothèse nulle s’écrit

H0 : β1 = β2 = ... = βp = 0.

que l’on oppose à l’hypothèse alternative

H1 : un des coefficients au moins est non nul.

La statistique du rapport de vraisemblance suit une loi du chi-deux à p degrés de libertés,
sa statistique de test s’écrit

X 2
p =

n∑
i=1

ni (yi − µ̂i)2

µ̂i (ni − µ̂i)
• Si la probabilité critique ( p-value) est inférieure au niveau de signification α que l’on

s’est fixé, on peut considérer que le modèle est globalement significatif.

2.6.2 Évaluation individuelle des coefficients

• Pour savoir quelles sont les variables qui jouent réellement un rôle dans cette relation,
alors on cherche à tester le rôle significatif d’une variable. Nous réalisons le test suivant

H0 : βj = 0, contre H1 : βj 6= 0.
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La statistique de WALD répond à ce test, elle s’écrit

W = β̂j − βj√
V ar

(
β̂j
) ,

elle suit une loi de chi-deux dl = 1 ou encore elle suit une de Gauss centrée et réduite N (0, 1)
quand n→∞.
• Les intervalles de confiance : La statistique du test de Wald est aussi utilisée pour

calculer des intervalles de confiance de niveau de confiance 1− α pour les paramètres βj :

[
β̂j − Z1−α2

√
V ar

(
β̂j
)
, β̂j − Z1−α2

√
V ar

(
β̂j
)]
,

avec Z1−α2 = Φ−1
(
1− α

2

)
le quantile de la loi de Gauss centrée réduite : Φ

(
Z1−α2

)
= 1− α

2 ,

Φ (.) la fonction de répartition de la loi de Gauss centrée réduite.

2.7 Déviance

• La déviance mesure un écart entre les valeurs observées yi et ni − yi et les valeurs
estimées µ̂i et ni − µ̂i :

D = 2
n∑
i=1

{
yi log

(
yi
µ̂i

)
+ (ni − yi) log

(
ni − yi
ni − µ̂i

)}
,

où yi est la valeur observée et µ̂i la valeur prédite pour l’observation i.
• Si l’ajustement est parfait le rapport des valeurs observées sur les valeurs prédites est

égal à 1 et son log est nul. L’ajustement est donc d’autant meilleur que la déviance est faible.

2.8 Résidus basés sur la déviance

• Les résidus sont alors définis par

di =

√√√√2
[
yi log

(
yi
µ̂i

)
+ (ni − yi) log

(
ni − yi
ni − µ̂i

)]
.

• Les observations telles que di > 2 peuvent indiquer un défaut d’ajustement.
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2.9 Résidus de Pearson

• L’approche la plus simple pour obtenir des résidus est de calculer la différence entre les
valeurs observées et les valeurs prédites et de diviser par l’écart-type des valeurs observées :

pi = yi − µ̂i√
µ̂i (ni − µ̂i) /ni

,

où la µ̂i sont les valeurs prédites et le dénominateur est donné par

var {yi} = niπi (1− πi) ' ni
µ̂i
ni

(
1− µ̂i

ni

)
.

• Dans les deux cas, un individu qui a un résidu pi doit nécessiter une attention particu-
lière.

2.10 Critères basés sur la vraisemblance

2.10.1 Critère d’Akaike (AIC)

• Le critère d’Akaike est défini par

AIC = −2logL+ 2k,

avec k le nombre de paramètres à estimer.
• Si l’on considère un ensemble de modèles candidats, le modèle choisi est celui qui aura

la plus faible valeur d’AIC.

2.10.2 Critère "Bayes Information criterion (BIC)

• Le critère BIC est défini par

BIC = −2logL+ k log(n),

avec n le nombre d’observations.



Travaux Pratiques

Example 1 :

• Dans cet exemple on utilise les packages suivants :
· aod
· ggplot2

Assurez-vous que vous pouvez les charger avant d’essayer d’exécuter les exemples.
Si aucun package n’est installé, exécutez :
install.packages("aod"),

install.packages("ggplot2"),

• Un chercheur s’intéresse à la manière dont les variables, telles que le GRE ("Graduate
Record Exam scores" : scores aux examens d’études supérieures), la moyenne cumulative
GPA ("grade point average" :moyenne pondérée cumulative) et le prestige de l’établisse-
ment de premier cycle, affectent l’admission aux études supérieures. La variable de réponse,
admettre/ne pas admettre, est une variable binaire.

> library(aod)
> library(ggplot2)
> mydata <- read.csv("https ://stats.idre.ucla.edu/stat/data/binary.csv")
> ## view the first few rows of the data
> head(mydata)
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admit gre gpa rank
0 380 3 3
1 660 3 3
1 800 4 1
1 640 3 4
0 520 2 4
1 760 3 2

Description des données :
admit : une variable de réponse binaire (résultat, dépendante).
Il existe trois variables prédictives : : gre, gpa et rank
Nous traiterons les variables gre et gpa comme continues.
La variable rang prend les valeurs de 1 à 4.
Les établissements de rang 1 ont le prestige le plus élevé, tandis que ceux de rang 4 ont

le plus bas.
• On utilise les commandes :
· summary : pour obtenir des descriptions de base pour l’ensemble des données.
· sapply : pour appliquer la fonction sd à chaque variable de l’ensemble de données.
> summary(mydata)

admit gre gpa rank
Min. 0.000 220 2.26 1.00

1st Qu. 0.000 520 3.13 2.00
Median. 0.000 580 3.40 2.00
Mean. 0.318 588 3.39 2.48
3rd Qu. 1.000 660 3.67 3.00
Max. 1.000 800 4.00 4.00

> sapply(mydata, sd)
## admit gre gpa rank
## 0.466 115.517 0.381 0.944
admit gre gpa rank
0.466 115.516 0.380 0.944

## two-way contingency table of categorical outcome and predictors we want
## to make sure there are not 0 cells
xtabs(~admit + rank, data = mydata)
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rank
admit 1 2 3 4

0 28 97 93 55
1 33 54 28 12

Utilisation du modèle logit :
Le code ci-dessous estime un modèle de régression logistique à l’aide de la fonction glm

(modèle linéaire généralisé).
Premièrement, nous convertissons rank en facteur pour indiquer que rank doit être traité

comme une variable catégorielle.
> mydata$rank <- factor(mydata$rank)
> mylogit <- glm(admit ~gre + gpa + rank, data = mydata, family = "binomial")
> summary(mylogit)
Call :
glm(formula = admit ~gre + gpa + rank, family = "binomial",
data = mydata)
Deviance Residuals :

Min 1Q Median 3Q Max
-1.6268 -0.8662 -0.6388 1.1490 2.0790

Coefficients :
Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)

(Intercept) -3.989979 1.139951 -3.500 0.000465 ***
gre 0.002264 0.001094 2.070 0.038465 *
gpa 0.804038 0.331819 2.423 0.015388 *
rank2 -0.675443 0.316490 -2.134 0.032829 *
rank3 -1.340204 0.345306 -3.881 0.000104 ***
rank4 -1.551464 0.417832 -3.713 0.000205 ***

—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance : 499.98 on 399 degrees of freedom
Residual deviance : 458.52 on 394 degrees of freedom
AIC : 470.52
Number of Fisher Scoring iterations : 4
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• On utilise la fonction : confint pour obtenir des intervalles de confiance pour les
estimations de coefficients.

> ## CIs using profiled log-likelihood
> confint(mylogit)
> ## Waiting for profiling to be done...

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -6.271620 -1.79255

gre 0.000138 0.00444
gpa 0.160296 1.46414
rank2 -1.300889 -0.05675
rank3 -2.027671 -0.67037
rank4 -2.400027 -0.75354

• Test de Wald :
wald.test : c’est une fonction de la bibliothèque aod pour tester un effet global de

rank.
Sigma : fournit la matrice de covariance de variance des termes d’erreur.
Terms : indique à R quels termes du modèle doivent être testés, dans ce cas, les termes

4, 5 et 6 sont les trois termes pour les niveaux de rank.
> wald.test(b = coef(mylogit), Sigma = vcov(mylogit), Terms = 4 :6)
Wald test :
———-
Chi-squared test :
X2 = 20.9, df = 3, P(> X2) = 0.00011
La statistique de test du chi-deux de 20,9, avec 3 degrés de liberté (df), est associée à

une p-value =0,00011 indiquant que l’effet global du rank est statistiquement significatif.

# Tester la différence entre le coefficient de rank=2 et le coefficient de rank=3 :
l <- cbind(0, 0, 0, 1, -1, 0)
> wald.test(b = coef(mylogit), Sigma = vcov(mylogit), L = l)
Wald test :
Chi-squared test :
X2 = 5.5, df = 1, P(> X2) = 0.019
La statistique de test du chi-deuxde 5,5 avec 1 degré de liberté est associée à p-value=0,019,
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indiquant que la différence entre le coefficient de rank=2 et le coefficient de rank=3 est sta-
tistiquement

significatif.
• odds-ratios (OR) :
> ## odds-ratios (OR) only :
> exp(coef(mylogit))
(Intercept) gre gpa rank2 rank3 rank4
0.0185001 1.0022670 2.2345448 0.5089310 0.2617923 0.2119375

> ## odds ratios and 95% CI
> exp(cbind(OR = coef(mylogit), confint(mylogit)))

OR 2.5 % 97.5 %
(Intercept) 0.0185001 0.001889165 0.1665354

gre 1.0022670 1.000137602 1.0044457
gpa 2.2345448 1.173858216 4.3238349
rank2 0.5089310 0.272289674 0.9448343
rank3 0.2617923 0.131641717 0.5115181
rank4 0.2119375 0.090715546 0.4706961

Maintenant, nous pouvons dire que pour une augmentation d’une unité de gpa, les chances
d’être admis à l’université (par rapport à ne pas être admis) augmentent d’un facteur de
2,23.
• Probabilités prédites :
Nous commencerons par calculer la probabilité d’admission prédite à chaque valeur de

rank, en tenant gre et gpa à leur moyenne. Nous créons et visualisons d’abord le bloc de
données.

> newdata1 <- with(mydata, data.frame(gre = mean(gre), gpa = mean(gpa), rank =
factor(1 :4)))

> newdata1

gre gpa rank
588 3.39 1
588 3.39 2
588 3.39 3
588 3.39 4
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· newdata1$rankP : indique à R que nous voulons créer une nouvelle variable dans
l’ensemble de données (data frame) newdata1 appelée rankP.
· le reste de la commande indique à R que les valeurs de rankP doivent être des prédic-

tions faites à l’aide de la fonction predict().
> newdata1$rankP <- predict(mylogit, newdata = newdata1, type = "response")
> newdata1
gre gpa rank rankP
588 3.39 1 0.517
588 3.39 2 0.352
588 3.39 3 0.219
588 3.39 4 0.185

Dans le résultat ci-dessus, nous voyons que la probabilité prédite d’être accepté dans un
programme d’études supérieures est de 0,52 pour les étudiants des établissements de premier
cycle les plus

prestigieux (rank=1), et 0,18 pour les étudiants des établissements les moins bien classes
(rank=4).
· Nous pouvons faire quelque chose de très similaire pour créer une table de probabilités

prédites faisant varier la valeur de gre et de rank.
· Nous allons les tracer, nous allons donc créer 100 valeurs de gre entre 200 et 800, à

chaque valeur de rank (c’est-à-dire 1, 2, 3 et 4).
> newdata2 <- with(mydata, data.frame(gre = rep(seq(from = 200, to = 800, length.out

= 100), 4), gpa = mean(gpa), rank = factor(rep(1 :4, each = 100))))

· Le code pour générer les probabilités prédites (la première ligne ci-dessous) est le même
que précédemment, sauf que nous allons également demander des erreurs standard afin de
pouvoir tracer un

intervalle de confiance. Nous obtenons les estimations sur l’échelle des liens et transfor-
mons à la fois les valeurs prédites et les limites de confiance en probabilités :

> newdata3 < - cbind(newdata2, predict(mylogit, newdata = newdata2, type = "link",se
= TRUE))

> newdata3 <- within(newdata3, { PredictedProb <- plogis(fit)
LL <- plogis(fit - (1.96 * se.fit))
UL <- plogis(fit + (1.96 * se.fit))})
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> ## view first few rows of final dataset
> head(newdata3)

gre gpa rank fit se.fit residual.scale UL LL PredictedProb
200.00 3.38 1 -0.81148 0.51477 1 0.54920 0.13938 0.30757
206.06 3.38 1 -0.79776 0.50909 1 0.54985 0.14238 0.31050
212.12 3.38 1 -0.78403 0.50344 1 0.55050 0.14544 0.31344
218.18 3.38 1 -0.77031 0.49782 1 0.55117 0.14854 0.31641
224.24 3.38 1 -0.75659 0.49222 1 0.55185 0.15169 0.31938
230.30 3.38 1 -0.74286 0.48664 1 0.55254 0.15489 0.32237

• La représentation graphique :
· Il peut également être utile d’utiliser des graphiques de probabilités prédites pour

comprendre et/ou présenter le modèle.
· Nous utiliserons le package ggplot2 pour la représentation graphique.
· Ci-dessous, nous faisons un graphique avec les probabilités prédites et des intervalles

de confiance à 95%.
> ggplot(newdata3, aes(x = gre, y = PredictedProb)) + geom_ribbon(aes(ymin = LL,

ymax = UL, fill = rank), alpha = 0.2) + geom_line(aes(colour = rank), size = 1)
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• La statistique de test de la différence de déviance pour les deux modèles :
· Trouver la différence de déviance pour les deux modèles (c’est-à-dire la statistique de

test), nous pouvons utiliser la commande :
> with(mylogit, null.deviance - deviance)
[1] 41.5
· Les degrés de liberté pour la différence entre les deux modèles sont égaux au nombre

de variables prédictives dans le mode et peuvent être obtenus en utilisant :

> with(mylogit, df.null - df.residual)
[1] 5
• Enfin, p-value peut être obtenue en utilisant :
> with(mylogit, pchisq(null.deviance - deviance, df.null - df.residual, lower.tail = FALSE))
[1] 7.58e-08
· Le chi-deux de 41,46 avec 5 degrés de liberté (dl) et une p-value associée inférieure

à 0,001 nous indique que notre modèle dans son ensemble s’adapte nettement mieux qu’un
modèle vide. C’est ce qu’on appelle parfois un test de rapport de vraisemblance (le
résidu de déviance est de -2*log de vraisemblance).

· Pour voir le log de vraisemblance du modèle, nous tapons :
>logLik(mylogit)
’log Lik.’ -229.2587 (df=6)



Travaux Dirigés

• Méthode du maximum de vraisemblance MV (maximum likelihood ML) :

◦ Cette méthode permet de calculer, à partir d’un échantillon observé, la (les) meilleure(s)
valeur(s) d’un paramètre d’une loi de probabilité.
◦ Le principe de la méthode MV : Si un phénomène X a été l’objet de n observations

indépendantes x1, x2, ..., xn les unes des autres, sa loi de probabilité P (X = x)(dans le cas
discret : loi binomiale, loi de Poisson) ou sa densité (en cas de loi continue, comme la loi
normale) est une fonction f (x; θ1, ..., θn) où θ1, ..., θn sont les paramètres de la loi.

· Dans le cas discret : on définit la fonction de MV est la probabilité de l’échatillon
observé en fonction des paramètres θ = (θ1, ..., θn) :

L (x1, x2, ..., xn; θ) = P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn; θ)

= PX (x1, x2, ..., xn; θ) ,

avec X = (X1, X2, ..., Xn) .
· Dans le cas continu : on définit la fonction de MV est définie par

L (x1, x2, ..., xn; θ) = PX (x1, x2, ..., xn; θ) .

·On maximise la fonction L (x1, x2, ..., xn; θ) sur l’ensemble des paramètres θ pour trouver
θ̂ l’estimateur de MV,

θ̂ = arg max
θ

L (x1, x2, ..., xn; θ) .

Exercice 1. Soit la variable aléatoire X  B (n, p) et (X1, X2, ..., Xn) un échatillon i.i.d
de même loi que X.

a) Calculer la fonction de MV de cette échatillon.
b) Estimer le paramètre p de cette loi.
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Exercice 2. Soit la variable aléatoire X  N (m,σ) et (X1, X2, ..., Xn) un échatillon
i.i.d de même loi que X.

a) Calculer la fonction de MV de cette échatillon.
b) Estimer les paramètres de cette loi.

Exercice 3.

a) Montrer les propriétés suivantes :
•

OR (x, x̃) > 1⇐⇒ P (Y = 1|X = x) > P (Y = 1|X = x̃) .

•
OR (x, x̃) = 1⇐⇒ P (Y = 1|X = x) = P (Y = 1|X = x̃) .

•
OR (x, x̃) < 1⇐⇒ P (Y = 1|X = x) < P (Y = 1|X = x̃) .

• si P (Y = 1|X = x) et P (Y = 1|X = x̃) sont très petits par rapport à 1, on peut faire
l’approximation

OR (x, x̃) = P (Y = 1|X = x)
P (Y = 1|X = x̃) .

b) Quel est le meilleurs modèles parmi les trois modèles suivant :
· Modèle 1 : AIC = 51.09.
· Modèle 2 : AIC = 42.87.
· Modèle 3 : AIC = 43.10.

odds(x) = P (Y = 1|X = x)
1− P (Y = 1|X = x) .

• L’odds ratio OR (rapport des odds) (rapport des chances) entre deux individus
x et x̃ est

OR (x, x̃) = odds(x)
odds(x̃) .

Exercice 4. Données sur maladie coronarienne :
AGE : age.
CHD : diagnostic de maladie coronarienne.

CHD \ Age
x = 1

(Age ≥ 55)
x = 0

(Age < 55)
Total

y = 1 (Y es) 21 22 43
y = 0 (No) 6 51 57
Total 27 73 100
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a) Quelle est la loi de la variable y ="CHD" ?
b) Déterminer les paramètres y.
c) Quelle est l’espérance de y ?
d) Déterminer l’expression de la fonction reliant l’espérace de la variable y ="CHD" et

la variable explicative x ="Age".
e) Calculer les "odds" de x = 1 et de x = 0. Déduire "Odds Ratio" OR (x = 1, x = 0) .



Solutions

Exercice 1.

a) La fonction de MV de cette échatillon est donnée par

L (x1, x2, ..., xn; p) = P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn)

= P (X1 = x1) (X2 = x2) ... (Xn = xn) car Xi(i = 1.., n) sont indépendantes.

=
n∏
i=1

Cxi
n p

xi (1− p)1−xi

=
(

n∏
i=1

Cxi
n

)
p

n∑
i=1

xi

(1− p)
n−

n∑
i=1

xi

.

b) On a
p̂ = arg max

π
L (x1, x2, ..., xn; p) ,

on maximise la fonction L (x1, x2, ..., xn; p) sur l’ensembles des paramètres, alors

∂L

∂p
=

(
n∏
i=1

Cxi
n

)( n∑
i=1

xi

)
p

(
n∑
i=1

xi

)
−1

(1− p)
n−

n∑
i=1

xi

−
(
n−

n∑
i=1

xi

)
p

n∑
i=1

xi

(1− p)

(
n−

n∑
i=1

xi

)
−1


=
(

n∏
i=1

Cxi
n

)
(1− p)

n−
n∑
i=1

xi

p

n∑
i=1

xi
[(

n∑
i=1

xi

)
p−1 −

(
n−

n∑
i=1

xi

)
(1− p)−1

]
,

∂L
∂π

= 0, implique
n∑
i=1

xi

p
=
n−

n∑
i=1

xi

1− p ,

alors
p

(
n−

n∑
i=1

xi +
n∑
i=1

xi

)
=

n∑
i=1

xi,

p = 1
n

n∑
i=1

xi
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donc l’estimateur de MV du paramètre p est donné par

p̂ = 1
n

n∑
i=1

Xi = X.

Exercice 2.

a) La fonction de MV de cette échatillon est donnée par

L (x1, x2, ..., xn;m,σ) = P (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xn = xn)

= f (x1) f (x2) ...f (xn) car les X1, X2, ..., Xn sont indépendantes.

=
n∏
i=1

1
σ
√

2π
exp

(
−(xi −m)2

2σ2

)

=
(

1
σ
√

2π

)n ( n∏
i=1

exp
(
−(xi −m)2

2σ2

))

=
(

1
σ
√

2π

)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi −m)2
)
.

b) Prenons le logarithme népérien L (m,σ) = lnL (x1, x2, ..., xn;m,σ) du produit, on
obtient

L (m,σ) = − 1
2σ2

n∑
i=1

(xi −m)2 − n ln σ
√

2π.

Les dérivées partielles par rapport à m et à σ sont respectivement

∂L (m,σ)
∂m

= 1
2σ2

n∑
i=1

(xi −m) ,

et
∂L (m,σ)

∂m
= 1
σ3

n∑
i=1

(xi −m)2 − n

σ
,

Ces dérivées s’annulent lorsque
m = 1

n

n∑
i=1

xi,

et
σ2 = 1

n

n∑
i=1

(xi −m)2 ,

donc l’estimateur de MV du paramètre p est donné par

m̂ = 1
n

n∑
i=1

Xi,

et
σ̂2 = 1

n

n∑
i=1

(Xi −m)2 .
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Exercice 3.

a)
• Si P (Y = 1|X = x) > P (Y = 1|X = x̃) , alors

P (Y = 1|X = x) > P (Y = 1|X = x̃)⇐⇒ 1− P (Y = 1|X = x) < 1− P (Y = 1|X = x̃)

⇐⇒ 1
1− P (Y = 1|X = x) >

1
1− P (Y = 1|X = x̃)

⇐⇒ P (Y = 1|X = x)
1− P (Y = 1|X = x) >

P (Y = 1|X = x̃)
1− P (Y = 1|X = x̃)

⇐⇒ odds(x) > odds(x̃)

⇐⇒ OR (x, x̃) = odds(x)
odds(x̃) > 1.

• Si P (Y = 1|X = x) = P (Y = 1|X = x̃) , alors

P (Y = 1|X = x) = P (Y = 1|X = x̃)⇐⇒ 1− P (Y = 1|X = x) = 1− P (Y = 1|X = x̃)

⇐⇒ P (Y = 1|X = x)
1− P (Y = 1|X = x) = P (Y = 1|X = x̃)

1− P (Y = 1|X = x̃)
⇐⇒ odds(x) = odds(x̃)

⇐⇒ OR (x, x̃) = odds(x)
odds(x̃) = 1

• Si P (Y = 1|X = x) < P (Y = 1|X = x̃) , alors

P (Y = 1|X = x) < P (Y = 1|X = x̃)⇐⇒ 1− P (Y = 1|X = x) < 1− P (Y = 1|X = x̃)

⇐⇒ 1
1− P (Y = 1|X = x) <

1
1− P (Y = 1|X = x̃)

⇐⇒ P (Y = 1|X = x)
1− P (Y = 1|X = x) <

P (Y = 1|X = x̃)
1− P (Y = 1|X = x̃)

⇐⇒ odds(x) < odds(x̃)

⇐⇒ OR (x, x̃) = odds(x)
odds(x̃) < 1.

• si P (Y = 1|X = x) et P (Y = 1|X = x̃) sont très petits par rapport à 1, alors

1− P (Y = 1|X = x) ' 1 et 1− P (Y = 1|X = x̃) ' 1,

donc
odds(x) = P (Y = 1|X = x)

1− P (Y = 1|X = x) ' P (Y = 1|X = x) ,

et
odds(x̃) = P (Y = 1|X = x̃)

1− P (Y = 1|X = x̃) ' P (Y = 1|X = x̃) ,
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ce qui implique
OR (x, x̃) = odds(x)

odds(x̃) '
P (Y = 1|X = x)
P (Y = 1|X = x̃) ,

donc dans ce cas, on peut faire l’approximation

OR (x, x̃) = P (Y = 1|X = x)
P (Y = 1|X = x̃) .

b) le modèle choisi est celui qui aura la plus faible valeur d’AIC : le modèle choisi est
"Modèle 2 : AIC = 42.87".

· Modèle 1 : AIC = 51.09.
· Modèle 2 : AIC = 42.87−→Meilleurs.

· Modèle 3 : AIC = 43.10.
Exercice 4.

On note Y = CHD, et X1 = Age.

CHD \ Age
x = 1

(Age ≥ 55)
x = 0

(Age < 55)
Total

y = 1 (Y es) 21 22 43
y = 0 (No) 6 51 57
Total 27 73 100

,

on peut écrie
yi = β0 + β1xi1 + εi,

avec εi  N (0, σ2) .
a) La loi de la variable Y ="CHD" est : Bernouli, i.e ; Y  B (π)
b) P (Y = 1|x1 = 1) = 21

43 = 0.488, P (Y = 1|x1 = 0) = 22
43 = 0.511, P (Y = 0|x1 = 1) =

6
57 = 0.10, P (Y = 0|x1 = 0) = 51

57 = 0.89.
c) E {Y } = π.

d) Comme Y  B (π) , le modèle de régression est logistique, donc la fonction de lien
g (π) = log it (π) = log

(
π

1−π

)
, alors

log
(

πi
1− πi

)
= β0 + β1xi1,

ce qui implique
πi = exp (β0 + β1xi1)

1 + exp (β0 + β1xi1) .
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e) On a

odds (x1 = 1) = P (Y = 1|x1 = 1)
1− P (Y = 1|x1 = 1)

=
exp(β0+β1)

1+exp(β0+β1)

1− exp(β0+β1)
1+exp(β0+β1)

= exp (β0 + β1) ,

et d’autre part

odds (x1 = 1) = P (Y = 1|x1 = 1)
1− P (Y = 1|x1 = 1) =

21
27
6
27

= 21
6 = 3.5.

On aussi

odds (x1 = 0) = P (Y = 1|x1 = 0)
1− P (Y = 1|x1 = 0)

=
exp(β0)

1+exp(β0)

1− exp(β0)
1+exp(β0)

= exp (β0) ,

et
odds (x1 = 0) = P (Y = 1|x1 = 0)

1− P (Y = 1|x1 = 0) =
22
73
51
73

= 22
51 = 0.431,

on peut déduire

OR (x1 = 1, x1 = 0) = exp (β0 + β1)
exp (β0) = exp (β1) .

on aussi
OR (x1 = 1, x1 = 0) = odds (x1 = 1)

odds (x1 = 0) = 3.5
0.431 = 8.12,

ce qui implique
exp (β1) = 8.12,

alors
β1 = log (8.12) = 2.094,

et
exp (β0) = odds (x1 = 0) = 0.431,

donc
β0 = log (0.431) = −0.841.



Chapitre 3
Régression de Poisson

CH3]

3.1 Distribution de Poisson

• On dit qu’une variable Y a une distribution de Poisson de paramètre λ > 0 si elle prend
des valeurs entières y = 0, 1, 2, ...avec la probabilité

P (Y = y) = e−λ
λy

y! ,

et on note
Y  P (λ)

• La moyenne et la variance d’une loi de Poisson sont égales à λ

E {Y } = V ar {Y } = λ.

Propriétés :

• Si Y  B (n, π) alors Y  P (λ) quand n −→∞ avec λ = nπ.

• Si Yj  P (λj) pour j = 1, ...,m et Y1, ..., Ym sont indépendantes, alors Y1 + Y2 + ...+
Ym  P (λ1 + λ2 + ...+ λm) .

3.2 Modèle log-linéaire

• Soit Y1, Y2, ..., Yn un échantillon de variables aléatoires indépendantes de Poisson telles
que

Yi  P (λi) pour i = 1, ..., n.
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• On suppose de plus que la moyenne λi dépend de covariables xi.

• On pose le modèle
λi = xTi β,

la moyenne d’une loi de Poisson est positive mais le terme de droite peut prendre des valeurs
négatives, on pose alors

log (λi) = xTi β.

• En prenant l’exponentiel, on obtient un modèle multiplicatif pour la moyenne

λi = exp
(
xTi β

)
.

Quand xj augmente de 1 point, la moyenne est multipliée par exp (βj).
• Un des effets avantageux du log est qu’il ramène les données d’évènements rares à une

échelle plus linéaire.

3.3 Inférence

• La vraisemblance de n observations de Poisson indépendantes s’écrit

L (β) =
n∏
i=1

P (Yi = yi)

=
n∏
i=1

e−λi
λyii
yi!

= e
−

n∑
i=1

λi n∏
i=1

λyii
yi!
.

• La log-vraisemblance de n observations de Poisson indépendantes est donnée par

logL (β) = −
n∑
i=1

λi +
n∑
i=1

log
(
λyii
yi!

)

= −
n∑
i=1

λi +
n∑
i=1

[yi log (λi)− log (yi!)]

=
n∑
i=1

(yi log (λi)− λi)− log (yi!)

=
n∑
i=1

(
yi
(
xTi β

)
− exp

(
xTi β

))
− log (yi!) ,

avec
log (λi) = xTi β = β0 + β1xi1 + ...+ βpxip



3.3 Inférence 59

• En dérivant la log-vraisemblance en fonction de β on obtient

∂ logL(β)
∂β0

=
n∑
i=1

(
yi − exp

(
xTi β

))
,

∂ logL(β)
∂β1

=
n∑
i=1

xi1
(
yi − exp

(
xTi β

))
,

:
∂ logL(β)

∂βj
=

n∑
i=1

xij
(
yi − exp

(
xTi β

))
,

:
∂ logL(β)

∂βp
=

n∑
i=1

xip
(
yi − exp

(
xTi β

))
,

en annulant ces dérivées, et comme exp
(
xTi β

)
= λi on obtient les équations d’estimation



n∑
i=1

yi =
n∑
i=1

λi
n∑
i=1

xi1yi =
n∑
i=1

xi1λi

:
n∑
i=1

xijyi =
n∑
i=1

xijλi

:
n∑
i=1

xipyi =
n∑
i=1

xipλi

On peut écrir

1 1 ... 1 ... 1
x11 x21 ... xi1 ... xn1

x12 x22 ... xi2 ... xn2

: : : : : :
x1j x2j ... xij ... xnj

: : : : : :
x1p x2p ... xip ... xnp





y1

y2

:
yi

:
yn


=



1 1 ... 1 ... 1
x11 x21 ... xi1 ... xn1

x12 x22 ... xi2 ... xn2

: : : : : :
x1j x2j ... xij ... xnj

: : : : : :
x1p x2p ... xip ... xnp





λ1

λ2

:
λi

:
λn


,

et la forme matricielle de ces équations est donnée par

XTy = XT λ̂

où X est la matrice de design (incluant une colonne de 1), y est la réponse observée et λ̂ est
la réponse prédite avec l’estimateur du maximum de vraisemblance (MV) .
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3.4 Estimation en pratique

En général, l’estimation se fait en utilisant l’algorithme numérique Iterated Re-weighted

Least Square (IRLS) comme pour la régression logistique avec ici

zi = ηi + yi − λ̂i
λ̂i

,

et les poids
wii = λ̂i.

3.5 Déviance

• La déviance permet de mesurer l’écart entre le modèle et l’observation.

D = 2
n∑
i=1

{
yi log

(
yi

λ̂i

)
+
(
λ̂i − yi

)}
.

• L’ajustement est donc d’autant meilleur que D est faible.

3.6 tests de Pearson

• Pour tester la qualité d’ajustement,

H0 : Le modèle permet de reproduire les observations.

H1 : Le modèle ne permet pas de reproduire les observations.

• On peut utiliser la statistique de Pearson

X2
p =

n∑
i=1

(
λ̂i − yi

)2

λ̂i
,

qui suit approximativement une loi du chi-deux à n− p degrés de libertés si n est grand.
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3.7 Sur-dispersion

• Une des caractéristiques de la distribution de Poisson est l’égalité de la moyenne et de
la variance :

E {Y } = V ar {Y } = λ.

• Cependant, les données réelles présentent parfois de la sur-dispersion i.e ; une variance
plus importante que la moyenne.
• Il existe plusieurs modèles/solutions permettant de prendre ne compte la sur-dispersion :

◦ modèle quasi-Poisson,
◦ modèle de Poisson avec estimation robuste de la variance,
◦ modèle à réponse binomiale négative.
• Supposons que la variance est proportionnelle à la moyenne

V ar {Y } = φE {Y } = φλ.

◦ Si φ > 1 on a une sur-dispersion.
◦ Si φ < 1 un sous-dispersion (mais ce second cas est rare en pratique).
• Dans le cas où la variance est proportionnelle à la moyenne V ar {Y } = φE {Y } = φλ :
◦ Pour adapter l’algorithme IRLS, on remplace les poids wii par

wii = λ̂

φ
,

Ce sont les poids du modèle de Poisson divisés par φ. La constante φ disparait quand on
calcule (

XTWX
)−1

XTWz.

• La variance de β̂ est alors

V ar
{
β̂
}

= φ
(
XTWX

)−1
,

avec W = diag (λ1, ..., λn) .
• L’estimation de la constante φ s’appuie sur la statistique du chi-deux de Pearson

X 2
p =

n∑
i=1

(yi − λi)2

V ar {yi}
=

n∑
i=1

(yi − λi)2

φλi
,

et
E
{
X 2
p

}
= n− p.
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Par la méthode des moments, on a donc

φ̂ =
X 2
p

n− p
.



Travaux Pratiques

Exemple :

• Le nombre de bourses obtenues par les élèves d’une école secondaire : Les prédicteurs
du nombre de bourses obtenues suivant le type de programme dans lequel l’étudiant était
inscrit (par exemple, professionnel, général ou académique) et le résultat de son examen final
en mathématiques.
• Description des données :
Dans cet exemple :
num_awards : la variable de réponse et indique le nombre de boursses obtenues par

les élèves d’un lycée au cours d’une année.
math : la variable prédictive continue et représente les notes des élèves à leur examen

final de mathématiques.
prog : la variable prédictive catégorique avec trois niveaux indiquant le type de pro-

gramme dans lequel les étudiants étaient inscrits. Il est codé comme 1 = "General", 2 =

"Academic" et 3 = "Vocational".
• Commençons par charger les données et examiner quelques paramètres de la statistique

descriptive.
p <- read.csv("https ://stats.idre.ucla.edu/stat/data/poisson_sim.csv")
p <- within(p, {
prog <- factor(prog, levels=1 :3, labels=c("General", "Academic",
"Vocational"))
id <- factor(id)
})
summary(p)
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id num_awards prog math phat
1 : 1 Min. :0.00 General : 0 Min. :33.00 Min. :0.06131
2 : 1 1st Qu. :0.00 Academic : 0 1st Qu. :45.00 1st Qu. :0.18874
3 : 1 Median :0.00 Vocational : 0 Median :52.00 Median :0.37991
4 : 1 Mean :0.63 NA’s :200 Mean :52.65 Mean :0.63000
5 : 1 3rd Qu. :1.00 3rd Qu. :59.00 3rd Qu. :0.84825
6 : 1 Max. :6.00 Max. :75.00 Max. :2.99866

(Other) :194
• La moyenne inconditionnelle et la variance de la variable de réponse num_awards ne

sont pas extrêmement différentes.
· Le modèle suppose que ces valeurs, conditionnées par les variables prédictives, seront

égales (ou du moins approximativement).
• Nous pouvons utiliser la fonction tapply pour afficher la moyenne"M" et l’écart-

type"SD" par type de programme.
· Le tableau ci-dessous montre le nombre moyen de bourses par type de programme

prog et semble suggérer que le type de programme prog est un bon candidat pour pré-
dire le nombre de bourses (variable de réponse num_awards) car la valeur moyenne de
num_awards semble varier selon le programme prog. De plus, les moyennes et les va-
riances au sein de chaque niveau de prog – les moyennes et les variances conditionnelles –
sont similaires.
· Un histogramme conditionnel séparé par type de programme prog est tracé pour

montrer la distribution.
with(p, tapply(num_awards, prog, function(x) {
sprintf("M (SD) = %1.2f (%1.2f)", mean(x), sd(x))
}))

General Academic V ocational

”M(SD) = 0.20(0.40)” ”M(SD) = 1.00(1.28)” ”M(SD) = 0.24(0.52)”
ggplot(p, aes(num_awards, fill = prog)) +
geom_histogram(binwidth=.5, position="dodge")

• Régression de Poisson :

· La régression de Poisson est souvent utilisée pour modéliser les données de comptage.
· L’analyse du modèle de Poisson à l’aide de la fonction glm.
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· Adapter le modèle et le stocker dans l’objetm1 et obtenons en même temps les résultats
du modèle.

summary(m1 <- glm(num_awards ~prog + math, family="poisson", data=p))
Call :
glm(formula = num_awards ~prog + math, family = "poisson", data = p)
Deviance Residuals :
Min 1Q Median 3Q Max

−2.2043 −0.8436 −0.5106 0.2558 2.6796
Coefficients :

Estimate Std.Error z − value Pr(> |z|)
(Intercept) −5.2471 0.6585 −7.97 1.6e− 15 ∗ ∗∗

progAcademic 1.0839 0.3583 3.03 0.0025 ∗ ∗
progV ocational 0.3698 0.4411 0.84 0.4018

math 0.0702 0.0106 6.62 3.6e− 11 ∗ ∗∗
—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Null deviance : 287.67 on 199 degrees of freedom
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Residual deviance : 189.45 on 196 degrees of freedom
AIC : 373.5
Number of Fisher Scoring iterations : 6.
• Nous pouvons également tester l’effet global de prog en comparant la déviance du

modèle complet avec la déviance du modèle hors prog.
· Le test du chi2 à deux degrés de liberté indique que prog est un prédicteur statisti-

quement significatif de num_awards.
## update m1 model dropping prog
m2 <- update(m1, . ~. - prog)
## test model differences with chi square test
anova(m2, m1, test="Chisq")
Analysis of Deviance Table
Model 1 : num_awards ~math
Model 2 : num_awards ~prog + math

Resid.Df Resid.Dev Df Deviance Pr(> Chi)
1 198 204
2 196 189 2 14.6 0.0006852 ∗ ∗∗
—
Signif. codes : 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
• Nous pouvons également représenter graphiquement le nombre d’événements prévu

avec les commandes ci-dessous.
· Le graphique indique que le plus grand nombre de bourses est prévu pour ceux du pro-

gramme académique (prog = 2), surtout si l’étudiant a un score élevé en mathématiques.
· Le plus petit nombre de bourses prévues concerne les étudiants du programme général

(prog = 1).
· Le graphique superpose les lignes des valeurs attendues sur les points réels.
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Tables Statistiques usuelles 
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Table 2 
 
 

Loi de Poisson 
 

!
)(

k
ekXP

kµµ−==  

 
(µ le nombre d’occurrences moyen)  

 

 



 
Table 3 

 
Loi Normale Centrée Réduite 

 
 

Fonction de répartition F(z)=P(Z<z) 
 
 

 
 
 
 
 



 
 

Table 4 
 
 

Loi de Student 
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Table 6 
 

Loi de Fisher F 
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