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Fonctions analytiques, fonctions harmoniques et intégration

complexe.

Exercice 1.
1) Séparer la partie réelle et la partie imaginaire des fonctions suivantes:

shz; chz, f(z) = z2 � 5iz + 3� i:
2) Calculer log

�
1� i

p
3
�
, log (1 + 2i)

3) Déterminer dans le plan complexe l�ensemble des points tel que: z�2z�3 2 R:
Exercice 2.
1) Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont analytiques:
f(z) = x4y5 + ixy; f(z) = ex cos y � 2xy + i

�
ex sin y + x2 � y2

�
;

f(z) = cos2 (x� y) + i sin2 (x� y) ; f(z) = Re z; f(z) = zez; f(z) = ch2z;
f(z) = 1

ez ; f(z) =
1
1�z :

2) Soit u: (x; y) 2 R2 ! u(x; y) = ex
�
x cos y � k

4ey sin y
�
2 R: Sous quelles

conditions la fonction u est-elle harmonique?
3) Soit u(x; y) = e�2xy sin

�
x2 � y2

�
; véri�er que u est harmonique, puis

déterminer v = v(x; y) pour que f = u+ iv soit analytique.
4) Même question que précedente pour la fonction u(x; y) = 2x(1-y)
Exercice 3. Soit f :
 ! C, une fonction analytique dans 
 un ouvert

connexe de C: Montrer que: f est constante, u = Re f : 
 � R2 ! R est
constante, v = Im f : 
 � R2 ! R est constante, jf j est constante, f est
analytique.
Exercice 4. Soit f : C! C:

f(z) =

�
e
�1
z2 si z 6= 0
0 si z = 0

Montrer que f véri�e les conditions de Cauchy-Riemann en point (0; 0) et
qu�elle n�est pas dérivable en z0 = 0:
Exercice 5.
a)Calculer les intégrales suivantes:
1)
R

(2z + 1) dz pour  : [0; 1]! C, (t) = 1+it; 2)

R

(z + 2z � 1) dz pour

 : [0; 2]! C; (t) = t�2i; 3)
R

zezdz pour  : [0; �]! C; (t) = 2+ i+3eit;

4)
R

jzj zdz pour  = 1[2 avec 1(t) = t; t 2 [�1; 1] et 2(t) = eit; t 2 [0; �] :

b) Soient 1(t) = 2 + 2e
it, t 2 [0; 2�] et 2(t) = i+ e�it; t 2

�
0; �

2

�
:

1) Représenter 1 et 2:
2) Calculer les deux intégrales suivantes

Z
1

dz

z � 2 ;
Z
2

dz

(z � i)3
:

1


