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Chapitre

Notions sur les équations auxr dérivées

partielles

1.1 Introduction

Les scientifiques et les ingénieurs utilisent plusieurs techniques pour la résolution des
problémes de champ (diffusion de la chaleur, propagation d’ondes ...etc). Ces techniques
peuvent étre expérimentales, analytiques ou numériques.

Les méthodes expérimentales sont trés chers, prennent beaucoup de temps et dans
certains cas, elles sont hasardeuses et méme dangereuses. Elles ne permettent pas sou-
vent une grande flexibilité des paramétres de variation.

La plupart des méthodes analytiques ne s’appliquent que dans des cas limités.
Pour des problémes relatifs a des systémes de forme géométrique complexe ou a des
milieux & caractéristiques non uniformes ou non isotropes, qui est le cas de la plupart
des problémes rencontrés en pratique, il est nécessaire de faire appel aux méthodes
numériques.

Les problémes rencontrés dans le domaine des sciences de l'ingénieur sont sou-
vent représentés (ou modélisés) par des équations aux dérivées partielles (EDP) qui
modélisent les phénoménes physiques présents (écoulement de fluides, transfert de cha-
leur, vibration de structures, propagation d’ondes, champ électromagnétique ...etc).
Les étapes depuis la modélisation jusqu’a la programmation sont schématisées sur la
figure (Fig.1.1).

1.2 Définitions

— Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation faisant intervenir
une fonction inconnue de plusieurs variables ainsi que certaines de ses dérivées

partielles.
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Phénomeénes Physiques

Observation / Modélisation

A ) J

Modele Mathématique

Loi d'évolution (E.D.P)

A /

Analyse Mathématique des EDP

- Existance / Unicité
- Caractére

- Solution analytique

A ) J

Analyse Numérique / Discrétisation des EDP

- Méthode / Schéma
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- Algorithme de résolution

A Y

Programmation sur ordinateur

- Optimisation
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- Visualisation

Fig. 1.1: Etapes de la simulation numérique.
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— Une équation différentielle ordinaire (EDO) contient seulement des dérivées par
rapport & une seule variable.
— On appelle ordre d’'une EDP, l'ordre de la plus grande dérivée présente dans

I’équation.
Exzemples :
1. L’équation ci-contre est une EDO du 2™ degré : o f"(x)+ B f'(x) ++ f(z) =

2. L’équation ci-dessous est une EDP du 2"? degré :

P¢ . Po 0% 09 09
b d=—+e— — 1.1
152 T aray o Tlas tegy TS0 (1.1)

Elle peut aussi s’écrire sous la forme :

a¢a:a:+b¢xy+c¢yy+d¢m+e¢y+f¢:g — L¢:g

— Une EDP est linéaire si ’équation est linéaire par rapport aux dérivées par-
tielles de la fonction inconnue (c-a-d qu’il n’existe pas de produit des variables
dépendantes et/ou produit de ses dérivées).

— Une EDP est non linéaire si ’équation contient un produit des variables dépen-

dantes et/ou un produit de ses dérivées.
Exzemples :
1- L’équation ci-dessous est une EDP linéaire du second degré.

+ 35 L, xzagxﬁt + ko xa¢(xt — k3 o(x,t) =0

8(;5(:1: t)

2- L’équation ci-dessous est une EDP non linéaire du premier degré.
2et) | (1) 242 — g(x,t)

— On appelle probléme aux limites une EDP munie de conditions aux limites (C.L)
sur la totalité de la frontiére du domaine sur lequel elle est posée.

— Un probléme est bien posé si pour toute donnée (second membre, domaine,
données aux bords, ... ), il admet une solution unique et si cette solution dépend

continiment de la donnée.

1.3 Classification des EDP

Considérons les équations aux dérivées partielles du second degré de type (1.1).

Leur classification se fait de la maniére suivante :
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L’EDP est elliptique si : A=b—4ac <
L’EDP est parabolique si: A =0 —4ac =
L’EDP est hyperbolique si: A =b*—4ac >

Les termes elliptique, parabolique et hyperbolique sont dérivés de 1’équation qua-
dratique :
ar?+bry+cy*+dz+ey+ f=0

qui représente une hyperbole, une parabole ou une ellipse selon la valeur de A.

Exzemples :

_ i ) . Pu 2 8Pu
Equation d’onde : 52 = C” 9.8

a=c2b=0,c=—-1= A=4c®> donc c’est une EDP de type hyperbolique.

ou 3?u

at — 922
a=1,b=0,¢c=0= A=0 donc c’est une EDP de type parabolique.

— Equation de diffusion (chaleur) :

— L’équation : 3723 + giyg +Alu=f
a=1,b=0,c=1= A= —4 donc c’est une EDP de type elliptique.
- L’équation de Laplace : % + 3273 =0 dans ce cas u est dite harmonique.
- L’équation de Poisson : % + giyé‘ =f
— Equation de Tricom: : % +x giyg =0
a=1,b=0,c=x= A =—4x donc c’est une EDP de type mizte. Elle est elliptique
si z > 0 et hyperbolique si x < 0.

1.3.1 Caractéristiques des EDP

— Les EDP elliptiques sont associées avec des phénomeénes stationnaires. Elles
modélisent souvent un probléme intérieur (fermé) (Fig.1.2) et alors la solution

est souvent bornée (exp : les équations de Laplace et de Poisson).

- (C.L)
Domaine fermé

Fig. 1.2: Domaine d’étude pour les problémes elliptiques.

— Les EDP hyperboliques apparaissent dans les problémes de propagation. La
solution est souvent ouverte et elle avance alors indéfiniment vers l'extérieur
a partir d’une condition initiale satisfaisant toujours les conditions aux limites
(C.L) spécifiées (Fig.1.3).
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Propagation de la solution

A

cLn

(CL)

Domaine ouvert

(CD

Fig. 1.3: Domaine d’étude pour les problémes paraboliques et hyperboliques.

— Les EDP paraboliques sont généralement associées avec des problémes dans les-
quels la quantité qui nous intéresse varie lentement comparée aux mouvements
aléatoires qui produisent les variations. Comme I'EDP hyperbolique, le domaine
de la solution de ’EDP parabolique est souvent ouvert. Les conditions initiale
(C.I) et limites (C.L) typiquement associées avec cette équation ressemblent a
ceux des problémes hyperboliques a I’exception de la seule condition initiale a
t = 0 nécessaire puisque I’équation est du 1¢" ordre en temps. Aussi, les équa-
tions paraboliques et hyperboliques sont résolues par des techniques similaires
alors que I’équation elliptique est souvent plus difficile et requiert des techniques

différentes.

1.4 Différents types de conditions aux limites (C.L)

1.4.1 Conditions de Dirichlet (ou 1° type)

Dans ce cas, la valeur de la variable dépendante est spécifiée le long de la frontiére

du domaine.
o(r) =0, rsur S condition homogéne.
o(r) = p(r), rsur S condition non homogeéne.

r étant la variable indiquant la position et S la frontiére du domaine.
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1.4.2 Conditions de Neumann (ou 2°"¢ type)

Dans ce cas, le gradient normal de la variable dépendante est spécifié le long de la

frontiére du domaine.

aﬁﬁf) =0, rsur S condition homogeéne.
82&? =q(r), r sur S condition non homogeéene.
99(r)

étant la dérivée normale de ¢ le long de la frontiére S du domaine.

1.4.3 Conditions mixtes (ou 3" type)

Dans ce cas, une combinaison des deux C.L précédentes spécifiée le long de la fron-

tiére du domaine.

325:’) + h(r) ¢(r) =0, rsur S condition homogéne.
3?5:) + h(r) ¢(r) = w(r), rsur S condition non homogéne.

1.5 Exercices

1-01 : Classer les EDP suivantes (parabolique, hyperbolique ou elliptique) :

1 %4429 —0.

(1—- M) % + giyff = 0 (étudier en fonction de M).

9%u Pu

or _ 9*T + o*T
ot~ 0x? oy? *

Ll

1-02 : Classer les EDP suivantes :

1488 — 420 4 5% 4 3u=0.

2 2
2. Gt oF + ok = 1.
2 6%¢ % 2 9%¢ [ol) 06 _
3. 87 52 2%, TY G T T TV =
o%T o%T 82T _
4 95 +620 —169% =0.




Chapitre

Méthodes des différences finies

2.1 Introduction sur les méthodes numériques

En général, les méthodes numériques donnent une solution approximative avec une
précision suffisante pour les problémes rencontrés en pratique dans les domaines de
transferts thermiques, de mécanique des fluides , d’électromagnétisme, ...etc. Parmi
ces méthodes, on distingue d’une maniére générale :

— Méthode des différences finies (MDF).

— Méthode des éléments finis (MEF).

— Méthode des volumes finis (MVF).

— Meéthodes spectrales (MS).

Il existe d’autres méthodes spécifiques a chaque domaine (méthode des lignes, méthode
de Monté Carlo, .. .etc).

— Les méthodes MDF et MVF sont basées sur une discrétisation du domaine et le

remplacement de 'opérateur différentielle par un quotient différentiel.

— La méthode MEF est basée sur la formulation variationnelle.

— La méthode MS est basée sur la recherche d’une solution approchée sous forme

d’un développement sur une certaine famille de fonctions (Fourier, polynomes,

splines, .. .etc). Ces méthodes sont souvent coiiteuses mais précises.

2.2 Principe et bases de la MDF

L’objectif de la méthode des différences finies (MDF) est de transformer une équa-
tion continue valable sur un domaine continu (ou domaine physique) en un systéme
a N équations & N inconnues associées a un domaine discret (ou domaine de calcul)
appelé maillage.(Fig. 2.1).

L’approximation des dérivées d’une fonction f(z) par différences finies est basée sur

le développement en séries de Taylor de cette fonction de la maniére suivante :

7
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P..
Y i
/
/
C.L 7
( )\ LDy /L/\
/
/

Domaine errrrispS
j

i AX

Fig. 2.1: Passage du domaine continu au domaine discret.

flz+h) = flx)+ % f'(@) + Z—T f(x) + Z—T £ (x) + Z_T FD@) 4 -

Fla=1) = £ =2 )+ 2 ) = 2y 2oy -
ot 21) = 5oy + 2 o)+ 2 oy 4 B oy 1 BRY oo
o —2) = 1) - 2 ) + O pray - B gy OO oy

h étant le “pas” spatial (Az, Ay ou Az ) ou temporel At.
Nous pouvons aussi faire sortir les sommes et les différences des séries :
h4
flath)+ flx—h)=2f(z)+ 1 f'(z) + 15 FO @)+

f(x+h)—f(x—h):2hf’(:c)+%3

fm<£L’) 4.

flx+2h) 4+ f(x—2h) =2 f(x) +4h2 f"(z) + %hdt fO@) + -

e

f(x+2h) — f(x —2h) = 4h f'(x) + 3

f/l/(x) _'_

(2.1)

- (2.3)

- (2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Notons que les sommes contiennent seulement les dérivées paires par contre, les

-8 -
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différences contiennent seulement les dérivées impaires. Le nombre d’équations impli-

quées et le nombre de termes a conserver dans chaque équation dépend de la dérivée
et du degré de précision désiré.

L’équation (2.6) nous donne :

f/<SL’) _ f(x+h)2—hf(x—h) . %2 f’”(l’) +

Ou encore :

f’(l‘) ~ f(SL’ + h’)Q_hf<x — h’) + O(hQ) (29)

qui est une approximation centrée du second ordre. O(h?) est appelée Erreur de
troncature en h?.

Similairement, 1’équation (2.5) nous donne :

fi(x) = Let2 I @h) B2 p) () 4

ou encore :

f//(x)2 f(:L‘~|>h)—2];L(2:L‘)+f(l‘—h) —I—O<h2) (2_10)

Nous pouvons aussi obtenir de la méme maniére et en utilisant les équations (2.1)

(2.8) les dérivées f"”(z) et f*)(x) comme il est indiqué dans les tableaux (Tab.2.1-2.5)
| | fl@=2h) | flx—h

) [ f@) [ fa+h) [ fla+2h)]
2h f('x) -1 0 +1
h* f"(z) +1 -2 +1
2h3 f” (7) -1 2 0 -2 +1
@ (z) +1 -4 +6 -4 +1

Tab. 2.1: Approzimation centrée en O(h?).

[’équation (2.1) nous donne :

f/(ZL‘) (:v+h) f(@) %f”(l‘) +

Ou encore :

fI<SL’) ~ f(l‘ + h}z/ - f($) + O(h)

qui est une approximation décentrée avant du 1" ordre

9.

(2.11)
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De méme, I’équation (2.2) nous donne l'approximation décentrée arriére du 1¢

ordre :
fa) = 1B i(‘” ~ 4 o) (2.12)
‘ ‘f(x)‘f(x+h)‘f($+2h)‘f(x+3h)‘f(x+4h)‘
h f'(x) -1 +1
h* f"(z) | +1 -2 +1
R f"(x) | -1 +3 -3 +1
ht f@(z) | +1 -4 +6 -4 +1
Tab. 2.2: Approzimation décentrée avant du 1°" ordre O(h).
| | fla—4h) [ fla—3h) | fle—2h) [ flz—N) | (=) |
h f'(x) -1 +1
h? f(x) +1 -2 +1
h3 f" () -1 +3 -3 +1
ht f@(2) +1 -4 +6 -4 +1

Tab. 2.3: Approzimation décentrée arriére du 1°" ordre O(h) .

Ces approximations pouvant étre utilisées par exemple aux limites du domaine ot
I’approximation centré ne peut étre appliquée. Les approximations décentrées du 2"¢

ordre sont données dans les tableaux (Tab.2.4 & 2.5) :

| | f(@) | fle+h) | flw+2h) | f(z+3h) | flx+4h) | f(z+5h) |
2h f'(x) | -3 +4 -1
R f"(z) | +2 -5 +4 -1
2h3 f”’(:L’) -5 +18 -24 +14 -3
@(z) | +3 -14 +26 -24 +11 -2
Tab. 2.4: Approzimation décentrée avant du 2"¢ ordre O(h?).
| | fa—5h) [ flz—4h) | flz—3h) [ fle—2h) [ flx—h) | f(z) |
2h f'(x) +1 -4 +3
h* f"(z) -1 +4 -5 +2
2h3 f”’(:c) +3 -14 +24 -18 +5
@ () -2 +11 -24 +26 -14 +3

Tab. 2.5: Approzimation décentrée arriére du 2! ordre O(h?).

Recommandations :

— Utiliser une double précision dans les calculs.

- 10 -
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— Utiliser le 2" ordre O(h?) ou plus.

Ezxzemples :

1- La courbe (Fig.2.2) nous montre l'effet du nombre de termes & considérer durant

I’approximation de la fonction e” par les séries de Taylor.

450

400

350

Exp(x)
7 termes
6 termes
5 termes
4 termes

300

200

150

100

Fig. 2.2: Approzimation par séries de Taylor de la fonction e°.

2- Soit a calculer la dérivée seconde de la fonction f(z) = e~ au point x = 1.

— Avec 6 décimales : f(1) = 0.367879

L b [ feth) | fa—h ]| [
0.64 0.193980 | 0.697676 | 0.380611
0.32 0.267135 | 0.506617 | 0.371038
0.16 0.813486 | 0.431711 | 0.368699
0.08 0.839596 | 0.598519 | 0.368214
0.04 0.853455 | 0.582893 | 0.368480
0.02 0.360595 | 0.375311 | 0.370098
0.01 0.364219 | 0.371577 | 0.376706
0.005 | 0.8366045 | 0.569723 | 0.403174

0.0025 | 0.8366961 | 0.5368800 | 0.509054
0.00125 | 0.367420 | 0.368340 | 0.932579
0.001 | 0.867512 | 0.5368248 | 1.250222

Tab. 2.6: Influence négative de la simple précision.

- 11 -
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— Avec 9 décimales : f(1) = 0.367879441

LA Sz +h) flz—h) f"()
0.64 0.193980042 | 0.697676326 | 0.380609097
0.32 0.267135302 | 0.506616992 | 0.371029414
0.16 0.8313486181 | 0.431710523 | 0.368664921
0.08 0.839595526 | 0.398519041 | 0.368075685
0.04 0.853454682 | 0.382892886 | 0.367928494
0.02 0.8360594940 | 0.375311099 | 0.367891704
0.01 0.8364218980 | 0.371576691 | 0.367882507
0.005 | 0.8366044635 | 0.369723445 | 0.367880208

0.0025 | 0.366960891 | 0.368800290 | 0.3678796353
0.00125 | 0.367419879 | 0.368339578 | 0.367879489
0.001 | 0.867511746 | 0.368247505 | 0.367879472

Tab. 2.7: Influence positive de la double précision.

Nous remarquons, d’aprés ces deux tests, ’effet néfaste du choix de la simple préci-
sion par rapport a la double précision qui converge bien vers la solution exacte quand

le pas h diminu.

3- Soit a calculer la dérivée de la fonction f(x) = Ln(z) au point x = 1. Prenons

h = 0.1 et comparons les approximations centrée et décentrée.

| Approzimation | (1) | erreur relative (%) |
Centrée 1.003353477 0.34
Décentrée avant | 0.953101798 4.69
Décentrée arriere | 1.053605157 5.36

Tab. 2.8: Influence de ’approzimation.

Nous remarquons que 'approximation centrée est plus précise que celles décentrées

et que les erreurs calculées sont proches de celles prévues par la théorie :

E=|2f1)]=|%.(-1)| = 0.05.

— Pour les approximations décentrées :

— Pour I'approximation centrée : E =

6

8 )| = C 2 = 0.00333.

-12 -
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2.3 Schémas de discrétisation

Avant de remplacer les dérivées partielles par les différences finies, il faut d’abord

choisir I'un des schémas de discrétisation suivants (Fig.2.3) :

—O L Schéma décentré arriére
i-2 i-1 i (ou retardé)

—O ® Schéma centré
i-1 i i+1

Schéma décentré avant
i i+1 i+2 (ou avancé)

Fig. 2.3: Différents types de schémas de discrétisation.

2.4 Notions de stabilité, consistance et convergence

2.4.1 Stabilité

La notion de stabilité est relative a la solution de I’équation aux différences, on dira
que le schéma est stable si, quelque soient Az et Ay (du méme ordre), la solution du
probléme discrétisé reste bornée quand At tends vers 0.

Pour étudier la stabilité, on utilise souvent 1’analyse de Von-Neumann qui consiste
a étudier toute solution de la forme : ) (t) e/ #* (72 = -1).

Si on substitue cette forme dans I’équation aux différences on obtient une relation
entre () et ¥(t + At) .

Théoréme : Le schéma est stable (condition suffisante) si le facteur d’amplification
¢ vérifie :

P(t + At)
»(t)

Remarque : L’analyse de la stabilité par Von-Neumann est valable uniquement

’é = ’ <1 (2.13)

pour les problémes linéaires & coefficient constants car ce sont les seuls problémes
pour lesquels nous pouvons avoir une solution analytique. D’autres méthodes

existent pour 'analyse de la stabilité (matricielle, perturbation discréte).

2.4.2 Consistance

Le terme de consistance appliqué a une certaine procédure de construction de sché-
mas aux différences signifie que cette procédure approche la solution de 'EDP consi-

dérée et non la solution d’une autre EDP. La qualité de cette consistance s’appelle la

- 13 -
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précision du schéma.

Théoréme : Soient les opérateurs D discret et £ continu et soit £ un paramétre

aussi petit que 1’on veut.

Si |Df — Lf] <e quand Az et At — 0 alors la méthode est consistante.

2.4.3 Convergence

Le schéma est convergent si la solution du probléme discrétisé tend vers la solution

du probléme aux dérivées partielles, lorsque Ax et Ay tendent simultanément vers 0.

Théoréme de Lax : Pour une EDP linéaire, si le critére de consistance est vérifié,

une condition nécessaire et suffisante de convergence et que le schéma soit stable.

2.5 Méthodes de discrétisation

2.5.1 Meéthode explicite

L’équation explicite est obtenue en écrivant le terme spatial & 'instant n ou la
solution est connue. L’inconvénient principal de cette méthode (Fig.2.4) est qu’elle né-
cessite de choisir un pas de temps At suffisamment petit, sinon la solution de I’équation

discrétisée devient instable.

n+1

Solution connue
Jusqu'enn

>
- ——O—

i+1
Fig. 2.4: Schéma explicite.

Exemple : La discrétisation de 1’équation de la chaleur selon la méthode explicite

d’Euler nous donne :

or T Mo T, 2P+ T
ot Ox2 At - Ax?

(2.14)

— Cette méthode converge pour A = AA—JQ € ]O, 5] avec une erreur de discrétisation

en O(At + Az?).

— Pour A = ¢ , on démontre que lerreur est en O(A#* + Az?) .

- 14 -
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— A cause de ce risque d’instabilité, il est préférable, lorsque cela est possible,

d’utiliser I’'une des méthodes implicites.

Il existe aussi d’autres méthodes de discrétisations explicites telles que celles de Saul’Yeuv,
Dufort-Frankel et Barakat et Clark ...etc.

2.5.2 Meéthode implicite

On obtient une équation implicite en écrivant le terme spatial a I'instant (n 4 1) ou

la solution n’est pas connue (Fig.2.5).

n+1 o

A
n “F Solution connue
i

i+1 Jjusquen n

Fig. 2.5: Schéma implicite.
Exemple :

La discrétisation de I’équation de la chaleur selon la méthode implicite d’Euler donne :

a_T — 82_T j}n-i-l . CZWZn B jﬁlri-iil . 2jvin+1 + Czwzyj:il -

Un avantage essentiel de cette méthode est qu’elle est universellement stable. La
seule limitation sur At est celle qui maintient les erreurs de troncature dans des limites
acceptables.

Cette méthode converge quelque soit \ = % = (',

Il existe aussi la méthode implicite de Leasonen en O(At + Az?) et qui est incon-

ditionnellement stable.

2.5.3 Méthode de Crank-Nicholson

Elle consiste a écrire le second membre de 1’équation discrétisée comme la demi-

somme des seconds membres des méthodes implicite et explicite.

- Exemple : La discrétisation de ’équation de la chaleur donne :

- 15 -
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jvinJrl . Tln f_z'an1 _ 271n + /I'ﬁrl:| 1 |:jvln451 . QEnJrl 4 Tn+1
S + =

1 i 41
= _ 2.1
At 2 Ax? 2 Ax? (2.16)

Le premier crochet de I’équation étant connu, on voit que ce schéma est en fait
un schéma implicite. [L’avantage principal de cette équation est que pour une valeur
donnée de Ax, l'erreur de troncature sur le terme en At est nettement plus petite que

dans les méthodes implicite et explicite. Elle exprime en effet la dérivée par rapport

au temps t a l'aide de différences centrées de pas % au lieu de la faire a l'aide de

différences a droite ou a gauche de pas At (Fig.2.6).

— 4 & b— n+1
n+1/2
L n
i-1 i i+1

Fig. 2.6: Schéma de Crank-Nicholson.

— Cette méthode converge avec une erreur de discrétisation en O(A#? + Ax?).
— Pour \ = Lzo ,

— Ce schéma est inconditionnellement stable.

on démontre que lerreur est en O(Az®).

Une forme plus générale de 'équation (2.16) s’écrit :

Tl Tr, — 2T+ Tn Tt — ot 4o prtd
7 i—1 7 + z+1:| +0 |: i—1 3 + i+1 (217)

(1 —
At ( 9) Ax? Ax?

avec 0 < # < 1. Cette méthode est complétement explicite pour 6 = 0 et partiellement
implicite pour 0 < # < 1. Pour 6 = 1, elle devient complétement implicite et pour 6 =
1/2, on obtient la méthode de Crank-Nicholson qui présente en générale des solutions

raisonnablement stables et précises.

- 16 -



§2.6. Application de la méthode explicite & I’équation de diffusion.

2.6 Application de la méthode explicite a I’équation

de diffusion

[’équation de la chaleur discrétisée avec le schéma explicite d’Euler (2.14) peut se

mettre sous la forme :

TrH = AR+ (L— 20 T+ ATY, (2.18)

Etudions maintenant la consistance et la stabilité de ce schéma :

2.6.1 Consistance

Les approximations des dérivées premiére et seconde sont :

or Tt —1n
it S A
ot A OB

PT T, —2Tr + 10,
~ 7 7 A 2
ox? Ax? +0(Az7)

f __ 0T 9T

ot Ox2

Appliquons les opérateurs discret D et continu £ & ’équation f :

n+1
T/ —

s T, 2T+ T,
IDf - £f] = |55 + oAy - T i 1 oan?)| - (% - 2F)

IDf — Lf| = |O(AL) + O(Az2)| = O(At + Ax?)

Si Az— 0 et At — 0 alors O(At + Az?) — 0 = le schéma est consistant
avec I'EDP.

2.6.2 Stabilité

Pour étudier la stabilité, utilisons ’analyse de Von-Neumann :
On suppose que la solution est de la forme : T(z,t) = ¥(t)e’?* | on a alors :

M = J(t) e’ Ty = () P8

(2

I = (it + At) el Tr, = (t) efh ehan

En remplacant ces termes dans I’équation (2.18) et en simplifiant par e/#%, nous

aurons :
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Ch2.METHODES DES DIFFERENCES FINIES.

Y(t+ At) = AN (t) e PB4 (1 —2X)Y(t) + A(t) el BAT

w(fbfﬁt) =\ (1787 4 e79AAT) 4 (1 —2)\) =2\ cos(BAz) + (1 — 2))

D’ou le facteur d’amplification :
E=1—-2\(1—-cos(fAx)) (2.19)

<1 = -1<E<+1

1—2X(1—cos(BAz)) > -1 1—4xsin?(£2%) > —1

1—-2X(1—cos(BAz)) <1 1—4xsin?(82%) <1

Etant donné que A\ = AAJQ > (0 alors la deuxiéme équation est toujours vérifiée V \.

La premiére équation nous donne la condition :
At 1
- — <z
Ax?2 — 2
qui est la condition de stabilité de ce schéma. On dira alors qu'’il est conditionnellement
stable.

A

C’est, & ce niveau que ce pose la difficulté car le choix du pas de temps est strictement

lié au pas d’espace et doit donc obligatoirement satisfaire la condition : At < AT”‘“Q.

2.7 Application de la méthode implicite a I’équation

de diffusion

L’équation de la chaleur discrétisée avec le schéma implicite d’Euler (2.15) peut se

mettre sous la forme :

TP = — AT 4 (14 20) T — AT (2.20)

7

Etudions maintenant la consistance et la stabilité de ce schéma :

2.7.1 Consistance

Les approximations des dérivées premiére et seconde sont :

or Tt —T1n
ot A OB
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§2.7. Application de la méthode implicite a ’équation de diffusion .

PT Ty —emta
or? Az? +0(Az%)

f __ 0T 9T

ot Ox2
Appliquons les opérateurs discret D et continu £ & ’équation f :

n+1 n n+1_ n+1 n+1
IDf - Lf| = HTZ.+ T L O(A) — T 2T T +O(A:c2)] _ <8_T _82_T>‘

At Az?
|IDf — Lf| = |O(At) + O(Az?)| = O(At + Az?)

Si Az— 0 et At — 0 alors O(At + Az?) — 0 = le schéma est consistant avec
I’EDP.

2.7.2 Stabilité
Pour étudier la stabilité, utilisons I’analyse de Von-Neumann :
On suppose que la solution est de la forme : T(z,t) = ¥(t)e’?* | on a alors :

T = (1) i’ Tot = (e + At) 90

TP = (t+ At) & Pe Tit = w(t+ At) P eran)

En remplacant ces termes dans I’équation (2.20) et en simplifiant par e/#%, nous

aurons :

U(t) = =Xt + At) e P27 4 (1 4+ 2X) h(t + At) — Xip(t + At) €7 P57

Y(t) = —2Xcos(B Ax) P(t + At) + (1 +2X) Y(t + At)

w(ﬁtgt) =142X(1—cos(fAz)) =1+ 4)\5m2(5§x)

D’ou le facteur d’amplification :

1

B +4)\sm2(52m”)

§

(2.21)

V Az et VAt , nous avons toujours VA > 0: [¢| < 1.

On dira alors que ce schéma est inconditionnellement stable.
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2.8 Formulation matricielle du schéma explicite ap-
pliqué a I’équation de diffusion

Reprenons notre probléme discrétisé par la méthode explicite (2.18) avec les (C.L)

définies dans le probléme continu (?7) :

Tz‘nH = AT + (1 =20 T + AT},

n2071727"'7nmax ) i:1727"'7imam

La discrétisation du milieu est faite selon la figure (Fig.2.7) ci-dessous : chaque ligne

représente le probléme unidimensionnel (1D) au pas temps correspondant.

T/

e b

At

S = W

1203 ] AN Imax X
y

Fig. 2.7: Discrétisation du domaine pour l’équation de la chaleur.

Dans ce cas, nous avons ’abscisse et I’ordonnée de chaque nceud :
r,=(—1) Az : t" =nAt
- Conditions aux limites (C.L) :

IM"=a=0

77,:0,1,2,"' y NMmagx
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§2.8. Formulation matricielle du schéma explicite appliqué a ’équation de diffusion.

- Conditions initiales (C.I) :

) 222737"'7Zma:v_1

Pour tout point intérieur au domaine 77", on utilise I’équation discrétisée avec :

n:071727"'7nmaz ) i:2737"'7imaz_1

Discrétisons maintenant I’équation aux pas de temps 0 et 1 avant d’aboutir a la

formulation matricielle finale :

—n=0: T =T, + (1 =20 TP + AT,
TS = ATY o+ (1=20)T0 4+ AT
T, = ATy o+ (1=-20)TY + AT}
jﬁ’inaz*l = Aj}?naz*2 + (1 - 2)\) jﬁl’?nazfl + Aﬂ?ﬂaz

D’aprés cette premiére étape, les T} sont tous connues.

—n=1: TP = AT + (120 T + AT,

T = AT} + (1—-2\N T} + ATy

2 = A\T)  +  (1-=-2NT3y + AT}
7—Znasc_l = )\ 7—‘ilma:c_z + (1 - 2)\) ﬂlrnax_l + )\ j—‘ilmax

A cette étape, les T? sont tous connues et ainsi de suite jusqu’a nq.-

A partir de ces détails, il est maintenant facile de passer a la formulation matricielle :

— - n+1 - -

T, — (1—=2)) A 0 0 - an
T3 A (1-2)) A :
: _ . ' . .
Tipoe—2 : : A (1—2)) A
| i1 = AB | 0 0 v oa—ay ] L
(2.22)
n=012"" Mpee 5,  I=2,3, iy — 1
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Nous obtenons ainsi un systéme d’équations facile & résoudre pour chaque pas de
temps car chaque équations contient une seule inconnue. Les résultats sont injectés dans
le systéme au pas de temps suivant et ainsi de suite... . Ce systéme de N équations a
N inconnues peut se mettre sous la forme :

A.T=8B

B est le vecteur colonne correspondant aux N températures inconnues, 7' est un
vecteur colonne correspondant aux termes non homogénes des équations aux différences
(températures connues). La matrice A = (a;;) des coefficients des températures dans les
équations aux différences est une matrice (N x N) présentant de nombreux zéros. C'est

une matrice bande et, particuliérement pour ce probléme, c¢’est une matrice tridiagonale.

2.9 Formulation matricielle du schéma implicite ap-

pliqué a I’équation de diffusion
Reprenons notre probléme discrétisé par la méthode implicite (2.20) :
T = AT 4 (14 20) 7 = AT

TL:O,l,Q,"',TLm(H > Z:1a2>"'72maa:

Discrétisons maintenant I’équation aux pas de temps 0 et 1 :

—n=0: TP =-ATL + (L+20) T - AT},

0 = AT+ (14207 - AT

9 = =Ty o+ (14207 - \TY
T = ATL_, ¢ (4TI, - ATL.

On remarque alors que chaque équation contient plusieurs inconnues. En remplacant
les valeurs connues a partir des (C.L) et (C.I), nous aurons le systéme suivant dont la

solution sera utilisée a I’étape suivante :
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§2.9. Formulation matricielle du schéma implicite appliqué a ’équation de diffusion.

[+ Aa (1+2)) =\ 0 0
vy - (I+2X) =X
' = 0 ' ’ 0
Y : - (142} —A
A L0 0 A (142N |
i:2737"' 7imax_1
—n=1 Tl =-AT2, + (L+20) T2 - ATE,
T, = =AT? o+ (142018 - NTY
T = —\T? + (1+2)\) T3 - A\T?
Nous pouvons maintenant passer a la formulation matricielle :
[ T | [ @20 = 0 0
T3 —A (14+2X) =\
: = 0 ’ ' 0
ﬂmazf2 . . _)\ (1 + 2)\) _)\
| Dipaa—1 A8 0 0 ~A (142N |
nzoalaza"'anmaaﬁ ) i:273a"'aimax_1

n+1

(2.23)

A chaque étape, on résout alors un systéme de N équations a N inconnues. A part

la premiére et la derniére équations qui contiennent chacune 2 inconnues, toutes les

autres équations en contiennent 3. Le systéme d’équations obtenu est donc dépendant

contrairement a celui du cas explicite.
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2.10 Exemple résolu par wxMaxima

Il s’agit de déterminer la distribution instantanée de la température a travers une
barre de longueur L maintenue & ces extrémités par une température nulle et initiale-
ment a la température unité (probléme défini par (??)).

Pour simplifier, nous allons prendre les pas de temps et d’espace comme suit :
__5 _ 2 _ At _

Choisissons comme nombre de divisions maximal spatial : 4,,,, = 11 et temporel :

Nmaz = 19.

Nous aurons alors la discrétisation suivante (Fig.2.8) du domaine spatio-temporel :

Sessssunss
Seasaszesal T
O—O—O—O0—O—O—O0—0—0 | |
T L] o st

N L o e o e 7/
==5555====
========== T

10

1 2345672891011 X

Fig. 2.8: Discrétisation du domaine spatio-temporel.

Ecrire un programme pour résoudre ce probléme et tracer les courbes nécessaires
de la distribution de température a travers cette barre.

Ce programme doit étre structuré de la maniére suivante :

— Initialisation.

— Données.

— Calculs intermédiaires.

— Conditions aux limites et initiale.
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§2.11. Problémes multidimensionnels.

— Boucle principale.
— Résultats numériques.
— Tracé des courbes.

Changer les valeurs de At et Ax pour voir leurs effets sur la stabilité de la solution.

2.11 Problémes multidimensionnels

Considérons I’équation de diffusion linéaire bidimensionnelle :

oT O*T 0T

or_ (o1 T 9.24
a (8x2 * ayz) (2.24)

2.11.1 Discrétisation par un schéma explicite

La discrétisation de I’équation (2.24) par un schéma explicite donne :
n+1 n n n n n n n

;" =1 _ Tty =210+ T n T =210 + 10 (2.25)

At Ax? Ay?

On peut montrer que ce schéma est conditionnellement stable avec la condition :

1 1 1
— ) < = i
ozAt( -3 y2> 5 (2.26)

Si Az = Ay alors cette condition de stabilité sera A = Z—ﬁ; < i qui est encore plus
restrictive que le cas unidimensionnel (A < %), ce qui fait que cette méthode devient
moins pratique.

L’équation (2.25) peut étre résolue directement pour T;Ljﬂ et aucune complexité
numeérique supplémentaire ne sera rajouté a cause du terme supplémentaire. De méme
pour le cas 3D ot on rajoute encore le terme discrétisé correspondant a %27:5 sans aucun
probléme d’ordre numérique. Ceci est le cas typique de tous les schémas explicites.

On montre que ce schéma est conditionnellement stable avec la condition :

1 1 1 1
A < = 2.2
o At (A:cQ + Ay + AzQ) = 5 ( 7)

Si Az = Ay = Az alors cette condition de stabilité sera A = ‘Z—ﬁf < % qui est encore

plus restrictive que le cas bidimensionnel.

2.11.2 Discrétisation par un schéma implicite

La discrétisation de I’équation (2.24) par un schéma implicite donne :
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n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
iy =13 — o Ty, — 215 + T, + i =215 + 15 (2.28)

At Ax? Ay?

Ce schéma est inconditionnellement stable. En appliquant ’équation (2.28) en
chaque noeud du maillage, on obtient une matrice bande pentadiagonale (5) qui néces-
site beaucoup d’efforts de calcul.

La méthode SOR peut étre appliquée pour les problémes 2D, mais cette approche
est assez lourde pour les noeuds 3D. Les méthodes ADI et AFI “Approximation-
Factorization-Implicite” peuvent étre utilisées pour réduire la matrice bande en deux
(ou 3 pour les problémes 3D) systémes de matrices tridiagonales qui peuvent étre ré-

solus successivement, par 1’algorithme de Thomas.

2.12 Equation de Laplace

Dans le domaine de l'énergétique, 1’équation de Laplace est souvent rencontré en
mécanique des fluides dans les écoulements potentiels (irrotationnels) et en transfert
thermique dans la conduction dans un solide par exemple.

Soit par exemple a résoudre un probléme régis par ’équation de Laplace et modé-
lisant le transfert thermique & travers une plaque rectangulaire. Cette équation s’écrit

sous la forme :
*T 0T B

9 T

Nous passons du domaine continu au domaine discrét en divisant le premier en un

0 (2.29)

ensemble de mailles aussi petites que I'on peut (Fig.2.9).

Y |
(C.L) , T

b Imax
m a5, ae

(C.L) Ay

(CL) / j;l:% 4

1]

\ [ 18

4
2
0 /4 a x 12 3 10 i1 X
(C.L)
Domaine continu Domaine discrétisé

Fig. 2.9: Discrétisation du domaine pour l’équation de Laplace.
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§2.12. Equation de Laplace.

2.12.1 Discrétisation par la formule a 5 points (Runge 1908)

L’équation (2.29) est discrétisée par le schéma centré d’ordre 2 en espace O(Az? +

Ay?) de la maniére suivante :

Tica; — 2T+ T " Tij1— 2T+ T, i+

=0 2.30
Ax? Ay? (2:30)
On posant : 3 = ﬁ—i nous pouvons calculer les températures nodales par :
T — T+ Tivrj + B2 (Tijor + Tijia) (2.31)
,] — .

2(1+5?)

L’étude de la consistance de ce schéma s’effectue de la méme maniére que pour
I’équation de diffusion. La convergence sera réalisée quand la différence E;; entre la
solution calculée T;; et la solution exacte Tij tend vers 0 quand Az et Ay tendent vers
0 (c-a-d en rendant la maillage de plus en plus fin).

Pour simplifier, on prend souvent Az = Ay et donc § = 1. L’équation (2.31) se
réduit a :

Tivj+ T+ 11+ T4
4

La représentation schématique de ce schéma est (Fig.2.10) :

T, = (2.32)

“’/' 2\\
\/B J
\‘/ 1 \‘\ 1
@ (1) ®) Pu g
/l\ // \\
B / \ B o [ \ N\
o \ e : - - \\ /'j -
T \_
N
L /,L

ﬂ@/h

Fig. 2.10: Représentation schématique de la formulation a 5 points : (a)3 =1, (b)# 1.

Exemple 1 :

Soit & déterminer les températures nodales dans la plaque carrée soumise aux condi-
tions aux limites de Dirichlet indiquées sur la figure (Fig.2.11).

Prenons 4 divisions selon X, d’ott un nombre de nceuds : N, = 5.

Prenons 4 divisions selon Y, d’ott un nombre de nceuds : N, = 5.

Nombre d’équations du systéme a résoudre : N = (N, —2) x (N, —2) =09.
Puisque Az = Ay , alors 8 = 1 et on applique alors la formule (2.32) & chaque noeud

interne du maillage, nous aurons le systéme de 9 équations & 9 inconnues suivant :
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y / 100
5 . I .
4 ¢ >

T2,4 T3,4 T4,4 /0
3 9

75\ T2,3 T3,3 T4,3

2 9 >

T2,2 rs,z T4,2
1 °

4 5 X

1 2 \3
0

Fig. 2.11: Equation de

(

—4T50+Tio+T30+To1+1T53 =0
—4T390+Too+Tho+ T3 +T33 =0
—A4Tyo+ T30+ T50+ Ty +Tys =0
—4T53+Ti3+T33+Tos+1To4 =0
—4T53+To3+Ty3+T30+T34 =0
—4Tys+T33+T53+Tuo+T4sa =0
4T, +Tia+T34+To3+To5 =0
4T3 4+ Toa+Tya+T33+T35 =0
|4 Taa+ T30+ T5a+Taz+1Ta5 =0

La forme matricielle AT = B de ce systéme s’écrit de la maniére suivante :

[ —4 1 0 0 0 0
1 =4 1 0 1 0 0
0O 1 -4 0 0 1 0
1 0 0 -4 1 0 1
0O 1 0 1 -4 1 0
0O 0 1 0 1 —4 0
0O 0 0 1 0 0 -4
0O 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

La solution numérique est déterminée en utilisant le logiciel de calcul Maple :

Laplace. Exemple 1.

avec les (C.L) :

_ o = O O O O
_ O = O O O O O
o3
w

—_
I
W
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Ty, =131 =T}y,
Tio=Ti3="T4
Ts0=T53="T54
\T2,5 =135 ="Ty5

—75
0
—30
—75
0
—30
—175
—100

| —150 |

=75
=50
=100



§2.12. Equation de Laplace.

T272 - 4285, T372 - 3326, T472 - 3393, T273 - 6317, T373 - 5625,
T473 == 5245, T274 - 7857, T374 == 7611, T474 - 6964

Exemple 2 :

Ecrire la forme matricielle A.T' = B du systéme & résoudre pour le probléme de la
figure (Fig.2.11) en utilisant le schéma donné par la relation (2.31) et en supposant les
(C.L) inconnues .

En suivant la méme démarche que pour I'exemple 1 et en posant v = —2 (1 + 3?),

nous aurons :

vy 1 0 4> 0 0 0 0 0 Toy | [ =Tio— BT, |
1 ~ 1 0 820 0 0 0 Ty — 2T,

0 1 v~ 0 0 B 0 0 0 Ty —Ts0 — *T4s
220 0 ~ 1 0 B2 0 0 Ty ~Tis

0 2 0 1 ~ 1 0 B 0 Tys | = 0

0 0 A 0 1 ~ 0 0 p? Ty Ty

0O 0 0 82 0 0 v 1 0 1oy —T4— BTy5
00 0 0 £ 0 1 ~ Ts4 —B°Ts 5
0 0 0 0 0 B 0 1 5| |Tua| | ~Tsa—BTus |

La matrice A que nous avons obtenu est dite matrice bande symétrique.

Exemple 3 :

Ecrire la forme matricielle A.T = B pour le probléme de la figure (Fig.2.12) et en
utilisant le schéma donné par la relation (2.31).
En suivant la méme démarche que pour I'exemple 1 et en posant v = —2 (1 + 3?),

nous aurons :

(v 1820 0 0 0 0 0 0] [Te] [-Tie-pT
1 v 0 B8 0 0 0 0 0 O 159 —Tyo — BT3,
B2 0 ~ 1 B2 0 0 0 0 0 Ty T4
0 B2 1 ~ 0 82 0 0 0 0 Ty s —Tys
0 0 5 0 4 1 5 0 0 0 Tou | —Th4
00 0 B2 1 v 0 B 0 0 Tyg | ~Ty4
00 0 0 8 0 ~ 1 B2 0 Tys ~T 5
0 0 0 0 0 B 1 ~v 0 B Ty 5 =Ty
00 0 0 0 0 B 0 1 The Ty — Tz
00 0 0 0 0 0 g2 1 v 1 | Te | | —Tue — 3T 7 |
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Tl,l T2,l T3,l T4,l

Fig. 2.12: Equation de Laplace. Exemple 3.

2.12.2 Conditions limites de Dirichlet variables

Dans ce cas, I'un des cotés de la plaque (ou bien tous) est soumis & une tempé-
rature variable (CLDV) régie par une fonction quelconque (polynomiale, sinusoidale,

logarithmique, ...etc).

Exemple 4 :

Reprenons le méme exemple 1 de la figure (Fig.2.11) mais en supposant que la
température du coté supérieur n’est pas constante et qu’elle est donnée par la relation
T(z) = 2.10* 22. Les dimensions de la plaque étant de (12 x 12) em?, ce qui nous donne

un pas axial Az = 3 cm. Dans ce cas les nouvelles (C.L) seront :

(
Ty =131 =Ty =0
(C.L) : Tio=Tiz3="T4 =75
Ts0="T53="T54 =50
\T275 = 187 T375 = 727 T475 == 162

avec la (CLDV) calculée comme suit :

- 30 -



§2.12. Equation de Laplace.

Tis=T(x;) =210"22 on z;=(i—1)Ax avec (i=2,3,4)
ce qui nous donne :
Ty5 = 2.10* Az? = 2.10* (3.1072)° =18
Ty5 = 2.10* (2A22)° = 2.10* (6.1072)° =72
Tys = 2.10* (3Az2)* = 2.10* (9.1072)° =162

et la nouvelle forme matricielle de ce probléme s’écrira :

—4 1 0 0 0 0 0 0 Ty ~75

1 =4 1 0 1 0 0 0 0 T 0

0 1 -4 0 0 1 0 0 0 Ty —50

1 0 0 -4 1 0 1 0 0 Tys ~75

0 1 0 1 -4 1 0 1 0 Tss | =] 0

0O 0 1 0 1 -4 0 0 1 Tys —50

00 0 1 0 0 -4 1 0 Ty ~93

0 0 0 0 1 1 -4 1 T 4 —72
0 0 0 0 0 0 1 —4| | Tua| | -212]

2.12.3 Méthodes de résolution

Les méthodes utilisées pour la résolution de ce genre de systémes sont les méthodes

directes et indirectes (ou itératives).

— Meéthodes directes : Elimination de Gauss, Algorithme de Thomas, Cholesky,
...etc. Ces méthodes consomment beaucoup de temps, les erreurs d’arrondi aug-
mentent avec la taille du systéme et deviennent catastrophiques!. Elles souffrent
beaucoup du probléme de stockage des éléments nuls qui occupent inutilement

la mémoire, elle conviennent donc pour les systémes de faible taille.

— M¢éthodes itératives : Jacobi, Gauss-Siedel, SOR, ADI, ...etc. Dans ces mé-
thodes, les erreurs d’arrondi sont corrigées a chaque itération et elles utilisent
uniquement les éléments non nuls donc pas de probléme de mémoire et de ce fait
conviennent bien aux systémes larges. Les méthodes recommandées sont dans
Iordre : SOR et ADI en premier, Gauss-Siedel en second et enfin Jacobi qui

converge plus lentement.

Remarques :

— La méthode d’élimination de Gauss nécessite un nombre de multiplication égal
a: N, = 1N+ N?— LN soit 321 multiplications pour notre exemple ol
N = 9. Si ce chiffre est doublé (N = 18) alors N,,, = 2262.

— Pour un maillage de (5x7) noeuds, c-a-d 15 inconnues, la matrice correspondante
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contient 225 éléments dont seulement 59 différents de zéro, soit 26 %.
— Pour un maillage de (9 x 13) nceuds, c-a-d 77 inconnues, la matrice correspon-

dante contient 5929 éléments dont seulement 169 différents de zéro, soit 2.8 %.

2.12.4 Equation de Poisson

L’équation de Poisson est I’équation non homogéne de I'équation de Laplace. On
la rencontre dans les problémes de diffusion de la masse, de diffusion de la chaleur

(conduction), d’écoulement de fluides incompressibles, ...etc.

Considérons par exemple notre plaque rectangulaire de conductivité thermique &
avec une source de chaleur Q (résistance par exemple) au milieu. L'EDP représentant

ce probléeme est :

PT  PT  Q

9z + -k (2.33)
En discrétisant cette équation par un schéma a 5 points, on aura :
2(1+ B) Ty = Tiory + Ty + B (Togr + Togsr) + Ad? <%> (2.34)
Si B =1 c-a-d Ax = Ay alors (2.34) devient :
T,, — Tia; + T+ 150+ T4+ Ax? (Q,z’) (2.35)

4

[’équation de Poisson peut se résoudre de la méme maniére que I’équation de La-
place et tout ce que nous avons dit pour cette derniére est applicable a 1’équation de

Poisson.

Exemple :

Soit une plaque rectangulaire (k = 0.4 J/cm.s.”C) de 1.5 em de hauteur de 1 em
de largeur et de faible épaisseur de telle sorte que 'on puisse négliger le transfert de
chaleur dans cette direction. La plaque est soumise a une température nulle sur tous
ces cotés et chauffée en son milieu par une résistance développant un flux de chaleur
de 400 J/cm3.s. En utilisant le logiciel Maple et en écrivant un programme avec un

maillage de 20 x 30, nous obtenons la répartition des isothermes a ['intérieur de la
plaque (Fig.2.13).
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Fig. 2.13: Résolution de ’équation de Poisson. Répartition des isothermes.

2.12.5 Méthode d’ordre élevé

Parmi les méthodes d’ordre élévés, on distingue principalement la formulation a 9

points (Annexe ??) précise au second ordre (O(Az? + Ay?)) :

2(5-05%
Ticvj—1+ Tivj-1+ Tic g + Tigr g + BEYE (Tic1j+ Tigrg) + - -
2(58%—1
(liiﬁz) (Tijo1+Tij41) —20T;; =0 (2.36)

Si 8 =1 c-a-d Az = Ay alors (2.36) devient précise au quatriéme ordre (O(Az?))

et sa représentation schématique est donné par la figure (Fig.2.14).

20T+ 4 (T j+ Ty j+ T+ Tige) + T+ T+ Ticnjri + Tiprjn =0
(2.37)

/'\

(4
\/

Fig. 2.14: Représentation schématique de la formulation a 9 points (3=1).

Exemple 1 :

Soit & déterminer la forme matricielle du probléme de la figure (Fig.2.15).
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y /100
4 Y Y
3¢ '/ 20
60
\
2 4 ’
=1 . X

Fig. 2.15: Formulation a 9 points. Exemple 1.

Nombre de nceuds selon X : N, = 4.

Nombre de nceuds selon Y : N, = 4.

Nombre d’équations du systéme a résoudre : N = (N, —2) x (N, —2) =4.

En appliquant la formule (2.37) & chaque nceud interne du maillage, nous aurons le

systéme d’équations suivant :

;

20T 0+ Tia+ 151+ T3+ T3 +4 (Tig+ D50+ 101 +1h3)= 0
20150+ Toy + Ty +Tos+Tas+4 (Tog+Tyo+T51+133)= 0
20T+ Tio+Ts0+T1a+T50+4 (Tig+ T35+ Too+To4)= 0
\ 20133+ Too+Tao+Toa+Thsa+4 (Tos+Tys+T50+T54)= 0
(T, =Ty, =0 (7., =0.5(0+60) =30
avec les (C.L) : he="hys =60 et aux coins : Tar =05(0+20) =10
Tyo="Ty3 =20 Ti4 =0.5(604 100) =80
\T274 =T5, =100 \T474 = 0.5(100 + 20) = 60

La forme matricielle AT = B de ce systéme s’écrit de la maniére suivante :

20 4 4 1 Ty —330
4 -20 1 4 Tye | | —110
4 1 =20 4 | | Ths| | —880
1 4 4 =20 Tss —660

La solution numérique est déterminée en utilisant le logiciel de calcul Maple :

T272 == 3714, T372 == 2666, T2,3 - 6333, T373 == 5286
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Exemple 2 :

Déterminer la forme matricielle du probléme de la figure (2.11) et comparer les

résultats entre les deux schémas.

Exercice :

1. Pour le probléme de I'exemple 1, comparer les résultats obtenus avec les schémas
a b points et & 9 points avec la solution exacte. Dresser un tableau avec les

pourcentages relatifs & chaque solution.

2. Comparer les précisions des schémas a 9 points pour 5 =1 et pour §# 1.

2.13 Equation d’onde

[’équation d’onde est rencontrée dans les problémes d’ingénierie sous deux formes :

— Dans les domaines de vibrations et de champ acoustique :

0*u 0*u

u : amplitude de 'onde; ¢ : vitesse de propagation de I'onde.

— Dans les domaines de mécanique des fluides et de transferts thermiques :

or  OT

u : vitesse de convection.

2.13.1 Résolution de I’équation d’onde

La résolution de I'équation (2.38) peut se faire en la transformant en un systéme

d’équations couplées de type (2.39) :

of dg
Bt +c a—i =0
(2.40)
0 of  _
a—g +c 90 0
Soit le probléme mathématique avec ses (C.L) défini par :
Pu 5 0%u
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u(0,t) =0 , u(z,0) = f(x)
u(m,t) =0 , %(:p,o) = g(x)

2.13.1.1 Discrétisation

L’équation (2.41) est discrétisée par exemple par un schéma centré d’ordre 2 en

temps et en espace de la maniére suivante :

n—1 n n+1 n n n
wpT = 2wl +ul Ty wty — 2w gy

At? - ¢ Ax?

2 , . . s, .
en posant : \ = ¢? (ﬁ—;) = (", nous aurons I’équation discrétisée suivante :

uf Tt =2 (1= N ul N (uf uly) —up (2.42)
C’est un schéma a trois étapes temporelles (n — 1, n, n 4+ 1), nous devons donc
calculer u; ! afin d’initialiser la procédure de calcul. Pour cela, utilisons la (C.I) de
Neumann et exprimons 13 par un schéma aux différences centré du 2"¢ ordre :
ou ul — it ) )
—(z,0) = ——=9g(x;) = u, =u; —2Atg(x;
L w0) = M < glan) = =l =24t g(w)
Ecrivons maintenant ’équation (2.42) au pas de temps 0 :
ul =2 (1—X) ud+ A (u?_lJru?H) — ot

En utilisant la (C.I) u? = f(z;) et en remplagant u; ' par sa valeur, nous aurons :

ul = (LX) J(m) 4 5 () + fn)] + Aty (2.43)

Maintenant, nous pouvons calculer toutes les valeurs de ’équation (2.42) en utilisant

les (C.L) suivantes : uf =0 et u? =0.

2.13.1.2 Stabilité

Pour étudier la stabilité, utilisons I’analyse de Von-Neumann :

On suppose que la solution est de la forme : u(z,t) = (t)e’?* , on a alors :

= () IO urt = p(t+ At) I8 upTh = Yt — At) el P

7 K3

up | = Y(t) e lE=h) ul,, = 1(t) e B @thn)

71—

Le facteur d’amplification ¢ est donné par :

g — w(t + At) — 1/1(’5) (244)

P(t) P(t — At)

- 36 -




§2.13. Equation d’onde.

En remplacant ces termes dans I’équation (2.42) et en simplifiant par e/#%, nous

aurons :

Yt + A =2 (1= X) 9(t) + X (e77P87 4 I FAT) 4(t) — (t — At)

£=2 (1—)\)+2)\cos(6Aa:)—% — 2 -2[1-X(1-cos(BAX))]E+1=0

-2 [1-2Asin*(285)]£+1=0

On posant : k=1—2)\ sz’n2(ﬁ2m) nous aurons ’équation :

£ —2k&+1 =0 dont les solutions sont : &9 =k+Vk?—1

Ce facteur d’amplification devant satisfaire la condition : || < 1, nous aurons alors

la conditions de stabilité suivante : A < 1.

2.13.2 Méthodes de résolution

Comme les matrices trouvées pour ce genre de problémes sont souvent creuses, alors

les méthodes de résolution utilisée sont dans 'ordre décroissant :

S.O.R.(meilleur), Gauss-siedel (préférée), Jacobi (plus simple) et enfin celle d’éli-

mination de Gauss.
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2.14 Exercices

3-01 : Parmi les schémas ci-dessous, dire lequel est explicite ou implicite :

LI T A (TP - T,) = 0.

TP T 4 A (T, — T = .
Tivij+Tia+ Ty + 150 — 475 = 0.

I =21 =N = AT, = TR) + 177 =0,
ul ™t — 24 + Ut = 0.

2Ui 5+ Uir1; — ui—1,; = 0.

Tz’nﬂ - Tz’nil + A (TZ}H - 1) =0.

)

N ot e W

3-02 : Dans l’équation de la chaleur, discrétiser :

1. Le terme temporel par une approximation décentrée avant d’ordre 2.
Le terme temporel par une approximation décentrée arriere d’ordre 1.

Le terme temporel par une approximation centrée d’ordre 2.

- W N

Le terme spatial par une approrimation décentrée arriere d’ordre 2.

3-03 : La discrétisation de [’équation d’onde donne :

u?+1—2u?+u?_l — 2 ul_ —2uP4ul
At2 - Az?
1. Ce schéma est-il explicite ou implicite ? Justifier.

2A_t2)

2. Déterminer le facteur d’amplification de ce schéma (X = ¢* X

3-0/ : Discrétiser I’équation de la chaleur par :

1. Une approximation centrée d’ordre 2 en temps et en espace.

2. Une approximation décentrée avant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.
3. Une approrimation décentrée arriére d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.
4. Une approximation centrée d’ordre 2 en temps et décentrée avant d’ordre 1 en

espace.
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3-05 : Soit le schéma de discrétisation de [’équation de la chaleur :
T =Ty 2[5 (I 2T T 4 2 (T - 2T+ TS

1. Ce schéma est-il explicite ou implicite ? Justifier.

2. Déterminer le facteur d’amplification de ce schéma (A = AAJCZ ).

3-06 : Considérons [’équation de Laplace en deux dimensions.

En discrétisant le terme en x par une approrimation décentrée arriére d’ordre 1,

. . 5 5 ’ _ Az

le terme en y par une approxrimation décentrée avant d’ordre 2 et en posant = Ry’
donner le schéma de discrétisation (équation) et dessiner les cellules correspondantes

pour B quelconque et pour 5 = 2.

3-07 : Considérons ’équation de la chaleur unidimensionnelle.

—_

. Classer cette EDP en justifiant votre réponse.

2. Cette équation est discrétisée par le schéma de Crank-Nicholson. Ecrire I’équa-

tion discrétisée et dire si ce schéma est explicite ou implicite.

3. Déterminer son facteur d’amplification (on posera A = % ).

3-08 : Considérons [’équation de Laplace appliquée a une plaque rectangulaire.

1. En posant = 2—5, retrouver le schéma a & points.

2. Cette plaque est soumise a 100°C' en bas, 20°C' a gauche, 40°C' a droite et 10°C'

en haut. Elle est discrétisée par 4 divisions selon X et 5 selon'Y.
3. Dessiner les cellules correspondantes a ce schéma pour [ = 2.
4. Ecrire les équations nécessaires a la résolution de ce probleme.

5. Déterminer la forme matricielle du probléme A.T = B.

3-09 : La discrétisation ’équation de la chaleur par la méthode de Richardson

donne :

TinH—T[L_l T 2T+ T
2 At - Ax2

1. Ce schéma est-il implicite ou explicite ¢ Justifier.

2. Déterminer le facteur d’amplification de ce schéma (A = % ).
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3. Etudier sa stabilité.
Pour rendre ce schéma stable, on utilise le schéma de Dufort-Frankel :

Tin+1_Tin_1 o Tirilf(Tin-’_l*Tin_l)“"Tﬁ}l
2 At - Ax?

1. Ce schéma est-il implicite ou explicite ¢

2. Déterminer son facteur d’amplification.

3-10 : Discrétiser ’équation d’onde par :

1. Une approximation centrée d’ordre 2 en temps et en espace.

2. Une approximation décentrée arriére d’ordre 1 en temps et décentrée avant d’ordre

2 en espace.

3-11 : Considérons [’équation de Laplace en deux dimensions.

En discrétisant le terme en x par une approximation décentrée arriere d’ordre 2,

. . ’ 2 z
le terme en y par une approrimation centrée et en posant § = ﬁ—;‘;, donner le schéma

de discrétisation (équation) et dessiner les cellules correspondantes pour =1 et pour

B=2.

3-12 : Soit le schéma de discrétisation suivant :

+1
T T
At

T, 21741,
Ax?

=2

1. Ce schéma est-il explicite ou implicite ¢ Justifier.

2. Etudier sa stabilité (on posera : A = £5 )

3-13 : Considérons ’équation de Laplace en deux dimensions.

Soit une plaque rectangulaire discrétisée par 3 divisions selon X et 4 selon'Y. En
appliquant le schéma a 5 points et en posant 5 = 2—25, déterminer la forme matricielle

du probleme AT = B (les conditions de Dirichlet étant connues).

3-14 : Soient les deux EDP suivantes :

Pu _ 0%u _ ou _ Pu _
o2 a2z —0 et G —gz=0
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1. Discrétiser [’équation de la chaleur par une approxrimation décentrée arriére

d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

2. Discrétiser I’équation d’onde par une approximation centrée en temps et décen-

trée avant d’ordre 2 en espace.
3-15 : Soit ’EDP ci-dessous :
02T | or | 9T | 8T _
el + Bt + EM + Ei 0
En discrétisant tous les termes par des approximations centrées et en posant 5 = ﬁ—;’j,
donner le schéma de discrétisation (équation) et dessiner les cellules correspondantes
pour B et Ax quelconques ainsi que pour § =1 et Ax = 1.
Cette équation est appliquée a une plaque rectangulaire soumise a 100°C' en bas,
20°C" a gauche, 40°C" a droite et 10°C' en haut. Cette plaque est discrétisée par 5
divisions selon X et 3 selon Y.

— Ecrire les équations nécessaires a la résolution de ce probléme (8 =1 et Az = 1).

— Déterminer la forme matricielle du probleme AT = B.

3-16 : Soit I’équation de la chaleur discrétisée par les trois approximations suivantes :

rtlorrtt TR 2T 4T

o Thi—1— i+1
L. 2 At Azx? = 0.
2 Tin*Tinil _ TP 2TR AT, 0
: At Azx? - v
3 3T 4T 412 n TP —ATR 45T 2T 0
' 2 At Azx? -

Donner, pour chaque équation, le type d’approximation choisie pour chaque terme.

3-17 : La discrétisation de I’équation de convection

ou ou __
§+C%_0

par le schéma de Leapfrog donne :

1 -1
u:H- —u? +e uzﬁl—u;il -0
2 At 2 Az

1. Ce schéma est-il explicite ou implicite ? Justifier.
2. Quelle est sa précision ? Justifier.

3. Déterminer son facteur d’amplification.
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3-18 : Discrétiser [’équation de la chaleur 2D par un schéma explicite centré d’ordre 2

en temps et en espace, ensuite par un schéma implicite décentré arriére d’ordre 1 en

temps et décentré avant d’ordre 1 en espace.

3-19 : Soit I’équation de la chaleur 1D définie par :
o oL = 0<z<L,t>0
T00,t) =«, g—ig(L,t) =5, T(x,0)=~
En considérant le schéma explicite d’Euler et en discrétisant la (C.L) par une ap-

proximation décentrée arriére d’ordre 1, déterminer la forme matricielle de ce probléme.

3-20 : Déterminer la forme matricielle pour [’équation de Laplace appliquée a une

plaque (N, = N, = 4) en utilisant le schéma a 5 points et en discrétisant la (C.L) de
Neumann par une approzimation centrée. On donne :
T,=10C, T;=30C, T,=10C, 2| =o.
Y1n

3-21 : Déterminer la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a une

plaque (N, = N, = 4) en utilisant le schéma a 9 points et en discrétisant les (C.L) de
Neumann par des approximations décentrées d’ordre 1. On donne :
— 5 — 407 ar| _ or| _
T,=100C, T,=40C, G| =0, §[,=0.

3-22 : Discrétiser [’équation de la chaleur 2D par un schéma implicite centré d’ordre

2 en temps et en espace, ensuite par un schéma explicite décentré avant d’ordre 1 en

temps et décentré arriére d’ordre 1 en espace.
3-23 . Soit I’équation de la chaleur 1D définie par :

o o1 = 0<z<L,t>0

50 t)=a, T(Lt)=p, T(x,0)=9

En considérant le schéma explicite d’Euler et en discrétisant la (C.L) par une ap-

proximation décentrée avant d’ordre 1, déterminer la forme matricielle de ce probleme.

3-2/ : Déterminer la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a une
plaque (N, = N, = 4) en utilisant le schéma a 9 points et en discrétisant les (C.L) de
Neumann par des approximations centrées. On donne :

_ ° _ ° or| __ or| __
T,=100C, T,=40C, 9| =0, ZL| =o.

3-25 . Soit I’équation de la chaleur 1D définie par :
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o P — 0<z<L,t>0

0,t)=a, T(Lt)=p, T(z,0)=r

En considérant le schéma explicite d’Euler et en discrétisant la (C.L) par une ap-

proximation décentrée avant d’ordre 2, déterminer la forme matricielle de ce probleme.

3-26 : Obtenir la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a la plaque
schématisée en dessous en utilisant le schéma a 9 points et en discrétisant la (C.L) de

Neumann par :
1. une approrimations décentrée d’ordre 1.
2. une approximations décentrée d’ordre 2.

3. une approzrimations centrée.
On donne :

T, =40°C, T,=20°C, T3=100C, a=92Z| =10C/ecm, Az =02cm.

Oz g

T,

Fig. 2.16: Exzo-3-26.

3-27 . Déterminer la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a une

plaque (N, = N, = 4) en utilisant le schéma a 5 points et en discrétisant les (C.L) de

Neumann par des approximations centrées. On donne :

T, =100°C, T,=40°C, 9L | — 10, L1, =20, Az=2.

oz lg

3-28 . Soit I’équation de la chaleur 1D définie par :

= 0<z<L,t>0
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Zo,t)=a, Z(Lt)=p, T(z,0) =x

En considérant le schéma explicite d’Euler et en discrétisant les (C.L) par des ap-

proximations décentrées d’ordre 1, déterminer la forme matricielle de ce probleme.

3-29 : Déterminer la forme matricielle pour [’équation de Laplace appliquée a une

plaque (N, = N, = 4) en utilisant le schéma a 9 points et en discrétisant les (C.L) de

Neumann par des approximations centrées. On donne :

_ ° _ ° or| __ or| __ _
T,=100C, T,=40C, 9| =10, %[ =20, Ar=1

3-30 : Soit I’équation de la chaleur 1D définie par :

o oL = 0<z<L,t>0

%(O,t):a, g—Z(L,t):ﬁ, T(z,0) =7~

En considérant successivement les schémas implicite et explicite d’Fuler et en dis-
crétisant les (C.L) par des approximations décentrées d’ordre 2, déterminer les formes

matricielles de ces problémes.

3-31 : Obtenir la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a la plaque
schématisée en dessous en utilisant le schéma a 5 points et en discrétisant la (C.L) de

Neumann par une approxrimations centrée. On donne :

T =40C, T,=20C, T3=100C, a= %] =0.

T,

Fig. 2.17: Ezo-3-31.
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3-32

: Soit une barre, de longueur L et de trés faible section, soumise aux conditions

a et B respectivement a ses extrémités gauche et droite. Ce phénomeéne est régit par

I’équation suivante :

3-33 :

=W o=

6.

oT 82T
5% ~ SOz =0

Classer cette EDP en justifiant votre réponse.

Discrétiser le terme temporel par une approximation décentrée avant d’ordre 1

et le terme spatial par une approximation centrée au temps n.

At
Az?’

est explicite ou implicite.

En posant \ = écrire I’équation discrétisée et justifier si le schéma obtenu

FEtudier la stabilité de ce schéma en utilisant le critere de Von-Neumann.

En supposant que o et B sont des conditions de Dirichlet, déterminer la forme

matricielle du probléme (préciser les bornes pour i et n).

En suppose maintenant que « est une condition de Neumann (o = ?)—T ). En
z lx=0

discrétisant cette condition par une approximation décentrée avant d’ordre 1,

déterminer la nouvelle forme matricielle du probléeme (préciser les bornes pour

ietn).

Soit UEDP suivante :

92T oT oT T __
+2%, +25, +57:=0

Bx?
Classer cette EDP en justifiant votre réponse.

Discrétiser tous les termes par des approximations centrées.

En posant B = 2—5, écrire ’équation discrétisée.

Dessiner les cellules correspondantes pour 3 et Ax quelconques ainsi que pour
f=2etAr=1/2.

Cette équation est appliquée a une plaque rectangulaire soumise a 100°C' en bas,
20°C' a gauche, 40°C' a droite et 10°C' en haut. En discrétisant cette plaque par

4 divisions selon X et 3 selon'Y :

(a) Ecrire les équations nécessaires a la résolution de ce probleme (f = 2 et
Az =1/2).
(b) Déterminer la forme matricielle du probleme AT = B.

En suppose maintenant une condition de Neumann (o = g—: g = 10). En dis-

crétisant cette condition par une approximation centrée, déterminer la nouvelle

forme matricielle du probléme.
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3-34 . Obtenir la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a la plaque
schématisée en dessous en utilisant le schéma & 5 points et en discrétisant les (C.L) de

Neumann par une approximations décentrées d’ordre 1. On donne :

Ty =100C, T,=20C, T3=10°C, T,=40°C,

a:%d:2y+10°0/cm, 5:% =32+4+10 C/em, Az =2cm, Ay=2cm.
h

\ T

Fig. 2.18: Ezo-3-84.

3-35 . Méme exercice que 3-34 mais avec le schéma a 9 points au lieu du schéma a 5

points.

3-36 : En appliquant le schéma de discrétisation a 5 points a [’équation de Laplace pour
la plaque schématisée ci-dessous, déterminer la matrice A et le vecteur B du systéeme
obtenu : A.T = B.
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60
|

Fig. 2.19: Ezo-3-36.

3-37: En appliquant le schéma de discrétisation a 5 points a [’équation de Laplace pour

la plaque schématisée ci-dessous, déterminer la matrice A et le vecteur B du systéme
obtenu : A. T = B.

60

Fig. 2.20: Ezo-3-37.

3-38 : Obtenir la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a la plaque

schématisée en dessous en utilisant le schéma & 5 points et en discrétisant les (C.L) de
Neumann par une approximations décentrées d’ordre 1. On donne :

T1:10°C, T2:50°C, T3:30°C, T42100°C,

a:%}d:5°0/cm, B:%—Zh:%"C/cm, Ax =2cm, Ay=1lcm.

- 47 -



Ch2.METHODES DES DIFFERENCES FINIES.

o~ :

T3

Fig. 2.21: Ezo-3-38.
3-39 : Obtenir la forme matricielle pour ’équation de Laplace appliquée a la plaque
ci-dessous en utilisant le schéma a 9 avec f = 1. On donne :

T, =10°C, T,=100C, T3=210*2% Ty=20°C, Ty=10C, Tsz=10%42,

Ax =2cm.

Ts

™~

Fig. 2.22: Ezo-3-39.

3-40 : Méme probleme que 3-39 avec les données suivantes :

Ty =5.10°2%, T, =3.10°y% T3=60°C, T,=30C, T5=10C, Tz=100°C,

Ax =3 cm.

3-41 : Quelle est la nature de ’EDP suivante : ‘327:5 — g—g =0.
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Cette EDP est discrétisée par les trois schémas suivants :

1. 2Lei =5 T +4 Tivoy—Togsy  ATog1=3Ti5—Tije2 _

Az? 2 Ay
Tij—2Ti1j4+Ti25 | Tij—Tijt1 _
2. S + Ay =0.
3, 2Li=Tivrg=Timny  Tag—1=Tij _
’ Ax? Ay e

Donner, pour chaque équation, le type d’approximation choisie pour chaque terme.

3-42 : Soit le schéma de discrétisation suivant :

LU (1)

+1 +1 +1
T, 2T 4T, +0 Yy 2T +Tﬁr1
At

Ax? Ax?

ou 0 est une constante comprise entre 0 et 1.
1. Déterminer son facteur d’amplification (prendre : A = % ).

2. FEtudier sa stabilité pour les cas ot 0 = 0,0 =1/2 et 0 = 1.

: Soit le schéma de discrétisation de [’équation de la chaleur :

)
1
S

T =T+ g (T =2+ T + 5 (T — 270 + T

Déterminer son facteur d’amplification en appliquant I’analyse de Von-Neumann.

N =

Etudier sa stabilité sachant que A > 0.

3-44 : En utilisant le schéma a 9 points, déterminer la forme matricielle A.T = B pour

I’équation de Laplace appliquée o une plaque rectangulaire de (24 x 18) cm? discrétisée

par 4 divisions selon x et 3 selon y. Les deuzr conditions de Neumann seront discrétisée

par des approximations décentrées d’ordre 1.

On donne : Les températures en °C' et les gradients en “C/cm.

T, =200z +10, T,=300y+20, T,=9%|=5 T,=5|=10.

[N

3-4
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