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Chapitre 1

Notions sur les équations aux dérivées

partielles

1.1 Introdu
tion

Les s
ienti�ques et les ingénieurs utilisent plusieurs te
hniques pour la résolution des

problèmes de 
hamp (di�usion de la 
haleur, propagation d'ondes ...et
). Ces te
hniques

peuvent être expérimentales, analytiques ou numériques.

Les méthodes expérimentales sont très 
hers, prennent beau
oup de temps et dans


ertains 
as, elles sont hasardeuses et même dangereuses. Elles ne permettent pas sou-

vent une grande �exibilité des paramètres de variation.

La plupart des méthodes analytiques ne s'appliquent que dans des 
as limités.

Pour des problèmes relatifs à des systèmes de forme géométrique 
omplexe ou à des

milieux à 
ara
téristiques non uniformes ou non isotropes, qui est le 
as de la plupart

des problèmes ren
ontrés en pratique, il est né
essaire de faire appel aux méthodes

numériques.

Les problèmes ren
ontrés dans le domaine des s
ien
es de l'ingénieur sont sou-

vent représentés (ou modélisés) par des équations aux dérivées partielles (EDP) qui

modélisent les phénomènes physiques présents (é
oulement de �uides, transfert de 
ha-

leur, vibration de stru
tures, propagation d'ondes, 
hamp éle
tromagnétique ...et
).

Les étapes depuis la modélisation jusqu'à la programmation sont s
hématisées sur la

�gure (Fig.1.1).

1.2 Dé�nitions

� Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation faisant intervenir

une fon
tion in
onnue de plusieurs variables ainsi que 
ertaines de ses dérivées

partielles.
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Ch1.NOTIONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

Fig. 1.1: Etapes de la simulation numérique.
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�1.3. Classi�
ation des EDP.

� Une équation di�érentielle ordinaire (EDO) 
ontient seulement des dérivées par

rapport à une seule variable.

� On appelle ordre d'une EDP, l'ordre de la plus grande dérivée présente dans

l'équation.

Exemples :

1. L'équation 
i-
ontre est une EDO du 2

nd
degré : αf ′′(x)+β f ′(x)+γ f(x) = λ.

2. L'équation 
i-dessous est une EDP du 2

nd
degré :

a
∂2φ

∂x2
+ b

∂2φ

∂x ∂y
+ c

∂2φ

∂y2
+ d

∂φ

∂x
+ e

∂φ

∂y
+ f φ = g (1.1)

Elle peut aussi s'é
rire sous la forme :

a φxx + b φxy + c φyy + d φx + e φy + f φ = g ⇐⇒ Lφ = g

� Une EDP est linéaire si l'équation est linéaire par rapport aux dérivées par-

tielles de la fon
tion in
onnue (
-à-d qu'il n'existe pas de produit des variables

dépendantes et/ou produit de ses dérivées).

� Une EDP est non linéaire si l'équation 
ontient un produit des variables dépen-

dantes et/ou un produit de ses dérivées.

Exemples :

1- L'équation 
i-dessous est une EDP linéaire du se
ond degré.

∂φ(x,t)
∂t

+ 1
2
k1 x

2 ∂2φ(x,t)
∂x2

+ k2 x
∂φ(x,t)
∂x

− k3 φ(x, t) = 0

2- L'équation 
i-dessous est une EDP non linéaire du premier degré.

∂φ(x,t)
∂t

+ φ(x, t) ∂φ(x,t)
∂x

= g(x, t)

� On appelle problème aux limites une EDP munie de 
onditions aux limites (C.L)

sur la totalité de la frontière du domaine sur lequel elle est posée.

� Un problème est bien posé si pour toute donnée (se
ond membre, domaine,

données aux bords, . . . ), il admet une solution unique et si 
ette solution dépend


ontinûment de la donnée.

1.3 Classi�
ation des EDP

Considérons les équations aux dérivées partielles du se
ond degré de type (1.1).

Leur 
lassi�
ation se fait de la manière suivante :

- 3 -



Ch1.NOTIONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

L'EDP est elliptique si : ∆ = b2 − 4 a c < 0

L'EDP est parabolique si : ∆ = b2 − 4 a c = 0

L'EDP est hyperbolique si : ∆ = b2 − 4 a c > 0

Les termes elliptique, parabolique et hyperbolique sont dérivés de l'équation qua-

dratique :

a x2 + b xy + c y2 + d x+ e y + f = 0

qui représente une hyperbole, une parabole ou une ellipse selon la valeur de ∆.

Exemples :

� Equation d'onde :

∂2u
∂t2

= c2 ∂2u
∂x2

a = c2, b = 0, c = −1 ⇒ ∆ = 4c2 don
 
'est une EDP de type hyperbolique.

� Equation de di�usion (
haleur) :

∂u
∂t

= ∂2u
∂x2

a = 1, b = 0, c = 0 ⇒ ∆ = 0 don
 
'est une EDP de type parabolique.

� L'équation :

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ λ u = f

a = 1, b = 0, c = 1 ⇒ ∆ = −4 don
 
'est une EDP de type elliptique.

- L'équation de Lapla
e :

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 dans 
e 
as u est dite harmonique.

- L'équation de Poisson :

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= f

� Equation de Tri
omi :

∂2u
∂x2

+ x ∂2u
∂y2

= 0

a = 1, b = 0, c = x⇒ ∆ = −4x don
 
'est une EDP de type mixte. Elle est elliptique

si x > 0 et hyperbolique si x < 0.

1.3.1 Cara
téristiques des EDP

� Les EDP elliptiques sont asso
iées ave
 des phénomènes stationnaires. Elles

modélisent souvent un problème intérieur (fermé) (Fig.1.2) et alors la solution

est souvent bornée (exp : les équations de Lapla
e et de Poisson).

(C.L)

Domaine fermé

Fig. 1.2: Domaine d'étude pour les problèmes elliptiques.

� Les EDP hyperboliques apparaissent dans les problèmes de propagation. La

solution est souvent ouverte et elle avan
e alors indé�niment vers l'extérieur

à partir d'une 
ondition initiale satisfaisant toujours les 
onditions aux limites

(C.L) spé
i�ées (Fig.1.3).

- 4 -



�1.4. Di�érents types de 
onditions aux limites (C.L).

(C.L)

(C.L)

(C.I)

Domaine ouvert

Propagation de la solution

Fig. 1.3: Domaine d'étude pour les problèmes paraboliques et hyperboliques.

� Les EDP paraboliques sont généralement asso
iées ave
 des problèmes dans les-

quels la quantité qui nous intéresse varie lentement 
omparée aux mouvements

aléatoires qui produisent les variations. Comme l'EDP hyperbolique, le domaine

de la solution de l'EDP parabolique est souvent ouvert. Les 
onditions initiale

(C.I) et limites (C.L) typiquement asso
iées ave
 
ette équation ressemblent à


eux des problèmes hyperboliques à l'ex
eption de la seule 
ondition initiale à

t = 0 né
essaire puisque l'équation est du 1

er
ordre en temps. Aussi, les équa-

tions paraboliques et hyperboliques sont résolues par des te
hniques similaires

alors que l'équation elliptique est souvent plus di�
ile et requiert des te
hniques

di�érentes.

1.4 Di�érents types de 
onditions aux limites (C.L)

1.4.1 Conditions de Diri
hlet (ou 1

er
type)

Dans 
e 
as, la valeur de la variable dépendante est spé
i�ée le long de la frontière

du domaine.

φ(r) = 0, r sur S 
ondition homogène.

φ(r) = p(r), r sur S 
ondition non homogène.

r étant la variable indiquant la position et S la frontière du domaine.

- 5 -



Ch1.NOTIONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

1.4.2 Conditions de Neumann (ou 2

ème
type)

Dans 
e 
as, le gradient normal de la variable dépendante est spé
i�é le long de la

frontière du domaine.

∂φ(r)
∂n

= 0, r sur S 
ondition homogène.

∂φ(r)
∂n

= q(r), r sur S 
ondition non homogène.

∂φ(r)
∂n

étant la dérivée normale de φ le long de la frontière S du domaine.

1.4.3 Conditions mixtes (ou 3

ème
type)

Dans 
e 
as, une 
ombinaison des deux C.L pré
édentes spé
i�ée le long de la fron-

tière du domaine.

∂φ(r)
∂n

+ h(r)φ(r) = 0, r sur S 
ondition homogène.

∂φ(r)
∂n

+ h(r)φ(r) = w(r), r sur S 
ondition non homogène.

1.5 Exer
i
es

1-01 : Classer les EDP suivantes (parabolique, hyperbolique ou elliptique) :

1.

∂u
∂t

+ 2 ∂u
∂x

= 0.

2. (1−M) ∂
2φ

∂x2
+ ∂2φ

∂y2
= 0 (étudier en fon
tion de M ).

3.

∂2u
∂x2

+ x ∂2u
∂y2

= 0.

4.

∂T
∂t

= ∂2T
∂x2

+ ∂2T
∂y2

.

1-02 : Classer les EDP suivantes :

1. 4 ∂2u
∂y2

− 4 ∂2u
∂x∂y

+ ∂2u
∂x2

+ 3 u = 0.

2.

∂u
∂x

+ ∂2u
∂t2

+ ∂2u
∂x2

= f(t).

3. x2 ∂2φ

∂x2
− 2 xy ∂2φ

∂x∂y
+ y2 ∂2φ

∂y2
+ x ∂φ

∂x
+ y ∂φ

∂y
= 0.

4.

∂2T
∂x2

+ 6 ∂2T
∂x∂y

− 16 ∂2T
∂y2

= 0.
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Chapitre 2

Méthodes des di�éren
es �nies

2.1 Introdu
tion sur les méthodes numériques

En général, les méthodes numériques donnent une solution approximative ave
 une

pré
ision su�sante pour les problèmes ren
ontrés en pratique dans les domaines de

transferts thermiques, de mé
anique des �uides , d'éle
tromagnétisme, . . .et
. Parmi


es méthodes, on distingue d'une manière générale :

� Méthode des di�éren
es �nies (MDF).

� Méthode des éléments �nis (MEF).

� Méthode des volumes �nis (MVF).

� Méthodes spe
trales (MS).

Il existe d'autres méthodes spé
i�ques à 
haque domaine (méthode des lignes, méthode

de Monté Carlo, . . .et
).

� Les méthodes MDF et MVF sont basées sur une dis
rétisation du domaine et le

rempla
ement de l'opérateur di�érentielle par un quotient di�érentiel.

� La méthode MEF est basée sur la formulation variationnelle.

� La méthode MS est basée sur la re
her
he d'une solution appro
hée sous forme

d'un développement sur une 
ertaine famille de fon
tions (Fourier, polyn�mes,

splines, . . .et
). Ces méthodes sont souvent 
oûteuses mais pré
ises.

2.2 Prin
ipe et bases de la MDF

L'obje
tif de la méthode des di�éren
es �nies (MDF) est de transformer une équa-

tion 
ontinue valable sur un domaine 
ontinu (ou domaine physique) en un système

à N équations à N in
onnues asso
iées à un domaine dis
ret (ou domaine de 
al
ul)

appelé maillage.(Fig. 2.1).

L'approximation des dérivées d'une fon
tion f(x) par di�éren
es �nies est basée sur

le développement en séries de Taylor de 
ette fon
tion de la manière suivante :
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(C.L)

Domaine

y

x∆ X

Y

j

i

P
ij

∆

Fig. 2.1: Passage du domaine 
ontinu au domaine dis
ret.

f(x+ h) = f(x) +
h

1!
f ′(x) +

h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x) + · · · (2.1)

f(x− h) = f(x)− h

1!
f ′(x) +

h2

2!
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x)− · · · (2.2)

f(x+ 2h) = f(x) +
2h

1!
f ′(x) +

(2h)2

2!
f ′′(x) +

(2h)3

3!
f ′′′(x) +

(2h)4

4!
f (4)(x) + · · · (2.3)

f(x− 2h) = f(x)− 2h

1!
f ′(x) +

(2h)2

2!
f ′′(x)− (2h)3

3!
f ′′′(x) +

(2h)4

4!
f (4)(x)− · · · (2.4)

h étant le �pas� spatial (∆x, ∆y ou ∆z ) ou temporel ∆t.

Nous pouvons aussi faire sortir les sommes et les di�éren
es des séries :

f(x+ h) + f(x− h) = 2 f(x) + h2 f ′′(x) +
h4

12
f (4)(x) + · · · (2.5)

f(x+ h)− f(x− h) = 2 h f ′(x) +
h3

3
f ′′′(x) + · · · (2.6)

f(x+ 2h) + f(x− 2h) = 2 f(x) + 4h2 f ′′(x) +
4h4

3
f (4)(x) + · · · (2.7)

f(x+ 2h)− f(x− 2h) = 4h f ′(x) +
8h3

3
f ′′′(x) + · · · (2.8)

Notons que les sommes 
ontiennent seulement les dérivées paires par 
ontre, les

- 8 -



�2.2. Prin
ipe et bases de la MDF.

di�éren
es 
ontiennent seulement les dérivées impaires. Le nombre d'équations impli-

quées et le nombre de termes à 
onserver dans 
haque équation dépend de la dérivée

et du degré de pré
ision désiré.

L'équation (2.6) nous donne :

f ′(x) = f(x+h)−f(x−h)
2h

− h2

6
f ′′′(x) + · · ·

Ou en
ore :

f ′(x) ≃ f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2) (2.9)

qui est une approximation 
entrée du se
ond ordre. O(h2) est appelée Erreur de

tron
ature en h2.

Similairement, l'équation (2.5) nous donne :

f ′′(x) = f(x+h)−2 f(x)+f(x−h)
h2

− h2

12
f (4)(x) + · · ·

ou en
ore :

f ′′(x) ≃ f(x+ h)− 2 f(x) + f(x− h)

h2
+O(h2) (2.10)

Nous pouvons aussi obtenir de la même manière et en utilisant les équations (2.1)-

(2.8) les dérivées f ′′′(x) et f (4)(x) 
omme il est indiqué dans les tableaux (Tab.2.1-2.5).

f(x− 2h) f(x− h) f(x) f(x+ h) f(x+ 2h)

2h f(′x) -1 0 +1

h2 f ′′(x) +1 -2 +1

2h3 f ′′′(x) -1 2 0 -2 +1

h4 f (4)(x) +1 -4 +6 -4 +1

Tab. 2.1: Approximation 
entrée en O(h2).

L'équation (2.1) nous donne :

f ′(x) = f(x+h)−f(x)
h

− h
2
f ′′(x) + · · ·

Ou en
ore :

f ′(x) ≃ f(x+ h)− f(x)

h
+O(h) (2.11)

qui est une approximation dé
entrée avant du 1

er
ordre.

- 9 -



Ch2.MÉTHODES DES DIFFÉRENCES FINIES.

De même, l'équation (2.2) nous donne l'approximation dé
entrée arrière du 1

er

ordre :

f ′(x) ≃ f(x)− f(x− h)

h
+O(h) (2.12)

f(x) f(x+ h) f(x+ 2h) f(x+ 3h) f(x+ 4h)

h f ′(x) -1 +1

h2 f ′′(x) +1 -2 +1

h3 f ′′′(x) -1 +3 -3 +1

h4 f (4)(x) +1 -4 +6 -4 +1

Tab. 2.2: Approximation dé
entrée avant du 1er ordre O(h).

f(x− 4h) f(x− 3h) f(x− 2h) f(x− h) f(x)

h f ′(x) -1 +1

h2 f ′′(x) +1 -2 +1

h3 f ′′′(x) -1 +3 -3 +1

h4 f (4)(x) +1 -4 +6 -4 +1

Tab. 2.3: Approximation dé
entrée arrière du 1er ordre O(h) .

Ces approximations pouvant être utilisées par exemple aux limites du domaine où

l'approximation 
entré ne peut être appliquée. Les approximations dé
entrées du 2

nd

ordre sont données dans les tableaux (Tab.2.4 & 2.5) :

f(x) f(x+ h) f(x+ 2h) f(x+ 3h) f(x+ 4h) f(x+ 5h)

2h f ′(x) -3 +4 -1

h2 f ′′(x) +2 -5 +4 -1

2h3 f ′′′(x) -5 +18 -24 +14 -3

h4 f (4)(x) +3 -14 +26 -24 +11 -2

Tab. 2.4: Approximation dé
entrée avant du 2

nd
ordre O(h2).

f(x− 5h) f(x− 4h) f(x− 3h) f(x− 2h) f(x− h) f(x)

2h f ′(x) +1 -4 +3

h2 f ′′(x) -1 +4 -5 +2

2h3 f ′′′(x) +3 -14 +24 -18 +5

h4 f (4)(x) -2 +11 -24 +26 -14 +3

Tab. 2.5: Approximation dé
entrée arrière du 2

nd
ordre O(h2).

Re
ommandations :

� Utiliser une double pré
ision dans les 
al
uls.
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�2.2. Prin
ipe et bases de la MDF.

� Utiliser le 2

nd
ordre O(h2) ou plus.

Exemples :

1- La 
ourbe (Fig.2.2) nous montre l'e�et du nombre de termes à 
onsidérer durant

l'approximation de la fon
tion ex par les séries de Taylor.

x

Exp(x)
7 termes
6 termes
5 termes
4 termes

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400

 450

 3  4  5  6

Fig. 2.2: Approximation par séries de Taylor de la fon
tion ex.

2- Soit à 
al
uler la dérivée se
onde de la fon
tion f(x) = e−x au point x = 1.

� Ave
 6 dé
imales : f(1) = 0.367879

h f(x+ h) f(x− h) f ′′(x)

0.64 0.193980 0.697676 0.380611

0.32 0.267135 0.506617 0.371038

0.16 0.313486 0.431711 0.368699

0.08 0.339596 0.398519 0.368214

0.04 0.353455 0.382893 0.368480

0.02 0.360595 0.375311 0.370098

0.01 0.364219 0.371577 0.376706

0.005 0.366045 0.369723 0.403174

0.0025 0.366961 0.368800 0.509054

0.00125 0.367420 0.368340 0.932579

0.001 0.367512 0.368248 1.250222

Tab. 2.6: In�uen
e négative de la simple pré
ision.
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Ch2.MÉTHODES DES DIFFÉRENCES FINIES.

� Ave
 9 dé
imales : f(1) = 0.367879441

h f(x+ h) f(x− h) f ′′(x)

0.64 0.193980042 0.697676326 0.380609097

0.32 0.267135302 0.506616992 0.371029414

0.16 0.313486181 0.431710523 0.368664921

0.08 0.339595526 0.398519041 0.368075685

0.04 0.353454682 0.382892886 0.367928494

0.02 0.360594940 0.375311099 0.367891704

0.01 0.364218980 0.371576691 0.367882507

0.005 0.366044635 0.369723445 0.367880208

0.0025 0.366960891 0.368800290 0.367879633

0.00125 0.367419879 0.368339578 0.367879489

0.001 0.367511746 0.368247505 0.367879472

Tab. 2.7: In�uen
e positive de la double pré
ision.

Nous remarquons, d'après 
es deux tests, l'e�et néfaste du 
hoix de la simple pré
i-

sion par rapport à la double pré
ision qui 
onverge bien vers la solution exa
te quand

le pas h diminu.

3- Soit à 
al
uler la dérivée de la fon
tion f(x) = Ln(x) au point x = 1. Prenons

h = 0.1 et 
omparons les approximations 
entrée et dé
entrée.

Approximation f ′(1) erreur relative (%)

Centrée 1.003353477 0.34

Dé
entrée avant 0.953101798 4.69

Dé
entrée arrière 1.053605157 5.36

Tab. 2.8: In�uen
e de l'approximation.

Nous remarquons que l'approximation 
entrée est plus pré
ise que 
elles dé
entrées

et que les erreurs 
al
ulées sont pro
hes de 
elles prévues par la théorie :

� Pour les approximations dé
entrées : E =
∣

∣

h
2
f ′′(1)

∣

∣ =
∣

∣

0.1
2
.(−1)

∣

∣ = 0.05.

� Pour l'approximation 
entrée : E =
∣

∣

∣

h2

6
f ′′′(1)

∣

∣

∣
= (0.1)2

6
.2 = 0.00333.
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�2.3. S
hémas de dis
rétisation.

2.3 S
hémas de dis
rétisation

Avant de rempla
er les dérivées partielles par les di�éren
es �nies, il faut d'abord


hoisir l'un des s
hémas de dis
rétisation suivants (Fig.2.3) :

i−2 i−1 i

i−1 i+1

i+1 i+2i

Schéma centré

Schéma décentré avant

(ou avancé)

Schéma décentré arrière

(ou retardé)

i

Fig. 2.3: Di�érents types de s
hémas de dis
rétisation.

2.4 Notions de stabilité, 
onsistan
e et 
onvergen
e

2.4.1 Stabilité

La notion de stabilité est relative à la solution de l'équation aux di�éren
es, on dira

que le s
héma est stable si, quelque soient ∆x et ∆y (du même ordre), la solution du

problème dis
rétisé reste bornée quand ∆t tends vers 0.

Pour étudier la stabilité, on utilise souvent l'analyse de Von-Neumann qui 
onsiste

à étudier toute solution de la forme : ψ(t) ej β x (j2 = −1).

Si on substitue 
ette forme dans l'équation aux di�éren
es on obtient une relation

entre ψ(t) et ψ(t +∆t) .

Théorème : Le s
héma est stable (
ondition su�sante) si le fa
teur d'ampli�
ation

ξ véri�e :
∣

∣

∣

∣

ξ =
ψ(t +∆t)

ψ(t)

∣

∣

∣

∣

≤ 1 (2.13)

Remarque : L'analyse de la stabilité par Von-Neumann est valable uniquement

pour les problèmes linéaires à 
oe�
ient 
onstants 
ar 
e sont les seuls problèmes

pour lesquels nous pouvons avoir une solution analytique. D'autres méthodes

existent pour l'analyse de la stabilité (matri
ielle, perturbation dis
rète).

2.4.2 Consistan
e

Le terme de 
onsistan
e appliqué à une 
ertaine pro
édure de 
onstru
tion de s
hé-

mas aux di�éren
es signi�e que 
ette pro
édure appro
he la solution de l'EDP 
onsi-

dérée et non la solution d'une autre EDP. La qualité de 
ette 
onsistan
e s'appelle la
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pré
ision du s
héma.

Théorème : Soient les opérateurs D dis
ret et L 
ontinu et soit ε un paramètre

aussi petit que l'on veut.

Si |Df − Lf | ≤ ε quand ∆x et ∆t −→ 0 alors la méthode est 
onsistante.

2.4.3 Convergen
e

Le s
héma est 
onvergent si la solution du problème dis
rétisé tend vers la solution

du problème aux dérivées partielles, lorsque ∆x et ∆y tendent simultanément vers 0.

Théorème de Lax : Pour une EDP linéaire, si le 
ritère de 
onsistan
e est véri�é,

une 
ondition né
essaire et su�sante de 
onvergen
e et que le s
héma soit stable.

2.5 Méthodes de dis
rétisation

2.5.1 Méthode expli
ite

L'équation expli
ite est obtenue en é
rivant le terme spatial à l'instant n où la

solution est 
onnue. L'in
onvénient prin
ipal de 
ette méthode (Fig.2.4) est qu'elle né-


essite de 
hoisir un pas de temps ∆t su�samment petit, sinon la solution de l'équation

dis
rétisée devient instable.

n

n+1

jusqu’en n

i−1 i i+1

Solution connue

Fig. 2.4: S
héma expli
ite.

Exemple : La dis
rétisation de l'équation de la 
haleur selon la méthode expli
ite

d'Euler nous donne :

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
−→ T n+1

i − T ni
∆t

=
T ni−1 − 2 T ni + T ni+1

∆x2
(2.14)

� Cette méthode 
onverge pour λ = ∆t
∆x2

∈
]

0, 1
2

]

ave
 une erreur de dis
rétisation

en O(∆t+∆x2).

� Pour λ = 1
6
, on démontre que l'erreur est en O(∆t2 +∆x2) .
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�2.5. Méthodes de dis
rétisation.

� A 
ause de 
e risque d'instabilité, il est préférable, lorsque 
ela est possible,

d'utiliser l'une des méthodes impli
ites.

Il existe aussi d'autres méthodes de dis
rétisations expli
ites telles que 
elles de Saul'Yev,

Dufort-Frankel et Barakat et Clark ...et
.

2.5.2 Méthode impli
ite

On obtient une équation impli
ite en é
rivant le terme spatial à l'instant (n+1) où

la solution n'est pas 
onnue (Fig.2.5).

i−1 i+1

n+1

Solution connue
jusqu’en ni

n

Fig. 2.5: S
héma impli
ite.

Exemple :

La dis
rétisation de l'équation de la 
haleur selon la méthode impli
ite d'Euler donne :

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
−→ T n+1

i − T ni
∆t

=
T n+1
i−1 − 2 T n+1

i + T n+1
i+1

∆x2
(2.15)

Un avantage essentiel de 
ette méthode est qu'elle est universellement stable. La

seule limitation sur ∆t est 
elle qui maintient les erreurs de tron
ature dans des limites

a

eptables.

Cette méthode 
onverge quelque soit λ = ∆t
∆x2

= Cte
.

Il existe aussi la méthode impli
ite de Leasonen en O(∆t+∆x2) et qui est in
on-

ditionnellement stable.

2.5.3 Méthode de Crank-Ni
holson

Elle 
onsiste à é
rire le se
ond membre de l'équation dis
rétisée 
omme la demi-

somme des se
onds membres des méthodes impli
ite et expli
ite.

- Exemple : La dis
rétisation de l'équation de la 
haleur donne :

- 15 -
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T n+1
i − T ni

∆t
=

1

2

[

T ni−1 − 2 T ni + T ni+1

∆x2

]

+
1

2

[

T n+1
i−1 − 2 T n+1

i + T n+1
i+1

∆x2

]

(2.16)

Le premier 
ro
het de l'équation étant 
onnu, on voit que 
e s
héma est en fait

un s
héma impli
ite. L'avantage prin
ipal de 
ette équation est que pour une valeur

donnée de ∆x, l'erreur de tron
ature sur le terme en ∆t est nettement plus petite que

dans les méthodes impli
ite et expli
ite. Elle exprime en e�et la dérivée par rapport

au temps t à l'aide de di�éren
es 
entrées de pas

∆t
2

au lieu de la faire à l'aide de

di�éren
es à droite ou à gau
he de pas ∆t (Fig.2.6).

n+1

n

n+1/2

i−1 i i+1

Fig. 2.6: S
héma de Crank-Ni
holson.

� Cette méthode 
onverge ave
 une erreur de dis
rétisation en O(∆t2 +∆x2).

� Pour λ = 1√
20

, on démontre que l'erreur est en O(∆x6).

� Ce s
héma est in
onditionnellement stable.

Une forme plus générale de l'équation (2.16) s'é
rit :

T n+1
i − T ni

∆t
= (1− θ)

[

T ni−1 − 2 T ni + T ni+1

∆x2

]

+ θ

[

T n+1
i−1 − 2 T n+1

i + T n+1
i+1

∆x2

]

(2.17)

ave
 0 ≤ θ ≤ 1. Cette méthode est 
omplètement expli
ite pour θ = 0 et partiellement

impli
ite pour 0 < θ < 1. Pour θ = 1, elle devient 
omplètement impli
ite et pour θ =

1/2, on obtient la méthode de Crank-Ni
holson qui présente en générale des solutions

raisonnablement stables et pré
ises.
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�2.6. Appli
ation de la méthode expli
ite à l'équation de di�usion.

2.6 Appli
ation de la méthode expli
ite à l'équation

de di�usion

L'équation de la 
haleur dis
rétisée ave
 le s
héma expli
ite d'Euler (2.14) peut se

mettre sous la forme :

T n+1
i = λ T ni−1 + (1− 2λ) T ni + λ T ni+1 (2.18)

Etudions maintenant la 
onsistan
e et la stabilité de 
e s
héma :

2.6.1 Consistan
e

Les approximations des dérivées première et se
onde sont :

∂T

∂t
≃ T n+1

i − T ni
∆t

+O(∆t)

∂2T

∂x2
≃ T ni−1 − 2 T ni + T ni+1

∆x2
+O(∆x2)

f = ∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

Appliquons les opérateurs dis
ret D et 
ontinu L à l'équation f :

|Df − Lf | =
∣

∣

∣

[

Tn+1

i
−Tn

i

∆t
+O(∆t)− Tn

i−1
−2Tn

i +Tn
i+1

∆x2
+O(∆x2)

]

−
(

∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

)
∣

∣

∣

|Df − Lf | = |O(∆t) +O(∆x2)| = O(∆t+∆x2)

Si ∆x−→ 0 et ∆t −→ 0 alors O(∆t + ∆x2) −→ 0 =⇒ le s
héma est 
onsistant

ave
 l'EDP.

2.6.2 Stabilité

Pour étudier la stabilité, utilisons l'analyse de Von-Neumann :

On suppose que la solution est de la forme : T (x, t) = ψ(t) ej β x , on a alors :

T ni = ψ(t) ej β x T ni−1 = ψ(t) ej β (x−∆x)

T n+1
i = ψ(t+∆t) ej β x T ni+1 = ψ(t) ej β (x+∆x)

En remplaçant 
es termes dans l'équation (2.18) et en simpli�ant par ej β x, nous

aurons :
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ψ(t+∆t) = λψ(t) e−j β∆x + (1− 2 λ)ψ(t) + λψ(t) ej β∆x

ψ(t+∆t)
ψ(t)

= λ
(

ej β∆x + e−j β∆x
)

+ (1− 2 λ) = 2λ cos(β∆x) + (1− 2λ)

D'où le fa
teur d'ampli�
ation :

ξ = 1− 2 λ (1− cos(β∆x)) (2.19)

|ξ| ≤ 1 =⇒ −1 ≤ ξ ≤ +1



















1− 2 λ (1− cos(β∆x)) ≥ −1

1− 2 λ (1− cos(β∆x)) ≤ 1

⇐⇒



















1− 4 λ sin2(β∆x
2

) ≥ −1

1− 4 λ sin2(β∆x
2

) ≤ 1

Etant donné que λ = ∆t
∆x2

> 0 alors la deuxième équation est toujours véri�ée ∀λ.

La première équation nous donne la 
ondition :

λ =
∆t

∆x2
≤ 1

2

qui est la 
ondition de stabilité de 
e s
héma. On dira alors qu'il est 
onditionnellement

stable.

C'est à 
e niveau que 
e pose la di�
ulté 
ar le 
hoix du pas de temps est stri
tement

lié au pas d'espa
e et doit don
 obligatoirement satisfaire la 
ondition : ∆t ≤ ∆x2

2
.

2.7 Appli
ation de la méthode impli
ite à l'équation

de di�usion

L'équation de la 
haleur dis
rétisée ave
 le s
héma impli
ite d'Euler (2.15) peut se

mettre sous la forme :

T ni = −λ T n+1
i−1 + (1 + 2λ) T n+1

i − λ T n+1
i+1 (2.20)

Etudions maintenant la 
onsistan
e et la stabilité de 
e s
héma :

2.7.1 Consistan
e

Les approximations des dérivées première et se
onde sont :

∂T

∂t
≃ T n+1

i − T ni
∆t

+O(∆t)
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�2.7. Appli
ation de la méthode impli
ite à l'équation de di�usion .

∂2T

∂x2
≃ T n+1

i−1 − 2 T n+1
i + T n+1

i+1

∆x2
+O(∆x2)

f = ∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

Appliquons les opérateurs dis
ret D et 
ontinu L à l'équation f :

|Df − Lf | =
∣

∣

∣

[

Tn+1

i
−Tn

i

∆t
+O(∆t)− Tn+1

i−1
−2Tn+1

i
+Tn+1

i+1

∆x2
+O(∆x2)

]

−
(

∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

)
∣

∣

∣

|Df − Lf | = |O(∆t) +O(∆x2)| = O(∆t+∆x2)

Si ∆x−→ 0 et ∆t −→ 0 alors O(∆t+∆x2) −→ 0 =⇒ le s
héma est 
onsistant ave


l'EDP.

2.7.2 Stabilité

Pour étudier la stabilité, utilisons l'analyse de Von-Neumann :

On suppose que la solution est de la forme : T (x, t) = ψ(t) ej β x , on a alors :

T ni = ψ(t) ej β x T n+1
i−1 = ψ(t+∆t) ej β (x−∆x)

T n+1
i = ψ(t+∆t) ej β x T n+1

i+1 = ψ(t+∆t) ej β (x+∆x)

En remplaçant 
es termes dans l'équation (2.20) et en simpli�ant par ej β x, nous

aurons :

ψ(t) = −λψ(t +∆t) e−j β∆x + (1 + 2 λ)ψ(t+∆t)− λψ(t+∆t) ej β∆x

ψ(t) = −2λ cos(β∆x) ψ(t+∆t) + (1 + 2 λ)ψ(t+∆t)

ψ(t)
ψ(t+∆t)

= 1 + 2 λ (1− cos(β∆x)) = 1 + 4 λ sin2(β∆x
2

)

D'où le fa
teur d'ampli�
ation :

ξ =
1

1 + 4 λ sin2(β∆x
2

)
(2.21)

∀∆x et ∀∆t , nous avons toujours ∀λ > 0 : |ξ| ≤ 1.

On dira alors que 
e s
héma est in
onditionnellement stable.
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2.8 Formulation matri
ielle du s
héma expli
ite ap-

pliqué à l'équation de di�usion

Reprenons notre problème dis
rétisé par la méthode expli
ite (2.18) ave
 les (C.L)

dé�nies dans le problème 
ontinu (??) :

T n+1
i = λ T ni−1 + (1− 2λ) T ni + λ T ni+1

n = 0, 1, 2, · · · , nmax , i = 1, 2, · · · , imax

La dis
rétisation du milieu est faite selon la �gure (Fig.2.7) 
i-dessous : 
haque ligne

représente le problème unidimensionnel (1D) au pas temps 
orrespondant.

i−1

n

1 2 3

3
2

1

0

i i+1 max

nmax

nT i

α

β

γ

t

n−1

n+1

∆

∆

t

xix

Fig. 2.7: Dis
rétisation du domaine pour l'équation de la 
haleur.

Dans 
e 
as, nous avons l'abs
isse et l'ordonnée de 
haque n÷ud :

xi = (i− 1) ∆x , tn = n∆t

- Conditions aux limites (C.L) :







T n1 = α = 0

T nimax
= β = 0

n = 0, 1, 2, · · · , nmax
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�2.8. Formulation matri
ielle du s
héma expli
ite appliqué à l'équation de di�usion.

- Conditions initiales (C.I) :

T 0
i = γ = 1 , i = 2, 3, · · · , imax − 1

Pour tout point intérieur au domaine T ni , on utilise l'équation dis
rétisée ave
 :

n = 0, 1, 2, · · · , nmax , i = 2, 3, · · · , imax − 1

Dis
rétisons maintenant l'équation aux pas de temps 0 et 1 avant d'aboutir à la

formulation matri
ielle �nale :

� n = 0 : T 1
i = λ T 0

i−1 + (1− 2λ) T 0
i + λ T 0

i+1

T 1
2 = λ T 0

1 + (1− 2λ) T 0
2 + λ T 0

3

T 1
3 = λ T 0

2 + (1− 2λ) T 0
3 + λ T 0

4
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

T 1
imax−1 = λ T 0

imax−2 + (1− 2λ) T 0
imax−1 + λ T 0

imax

D'après 
ette première étape, les T 1
i sont tous 
onnues.

� n = 1 : T 2
i = λ T 1

i−1 + (1− 2λ) T 1
i + λ T 1

i+1

T 2
2 = λ T 1

1 + (1− 2λ) T 1
2 + λ T 1

3

T 2
3 = λ T 1

2 + (1− 2λ) T 1
3 + λ T 1

4
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

T 2
imax−1 = λ T 1

imax−2 + (1− 2λ) T 1
imax−1 + λ T 1

imax

A 
ette étape, les T 2
i sont tous 
onnues et ainsi de suite jusqu'à nmax.

A partir de 
es détails, il est maintenant fa
ile de passer à la formulation matri
ielle :



















T2 − λα

T3
.

.

.

Timax−2

Timax−1 − λβ



















n+1

=



















(1− 2λ) λ 0 · · · 0

λ (1− 2λ) λ
.

.

.

.

.

.

0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

. λ (1− 2λ) λ

0 · · · 0 λ (1− 2λ)



































Ti

















n

(2.22)

n = 0, 1, 2, · · · , nmax , i = 2, 3, · · · , imax − 1
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Nous obtenons ainsi un système d'équations fa
ile à résoudre pour 
haque pas de

temps 
ar 
haque équations 
ontient une seule in
onnue. Les résultats sont inje
tés dans

le système au pas de temps suivant et ainsi de suite. . . . Ce système de N équations à

N in
onnues peut se mettre sous la forme :

A . T = B

B est le ve
teur 
olonne 
orrespondant aux N températures in
onnues, T est un

ve
teur 
olonne 
orrespondant aux termes non homogènes des équations aux di�éren
es

(températures 
onnues). La matri
e A = (aij) des 
oe�
ients des températures dans les

équations aux di�éren
es est une matri
e (N ×N) présentant de nombreux zéros. C'est

une matri
e bande et, parti
ulièrement pour 
e problème, 
'est une matri
e tridiagonale.

2.9 Formulation matri
ielle du s
héma impli
ite ap-

pliqué à l'équation de di�usion

Reprenons notre problème dis
rétisé par la méthode impli
ite (2.20) :

T ni = −λ T n+1
i−1 + (1 + 2λ) T n+1

i − λ T n+1
i+1

n = 0, 1, 2, · · · , nmax , i = 1, 2, · · · , imax

Dis
rétisons maintenant l'équation aux pas de temps 0 et 1 :

� n = 0 : T 0
i = −λ T 1

i−1 + (1 + 2λ) T 1
i − λ T 1

i+1

T 0
2 = −λ T 1

1 + (1 + 2λ) T 1
2 - λ T 1

3

T 0
3 = −λ T 1

2 + (1 + 2λ) T 1
3 - λ T 1

4
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

T 0
imax−1 = −λ T 1

imax−2 + (1 + 2λ) T 1
imax−1 - λ T 1

imax

On remarque alors que 
haque équation 
ontient plusieurs in
onnues. En remplaçant

les valeurs 
onnues à partir des (C.L) et (C.I), nous aurons le système suivant dont la

solution sera utilisée à l'étape suivante :
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�2.9. Formulation matri
ielle du s
héma impli
ite appliqué à l'équation de di�usion.



















γ + λα

γ
.

.

.

γ

γ + λβ



















=



















(1 + 2λ) −λ 0 · · · 0

−λ (1 + 2λ) −λ .

.

.

.

.

.

0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

. −λ (1 + 2λ) −λ
0 · · · 0 −λ (1 + 2λ)



































Ti

















1

i = 2, 3, · · · , imax − 1

� n = 1 : T 1
i = −λ T 2

i−1 + (1 + 2λ) T 2
i − λ T 2

i+1

T 1
2 = −λ T 2

1 + (1 + 2λ) T 2
2 - λ T 2

3

T 1
3 = −λ T 2

2 + (1 + 2λ) T 2
3 - λ T 2

4
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

T 1
imax−1 = −λ T 2

imax−2 + (1 + 2λ) T 2
imax−1 - λ T 2

imax

Nous pouvons maintenant passer à la formulation matri
ielle :



















T2 + λα

T3
.

.

.

Timax−2

Timax−1 + λβ



















n

=



















(1 + 2λ) −λ 0 · · · 0

−λ (1 + 2λ) −λ .

.

.

.

.

.

0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

. −λ (1 + 2λ) −λ
0 · · · 0 −λ (1 + 2λ)



































Ti

















n+1

(2.23)

n = 0, 1, 2, · · · , nmax , i = 2, 3, · · · , imax − 1

A 
haque étape, on résout alors un système de N équations à N in
onnues. A part

la première et la dernière équations qui 
ontiennent 
ha
une 2 in
onnues, toutes les

autres équations en 
ontiennent 3. Le système d'équations obtenu est don
 dépendant


ontrairement à 
elui du 
as expli
ite.
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2.10 Exemple résolu par wxMaxima

Il s'agit de déterminer la distribution instantanée de la température à travers une

barre de longueur L maintenue à 
es extrémités par une température nulle et initiale-

ment à la température unité (problème dé�ni par (??)).

Pour simpli�er, nous allons prendre les pas de temps et d'espa
e 
omme suit :

∆t = 5
1000

, ∆x = 2
10

=⇒ λ = ∆t
∆x2

= 0.125

Choisissons 
omme nombre de divisions maximal spatial : imax = 11 et temporel :

nmax = 15.

Nous aurons alors la dis
rétisation suivante (Fig.2.8) du domaine spatio-temporel :

valeure connue

valeure inconnue
9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

10

11

12

13

14

15

T10

7T9

1

t

x

Fig. 2.8: Dis
rétisation du domaine spatio-temporel.

E
rire un programme pour résoudre 
e problème et tra
er les 
ourbes né
essaires

de la distribution de température à travers 
ette barre.

Ce programme doit être stru
turé de la manière suivante :

� Initialisation.

� Données.

� Cal
uls intermédiaires.

� Conditions aux limites et initiale.
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� Bou
le prin
ipale.

� Résultats numériques.

� Tra
é des 
ourbes.

Changer les valeurs de ∆t et ∆x pour voir leurs e�ets sur la stabilité de la solution.

2.11 Problèmes multidimensionnels

Considérons l'équation de di�usion linéaire bidimensionnelle :

∂T

∂t
= α

(

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)

(2.24)

2.11.1 Dis
rétisation par un s
héma expli
ite

La dis
rétisation de l'équation (2.24) par un s
héma expli
ite donne :

T n+1
i,j − T ni,j

∆t
= α

[

T ni−1,j − 2 T ni,j + T ni+1,j

∆x2
+
T ni,j−1 − 2 T ni,j + T ni,j+1

∆y2

]

(2.25)

On peut montrer que 
e s
héma est 
onditionnellement stable ave
 la 
ondition :

α∆t

(

1

∆x2
+

1

∆y2

)

≤ 1

2
(2.26)

Si ∆x = ∆y alors 
ette 
ondition de stabilité sera λ = α∆t
∆x2

≤ 1
4
qui est en
ore plus

restri
tive que le 
as unidimensionnel (λ ≤ 1
2
), 
e qui fait que 
ette méthode devient

moins pratique.

L'équation (2.25) peut être résolue dire
tement pour T n+1
i,j et au
une 
omplexité

numérique supplémentaire ne sera rajouté à 
ause du terme supplémentaire. De même

pour le 
as 3D où on rajoute en
ore le terme dis
rétisé 
orrespondant à

∂2T
∂z2

sans au
un

problème d'ordre numérique. Ce
i est le 
as typique de tous les s
hémas expli
ites.

On montre que 
e s
héma est 
onditionnellement stable ave
 la 
ondition :

α∆t

(

1

∆x2
+

1

∆y2
+

1

∆z2

)

≤ 1

2
(2.27)

Si ∆x = ∆y = ∆z alors 
ette 
ondition de stabilité sera λ = α∆t
∆x2

≤ 1
6
qui est en
ore

plus restri
tive que le 
as bidimensionnel.

2.11.2 Dis
rétisation par un s
héma impli
ite

La dis
rétisation de l'équation (2.24) par un s
héma impli
ite donne :
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T n+1
i,j − T ni,j

∆t
= α

[

T n+1
i−1,j − 2 T n+1

i,j + T n+1
i+1,j

∆x2
+
T n+1
i,j−1 − 2 T n+1

i,j + T n+1
i,j+1

∆y2

]

(2.28)

Ce s
héma est in
onditionnellement stable. En appliquant l'équation (2.28) en


haque noeud du maillage, on obtient une matri
e bande pentadiagonale (5) qui né
es-

site beau
oup d'e�orts de 
al
ul.

La méthode SOR peut être appliquée pour les problèmes 2D, mais 
ette appro
he

est assez lourde pour les noeuds 3D. Les méthodes ADI et AFI �Approximation-

Fa
torization-Impli
ite� peuvent être utilisées pour réduire la matri
e bande en deux

(ou 3 pour les problèmes 3D) systèmes de matri
es tridiagonales qui peuvent être ré-

solus su

essivement par l'algorithme de Thomas.

2.12 Equation de Lapla
e

Dans le domaine de l'énergétique, l'équation de Lapla
e est souvent ren
ontré en

mé
anique des �uides dans les é
oulements potentiels (irrotationnels) et en transfert

thermique dans la 
ondu
tion dans un solide par exemple.

Soit par exemple à résoudre un problème régis par l'équation de Lapla
e et modé-

lisant le transfert thermique à travers une plaque re
tangulaire. Cette équation s'é
rit

sous la forme :

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0 (2.29)

Nous passons du domaine 
ontinu au domaine dis
rêt en divisant le premier en un

ensemble de mailles aussi petites que l'on peut (Fig.2.9).

∆x

∆y

0

(C.L)

b

(C.L)

a

(C.L)

(C.L)

x

i+1i

j+1

j

1 2 3

3

2

1

j−1

i−1

4

Domaine discrétiséDomaine continu

Y

X
i max

j max

y Ti,j

Fig. 2.9: Dis
rétisation du domaine pour l'équation de Lapla
e.
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�2.12. Equation de Lapla
e.

2.12.1 Dis
rétisation par la formule à 5 points (Runge 1908)

L'équation (2.29) est dis
rétisée par le s
héma 
entré d'ordre 2 en espa
e O(∆x2 +

∆y2) de la manière suivante :

Ti−1,j − 2 Ti,j + Ti+1,j

∆x2
+
Ti,j−1 − 2 Ti,j + Ti,j+1

∆y2
= 0 (2.30)

On posant : β = ∆x
∆y

nous pouvons 
al
uler les températures nodales par :

Ti,j =
Ti−1,j + Ti+1,j + β2 (Ti,j−1 + Ti,j+1)

2 (1 + β2)
(2.31)

L'étude de la 
onsistan
e de 
e s
héma s'e�e
tue de la même manière que pour

l'équation de di�usion. La 
onvergen
e sera réalisée quand la di�éren
e Eij entre la

solution 
al
ulée Tij et la solution exa
te T ij tend vers 0 quand ∆x et ∆y tendent vers

0 (
-à-d en rendant la maillage de plus en plus �n).

Pour simpli�er, on prend souvent ∆x = ∆y et don
 β = 1. L'équation (2.31) se

réduit à :

Ti,j =
Ti−1,j + Ti+1,j + Ti,j−1 + Ti,j+1

4
(2.32)

La représentation s
hématique de 
e s
héma est (Fig.2.10) :

−4

1

(a) (b)

1 11 1

1

PSfrag repla
ements

β2

β2

−2(1 + β2)

Fig. 2.10: Représentation s
hématique de la formulation à 5 points : (a)β = 1, (b)β 6= 1.

Exemple 1 :

Soit à déterminer les températures nodales dans la plaque 
arrée soumise aux 
ondi-

tions aux limites de Diri
hlet indiquées sur la �gure (Fig.2.11).

Prenons 4 divisions selon X , d'où un nombre de n÷uds : Nx = 5.

Prenons 4 divisions selon Y , d'où un nombre de n÷uds : Ny = 5.

Nombre d'équations du système à résoudre : N = (Nx − 2) × (Ny − 2) = 9.

Puisque ∆x = ∆y , alors β = 1 et on applique alors la formule (2.32) à 
haque n÷ud

interne du maillage, nous aurons le système de 9 équations à 9 in
onnues suivant :
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1

1

32

4

3

2

5

4 5

75

0

50

100

T2,4 T3,4 T4,4

T4,3T3,3T2,3

T2,2 T3,2 T4,2

y

x

Fig. 2.11: Equation de Lapla
e. Exemple 1.



























































































−4 T2,2 + T1,2 + T3,2 + T2,1 + T2,3 = 0

−4 T3,2 + T2,2 + T4,2 + T3,1 + T3,3 = 0

−4 T4,2 + T3,2 + T5,2 + T4,1 + T4,3 = 0

−4 T2,3 + T1,3 + T3,3 + T2,2 + T2,4 = 0

−4 T3,3 + T2,3 + T4,3 + T3,2 + T3,4 = 0

−4 T4,3 + T3,3 + T5,3 + T4,2 + T4,4 = 0

−4 T2,4 + T1,4 + T3,4 + T2,3 + T2,5 = 0

−4 T3,4 + T2,4 + T4,4 + T3,3 + T3,5 = 0

−4 T4,4 + T3,4 + T5,4 + T4,3 + T4,5 = 0

ave
 les (C.L) :































T2,1 = T3,1 = T4,1 = 0

T1,2 = T1,3 = T1,4 = 75

T5,2 = T5,3 = T5,4 = 50

T2,5 = T3,5 = T4,5 = 100

La forme matri
ielle A.T = B de 
e système s'é
rit de la manière suivante :





































−4 1 0 1 0 0 0 0 0

1 −4 1 0 1 0 0 0 0

0 1 −4 0 0 1 0 0 0

1 0 0 −4 1 0 1 0 0

0 1 0 1 −4 1 0 1 0

0 0 1 0 1 −4 0 0 1

0 0 0 1 0 0 −4 1 0

0 0 0 0 1 0 1 −4 1

0 0 0 0 0 1 0 1 −4





































.





































T2,2

T3,2

T4,2

T2,3

T3,3

T4,3

T2,4

T3,4

T4,4





































=





































−75

0

−50

−75

0

−50

−175

−100

−150





































La solution numérique est déterminée en utilisant le logi
iel de 
al
ul Maple :
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�2.12. Equation de Lapla
e.

T2,2 = 42.85, T3,2 = 33.26, T4,2 = 33.93, T2,3 = 63.17, T3,3 = 56.25,

T4,3 = 52.45, T2,4 = 78.57, T3,4 = 76.11, T4,4 = 69.64.

Exemple 2 :

E
rire la forme matri
ielle A.T = B du système à résoudre pour le problème de la

�gure (Fig.2.11) en utilisant le s
héma donné par la relation (2.31) et en supposant les

(C.L) in
onnues .

En suivant la même démar
he que pour l'exemple 1 et en posant γ = −2 (1 + β2),

nous aurons :





































γ 1 0 β2 0 0 0 0 0

1 γ 1 0 β2 0 0 0 0

0 1 γ 0 0 β2 0 0 0

β2 0 0 γ 1 0 β2 0 0

0 β2 0 1 γ 1 0 β2 0

0 0 β2 0 1 γ 0 0 β2

0 0 0 β2 0 0 γ 1 0

0 0 0 0 β2 0 1 γ 1

0 0 0 0 0 β2 0 1 γ





































.












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










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


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T4,3
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T4,4


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

























=





































−T1,2 − β2T2,1

−β2T3,1

−T5,2 − β2T4,1

−T1,3
0

−T5,3
−T1,4 − β2T2,5

−β2T3,5

−T5,4 − β2T4,5





































La matri
e A que nous avons obtenu est dite matri
e bande symétrique.

Exemple 3 :

E
rire la forme matri
ielle A.T = B pour le problème de la �gure (Fig.2.12) et en

utilisant le s
héma donné par la relation (2.31).

En suivant la même démar
he que pour l'exemple 1 et en posant γ = −2 (1 + β2),

nous aurons :
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γ 1 β2 0 0 0 0 0 0 0

1 γ 0 β2 0 0 0 0 0 0

β2 0 γ 1 β2 0 0 0 0 0

0 β2 1 γ 0 β2 0 0 0 0

0 0 β2 0 γ 1 β2 0 0 0

0 0 0 β2 1 γ 0 β2 0 0

0 0 0 0 β2 0 γ 1 β2 0

0 0 0 0 0 β2 1 γ 0 β2

0 0 0 0 0 0 β2 0 γ 1

0 0 0 0 0 0 0 β2 1 γ
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x
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T1,6

T1,5

T

T1,3

T1,2 T3,2T2,2

T2,3

T2,4

T2,5

T2,6

T2,7 T3,7 T4,7

T4,6T3,6
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T3,4 T4,4

T4,3

T4,2

T3,3

T1,1 T2,1 T3,1 T4,1

y

1,4

Fig. 2.12: Equation de Lapla
e. Exemple 3.

2.12.2 Conditions limites de Diri
hlet variables

Dans 
e 
as, l'un des 
otés de la plaque (ou bien tous) est soumis à une tempé-

rature variable (CLDV) régie par une fon
tion quel
onque (polynomiale, sinusoidale,

logarithmique, ...et
).

Exemple 4 :

Reprenons le même exemple 1 de la �gure (Fig.2.11) mais en supposant que la

température du 
oté supérieur n'est pas 
onstante et qu'elle est donnée par la relation

T (x) = 2.104 x2. Les dimensions de la plaque étant de (12×12) cm2
, 
e qui nous donne

un pas axial ∆x = 3 cm. Dans 
e 
as les nouvelles (C.L) seront :

(C.L) :































T2,1 = T3,1 = T4,1 = 0

T1,2 = T1,3 = T1,4 = 75

T5,2 = T5,3 = T5,4 = 50

T2,5 = 18, T3,5 = 72, T4,5 = 162

ave
 la (CLDV) 
al
ulée 
omme suit :
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e.

Ti,5 = T (xi) = 2.104 x2i où xi = (i− 1)∆x ave
 (i = 2, 3, 4)


e qui nous donne :



















T2,5 = 2.104∆x2 = 2.104 (3.10−2)
2

= 18

T3,5 = 2.104 (2∆x2)
2
= 2.104 (6.10−2)

2
= 72

T4,5 = 2.104 (3∆x2)
2
= 2.104 (9.10−2)

2
= 162

et la nouvelle forme matri
ielle de 
e problème s'é
rira :
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−4 1 0 1 0 0 0 0 0

1 −4 1 0 1 0 0 0 0

0 1 −4 0 0 1 0 0 0

1 0 0 −4 1 0 1 0 0

0 1 0 1 −4 1 0 1 0

0 0 1 0 1 −4 0 0 1

0 0 0 1 0 0 −4 1 0

0 0 0 0 1 0 1 −4 1

0 0 0 0 0 1 0 1 −4





































.





































T2,2

T3,2

T4,2

T2,3

T3,3

T4,3

T2,4

T3,4

T4,4





































=





































−75

0

−50

−75

0

−50

−93

−72

−212





































2.12.3 Méthodes de résolution

Les méthodes utilisées pour la résolution de 
e genre de systèmes sont les méthodes

dire
tes et indire
tes (ou itératives).

� Méthodes dire
tes : Elimination de Gauss, Algorithme de Thomas, Cholesky,

...et
. Ces méthodes 
onsomment beau
oup de temps, les erreurs d'arrondi aug-

mentent ave
 la taille du système et deviennent 
atastrophiques !. Elles sou�rent

beau
oup du problème de sto
kage des éléments nuls qui o

upent inutilement

la mémoire, elle 
onviennent don
 pour les systèmes de faible taille.

� Méthodes itératives : Ja
obi, Gauss-Siedel, SOR, ADI, ...et
. Dans 
es mé-

thodes, les erreurs d'arrondi sont 
orrigées à 
haque itération et elles utilisent

uniquement les éléments non nuls don
 pas de problème de mémoire et de 
e fait


onviennent bien aux systèmes larges. Les méthodes re
ommandées sont dans

l'ordre : SOR et ADI en premier, Gauss-Siedel en se
ond et en�n Ja
obi qui


onverge plus lentement.

Remarques :

� La méthode d'élimination de Gauss né
essite un nombre de multipli
ation égal

à : Nm = 1
3
N3 + N2 − 1

3
N soit 321 multipli
ations pour notre exemple où

N = 9. Si 
e 
hi�re est doublé (N = 18) alors Nm = 2262.

� Pour un maillage de (5×7) n÷uds, 
-à-d 15 in
onnues, la matri
e 
orrespondante
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ontient 225 éléments dont seulement 59 di�érents de zéro, soit 26%.

� Pour un maillage de (9× 13) n÷uds, 
-à-d 77 in
onnues, la matri
e 
orrespon-

dante 
ontient 5929 éléments dont seulement 169 di�érents de zéro, soit 2.8%.

2.12.4 Equation de Poisson

L'équation de Poisson est l'équation non homogène de l'équation de Lapla
e. On

la ren
ontre dans les problèmes de di�usion de la masse, de di�usion de la 
haleur

(
ondu
tion), d'é
oulement de �uides in
ompressibles, ...et
.

Considérons par exemple notre plaque re
tangulaire de 
ondu
tivité thermique k

ave
 une sour
e de 
haleur

.

Q (résistan
e par exemple) au milieu. L'EDP représentant


e problème est :

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= −Q̇

k
(2.33)

En dis
rétisant 
ette équation par un s
héma à 5 points, on aura :

2 (1 + β2) Ti,j = Ti−1,j + Ti+1,j + β2 (Ti,j−1 + Ti,j+1) + ∆x2 (
Q̇i,j

k
) (2.34)

Si β = 1 
-à-d ∆x = ∆y alors (2.34) devient :

Ti,j =
Ti−1,j + Ti+1,j + Ti,j−1 + Ti,j+1 +∆x2 (

˙Qi,j

k
)

4
(2.35)

L'équation de Poisson peut se résoudre de la même manière que l'équation de La-

pla
e et tout 
e que nous avons dit pour 
ette dernière est appli
able à l'équation de

Poisson.

Exemple :

Soit une plaque re
tangulaire (k = 0.4 J/cm.s.°C) de 1.5 cm de hauteur de 1 cm

de largeur et de faible épaisseur de telle sorte que l'on puisse négliger le transfert de


haleur dans 
ette dire
tion. La plaque est soumise à une température nulle sur tous


es 
otés et 
hau�ée en son milieu par une résistan
e développant un �ux de 
haleur

de 400 J/cm3.s. En utilisant le logi
iel Maple et en é
rivant un programme ave
 un

maillage de 20 × 30, nous obtenons la répartition des isothermes à l'intérieur de la

plaque (Fig.2.13).
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Fig. 2.13: Résolution de l'équation de Poisson. Répartition des isothermes.

2.12.5 Méthode d'ordre élevé

Parmi les méthodes d'ordre élévés, on distingue prin
ipalement la formulation à 9

points (Annexe ??) pré
ise au se
ond ordre (O(∆x2 +∆y2)) :

Ti−1,j−1 + Ti+1,j−1 + Ti−1,j+1 + Ti+1,j+1 +
2 (5− β2)

1 + β2
(Ti−1,j + Ti+1,j) + . . .

. . .
2 (5β2 − 1)

1 + β2
(Ti,j−1 + Ti,j+1)− 20 Ti,j = 0 (2.36)

Si β = 1 
-à-d ∆x = ∆y alors (2.36) devient pré
ise au quatrième ordre (O(∆x4))

et sa représentation s
hématique est donné par la �gure (Fig.2.14).

−20 Ti,j+4 (Ti−1,j+Ti+1,j+Ti,j−1+Ti,j+1)+Ti−1,j−1+Ti+1,j−1+Ti−1,j+1+Ti+1,j+1 = 0

(2.37)

−20

1 1

1

4

4

4

4 1

Fig. 2.14: Représentation s
hématique de la formulation à 9 points (β = 1).

Exemple 1 :

Soit à déterminer la forme matri
ielle du problème de la �gure (Fig.2.15).
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i=1
x

20

2 3 4

4

2

3

60

100

j=1

0

T2,3 T3,3

T3,2T2,2

y

Fig. 2.15: Formulation à 9 points. Exemple 1.

Nombre de n÷uds selon X : Nx = 4.

Nombre de n÷uds selon Y : Ny = 4.

Nombre d'équations du système à résoudre : N = (Nx − 2) × (Ny − 2) = 4.

En appliquant la formule (2.37) à 
haque n÷ud interne du maillage, nous aurons le

système d'équations suivant :































−20 T2,2 + T1,1 + T3,1 + T1,3 + T3,3 + 4 (T1,2 + T3,2 + T2,1 + T2,3) = 0

−20 T3,2 + T2,1 + T4,1 + T2,3 + T4,3 + 4 (T2,2 + T4,2 + T3,1 + T3,3) = 0

−20 T2,3 + T1,2 + T3,2 + T1,4 + T3,4 + 4 (T1,3 + T3,3 + T2,2 + T2,4) = 0

−20 T3,3 + T2,2 + T4,2 + T2,4 + T4,4 + 4 (T2,3 + T4,3 + T3,2 + T3,4) = 0

ave
 les (C.L) :































T2,1 = T3,1 = 0

T1,2 = T1,3 = 60

T4,2 = T4,3 = 20

T2,4 = T3,4 = 100

et aux 
oins :































T1,1 = 0.5 (0 + 60) = 30

T4,1 = 0.5 (0 + 20) = 10

T1,4 = 0.5 (60 + 100) = 80

T4,4 = 0.5 (100 + 20) = 60

La forme matri
ielle A.T = B de 
e système s'é
rit de la manière suivante :













−20 4 4 1

4 −20 1 4

4 1 −20 4

1 4 4 −20













.













T2,2

T3,2

T2,3

T3,3













=













−330

−110

−880

−660













La solution numérique est déterminée en utilisant le logi
iel de 
al
ul Maple :

T2,2 = 37.14, T3,2 = 26.66, T2,3 = 63.33, T3,3 = 52.86.
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Exemple 2 :

Déterminer la forme matri
ielle du problème de la �gure (2.11) et 
omparer les

résultats entre les deux s
hémas.

Exer
i
e :

1. Pour le problème de l'exemple 1, 
omparer les résultats obtenus ave
 les s
hémas

à 5 points et à 9 points ave
 la solution exa
te. Dresser un tableau ave
 les

pour
entages relatifs à 
haque solution.

2. Comparer les pré
isions des s
hémas à 9 points pour β = 1 et pour β 6=1.

2.13 Equation d'onde

L'équation d'onde est ren
ontrée dans les problèmes d'ingénierie sous deux formes :

� Dans les domaines de vibrations et de 
hamp a
oustique :

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 (2.38)

u : amplitude de l'onde ; c : vitesse de propagation de l'onde.

� Dans les domaines de mé
anique des �uides et de transferts thermiques :

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
= 0 (2.39)

u : vitesse de 
onve
tion.

2.13.1 Résolution de l'équation d'onde

La résolution de l'équation (2.38) peut se faire en la transformant en un système

d'équations 
ouplées de type (2.39) :



















∂f

∂t
+ c ∂g

∂x
= 0

∂g

∂t
+ c ∂f

∂x
= 0

(2.40)

Soit le problème mathématique ave
 ses (C.L) dé�ni par :

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
0 ≤ x ≤ π , t ≥ 0 (2.41)
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





u(0, t) = 0 , u(x, 0) = f(x)

u(π, t) = 0 , ∂u
∂t
(x, o) = g(x)

2.13.1.1 Dis
rétisation

L'équation (2.41) est dis
rétisée par exemple par un s
héma 
entré d'ordre 2 en

temps et en espa
e de la manière suivante :

un−1
i − 2 uni + un+1

i

∆t2
= c2

uni−1 − 2 uni + uni+1

∆x2

en posant : λ = c2
(

∆t
∆x

)2
= Cte

, nous aurons l'équation dis
rétisée suivante :

un+1
i = 2 (1− λ) uni + λ

(

uni−1 + uni+1

)

− un−1
i (2.42)

C'est un s
héma à trois étapes temporelles (n − 1, n, n + 1), nous devons don



al
uler u−1
i a�n d'initialiser la pro
édure de 
al
ul. Pour 
elà, utilisons la (C.I) de

Neumann et exprimons là par un s
héma aux di�éren
es 
entré du 2nd ordre :

∂u

∂t
(x, o) =

u1i − u−1
i

2∆t
= g(xi) =⇒ u−1

i = u1i − 2∆t g(xi)

E
rivons maintenant l'équation (2.42) au pas de temps 0 :

u1i = 2 (1− λ) u0i + λ
(

u0i−1 + u0i+1

)

− u−1
i

En utilisant la (C.I) u0i = f(xi) et en remplaçant u−1
i par sa valeur, nous aurons :

u1i = (1− λ) f(xi) +
λ

2
[f(xi−1) + f(xi+1)] + ∆t g(xi) (2.43)

Maintenant, nous pouvons 
al
uler toutes les valeurs de l'équation (2.42) en utilisant

les (C.L) suivantes : un1 = 0 et unimax = 0.

2.13.1.2 Stabilité

Pour étudier la stabilité, utilisons l'analyse de Von-Neumann :

On suppose que la solution est de la forme : u(x, t) = ψ(t) ej β x , on a alors :

uni = ψ(t) ej β x un+1
i = ψ(t +∆t) ej β x un−1

i = ψ(t−∆t) ej β x

uni−1 = ψ(t) ej β (x−∆x) uni+1 = ψ(t) ej β (x+∆x)

Le fa
teur d'ampli�
ation ξ est donné par :

ξ =
ψ(t +∆t)

ψ(t)
=

ψ(t)

ψ(t−∆t)
(2.44)
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En remplaçant 
es termes dans l'équation (2.42) et en simpli�ant par ej β x, nous

aurons :

ψ(t+∆t) = 2 (1− λ) ψ(t) + λ
(

e−j β∆x + ej β∆x
)

ψ(t)− ψ(t−∆t)

ξ = 2 (1− λ) + 2λ cos(β∆x)− 1
ξ
⇐⇒ ξ2 − 2 [1− λ (1− cos(β∆x))] ξ + 1 = 0

ξ2 − 2
[

1− 2 λ sin2(β∆x
2

)
]

ξ + 1 = 0

On posant : k = 1− 2 λ sin2(β∆x
2

) nous aurons l'équation :

ξ2 − 2 k ξ + 1 = 0 dont les solutions sont : ξ1,2 = k ±
√
k2 − 1

Ce fa
teur d'ampli�
ation devant satisfaire la 
ondition : |ξ| ≤ 1, nous aurons alors

la 
onditions de stabilité suivante : λ ≤ 1.

2.13.2 Méthodes de résolution

Comme les matri
es trouvées pour 
e genre de problèmes sont souvent 
reuses, alors

les méthodes de résolution utilisée sont dans l'ordre dé
roissant :

S.O.R.(meilleur), Gauss-siedel (préférée), Ja
obi (plus simple) et en�n 
elle d'éli-

mination de Gauss.
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2.14 Exer
i
es

3-01 : Parmi les s
hémas 
i-dessous, dire lequel est expli
ite ou impli
ite :

1. T n+1
i − T ni + λ (T ni − T ni−1) = 0.

2. T n+1
i − T ni + λ (T ni+1 − T n+1

i−1 ) = 0.

3. Ti+1,j + Ti−1,j + Ti,j+1 + Ti,j−1 − 4 Ti,j = 0.

4. T n+1
i − 2 (1− λ) T ni − λ (T ni+1 − T ni−1) + T n−1

i = 0.

5. un+1
i − 2 uni + un+1

i−1 = 0.

6. 2 ui,j + ui+1,j − ui−1,j = 0.

7. T n+1
i − T n−1

i + λ (T ni+1 − T ni−1) = 0.

3-02 : Dans l'équation de la 
haleur, dis
rétiser :

1. Le terme temporel par une approximation dé
entrée avant d'ordre 2.

2. Le terme temporel par une approximation dé
entrée arrière d'ordre 1.

3. Le terme temporel par une approximation 
entrée d'ordre 2.

4. Le terme spatial par une approximation dé
entrée arrière d'ordre 2.

3-03 : La dis
rétisation de l'équation d'onde donne :

un+1

i
−2un

i
+un−1

i

∆t2
= c2

uni−1
−2uni +u

n
i+1

∆x2

1. Ce s
héma est-il expli
ite ou impli
ite ? Justi�er.

2. Déterminer le fa
teur d'ampli�
ation de 
e s
héma (λ = c2 ∆t2

∆x2
).

3-04 : Dis
rétiser l'équation de la 
haleur par :

1. Une approximation 
entrée d'ordre 2 en temps et en espa
e.

2. Une approximation dé
entrée avant d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espa
e.

3. Une approximation dé
entrée arrière d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espa
e.

4. Une approximation 
entrée d'ordre 2 en temps et dé
entrée avant d'ordre 1 en

espa
e.
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3-05 : Soit le s
héma de dis
rétisation de l'équation de la 
haleur :

T n+1
i = T ni + ∆t

∆x2

[

1
3

(

T n+1
i−1 − 2 T n+1

i + T n+1
i+1

)

+ 2
3

(

T ni−1 − 2 T ni + T ni+1

)]

1. Ce s
héma est-il expli
ite ou impli
ite ? Justi�er.

2. Déterminer le fa
teur d'ampli�
ation de 
e s
héma (λ = ∆t
∆x2

).

3-06 : Considérons l'équation de Lapla
e en deux dimensions.

En dis
rétisant le terme en x par une approximation dé
entrée arrière d'ordre 1,

le terme en y par une approximation dé
entrée avant d'ordre 2 et en posant β = ∆x
∆y

,

donner le s
héma de dis
rétisation (équation) et dessiner les 
ellules 
orrespondantes

pour β quel
onque et pour β = 2.

3-07 : Considérons l'équation de la 
haleur unidimensionnelle.

1. Classer 
ette EDP en justi�ant votre réponse.

2. Cette équation est dis
rétisée par le s
héma de Crank-Ni
holson. E
rire l'équa-

tion dis
rétisée et dire si 
e s
héma est expli
ite ou impli
ite.

3. Déterminer son fa
teur d'ampli�
ation (on posera λ = ∆t
∆x2

).

3-08 : Considérons l'équation de Lapla
e appliquée à une plaque re
tangulaire.

1. En posant β = ∆x
∆y

, retrouver le s
héma à 5 points.

2. Cette plaque est soumise à 100◦C en bas, 20◦C à gau
he, 40◦C à droite et 10◦C

en haut. Elle est dis
rétisée par 4 divisions selon X et 5 selon Y .

3. Dessiner les 
ellules 
orrespondantes à 
e s
héma pour β = 2.

4. E
rire les équations né
essaires à la résolution de 
e problème.

5. Déterminer la forme matri
ielle du problème A.T = B.

3-09 : La dis
rétisation l'équation de la 
haleur par la méthode de Ri
hardson

donne :

Tn+1

i
−Tn−1

i

2∆t
=

Tn
i−1

−2Tn
i +Tn

i+1

∆x2

1. Ce s
héma est-il impli
ite ou expli
ite ? Justi�er.

2. Déterminer le fa
teur d'ampli�
ation de 
e s
héma (λ = ∆t
∆x2

).
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3. Etudier sa stabilité.

Pour rendre 
e s
héma stable, on utilise le s
héma de Dufort-Frankel :

Tn+1

i
−Tn−1

i

2∆t
=

Tn
i−1

−(Tn+1

i
−Tn−1

i
)+Tn

i+1

∆x2

1. Ce s
héma est-il impli
ite ou expli
ite ?

2. Déterminer son fa
teur d'ampli�
ation.

3-10 : Dis
rétiser l'équation d'onde par :

1. Une approximation 
entrée d'ordre 2 en temps et en espa
e.

2. Une approximation dé
entrée arrière d'ordre 1 en temps et dé
entrée avant d'ordre

2 en espa
e.

3-11 : Considérons l'équation de Lapla
e en deux dimensions.

En dis
rétisant le terme en x par une approximation dé
entrée arrière d'ordre 2,

le terme en y par une approximation 
entrée et en posant β = ∆x2

∆y2
, donner le s
héma

de dis
rétisation (équation) et dessiner les 
ellules 
orrespondantes pour β = 1 et pour

β = 2.

3-12 : Soit le s
héma de dis
rétisation suivant :

Tn+1

i
−Tn

i

∆t
= 2

Tn
i−1

−2Tn
i +Tn

i+1

∆x2

1. Ce s
héma est-il expli
ite ou impli
ite ? Justi�er.

2. Etudier sa stabilité (on posera : λ = ∆t
∆x2

).

3-13 : Considérons l'équation de Lapla
e en deux dimensions.

Soit une plaque re
tangulaire dis
rétisée par 3 divisions selon X et 4 selon Y . En

appliquant le s
héma à 5 points et en posant β = ∆x2

∆y2
, déterminer la forme matri
ielle

du problème A.T = B (les 
onditions de Diri
hlet étant 
onnues).

3-14 : Soient les deux EDP suivantes :

∂2u
∂t2

− ∂2u
∂x2

= 0 et

∂u
∂t

− ∂2u
∂x2

= 0
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1. Dis
rétiser l'équation de la 
haleur par une approximation dé
entrée arrière

d'ordre 1 en temps et d'ordre 2 en espa
e.

2. Dis
rétiser l'équation d'onde par une approximation 
entrée en temps et dé
en-

trée avant d'ordre 2 en espa
e.

3-15 : Soit l'EDP 
i-dessous :

∂2T
∂x2

+ ∂T
∂x

+ ∂T
∂y

+ ∂2T
∂y2

= 0

En dis
rétisant tous les termes par des approximations 
entrées et en posant β = ∆x
∆y

,

donner le s
héma de dis
rétisation (équation) et dessiner les 
ellules 
orrespondantes

pour β et ∆x quel
onques ainsi que pour β = 1 et ∆x = 1.

Cette équation est appliquée à une plaque re
tangulaire soumise à 100◦C en bas,

20◦C à gau
he, 40◦C à droite et 10◦C en haut. Cette plaque est dis
rétisée par 5

divisions selon X et 3 selon Y .

� E
rire les équations né
essaires à la résolution de 
e problème (β = 1 et ∆x = 1).

� Déterminer la forme matri
ielle du problème A.T = B.

3-16 : Soit l'équation de la 
haleur dis
rétisée par les trois approximations suivantes :

1.

Tn+1

i
−Tn−1

i

2∆t
− Tn

i−1
−2Tn

i
+Tn

i+1

∆x2
= 0.

2.

Tn
i −Tn−1

i

∆t
− Tn

i
−2Tn

i+1
+Tn

i+2

∆x2
= 0.

3.

3Tn
i −4Tn−1

i
+Tn−2

i

2∆t
+

Tn
i−3

−4Tn
i−2

+5Tn
i−1

−2Tn
i

∆x2
= 0.

Donner, pour 
haque équation, le type d'approximation 
hoisie pour 
haque terme.

3-17 : La dis
rétisation de l'équation de 
onve
tion

∂u
∂t

+ c ∂u
∂x

= 0

par le s
héma de Leapfrog donne :

un+1

i
−un−1

i

2∆t
+ c

uni+1
−uni−1

2∆x
= 0

1. Ce s
héma est-il expli
ite ou impli
ite ? Justi�er.

2. Quelle est sa pré
ision ? Justi�er.

3. Déterminer son fa
teur d'ampli�
ation.
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3-18 : Dis
rétiser l'équation de la 
haleur 2D par un s
héma expli
ite 
entré d'ordre 2

en temps et en espa
e, ensuite par un s
héma impli
ite dé
entré arrière d'ordre 1 en

temps et dé
entré avant d'ordre 1 en espa
e.

3-19 : Soit l'équation de la 
haleur 1D dé�nie par :

∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

= 0 0 ≤ x ≤ L , t > 0

T (0, t) = α , ∂T
∂x
(L, t) = β , T (x, 0) = γ

En 
onsidérant le s
héma expli
ite d'Euler et en dis
rétisant la (C.L) par une ap-

proximation dé
entrée arrière d'ordre 1, déterminer la forme matri
ielle de 
e problème.

3-20 : Déterminer la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à une

plaque (Nx = Ny = 4) en utilisant le s
héma à 5 points et en dis
rétisant la (C.L) de

Neumann par une approximation 
entrée. On donne :

Tg = 10°C, Td = 30°C, Tb = 10°C, ∂T
∂y

∣

∣

∣

h
= 0.

3-21 : Déterminer la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à une

plaque (Nx = Ny = 4) en utilisant le s
héma à 9 points et en dis
rétisant les (C.L) de

Neumann par des approximations dé
entrées d'ordre 1. On donne :

Tb = 100°C, Th = 40°C, ∂T
∂x

∣

∣

g
= 0, ∂T

∂x

∣

∣

d
= 0.

3-22 : Dis
rétiser l'équation de la 
haleur 2D par un s
héma impli
ite 
entré d'ordre

2 en temps et en espa
e, ensuite par un s
héma expli
ite dé
entré avant d'ordre 1 en

temps et dé
entré arrière d'ordre 1 en espa
e.

3-23 : Soit l'équation de la 
haleur 1D dé�nie par :

∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

= 0 0 ≤ x ≤ L , t > 0

∂T
∂x
(0, t) = α , T (L, t) = β , T (x, 0) = γ

En 
onsidérant le s
héma expli
ite d'Euler et en dis
rétisant la (C.L) par une ap-

proximation dé
entrée avant d'ordre 1, déterminer la forme matri
ielle de 
e problème.

3-24 : Déterminer la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à une

plaque (Nx = Ny = 4) en utilisant le s
héma à 9 points et en dis
rétisant les (C.L) de

Neumann par des approximations 
entrées. On donne :

Tb = 100°C, Th = 40°C, ∂T
∂x

∣

∣

g
= 0, ∂T

∂x

∣

∣

d
= 0.

3-25 : Soit l'équation de la 
haleur 1D dé�nie par :

- 42 -



�2.14. Exer
i
es

.

∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

= 0 0 ≤ x ≤ L , t > 0

∂T
∂x
(0, t) = α , T (L, t) = β , T (x, 0) = γ

En 
onsidérant le s
héma expli
ite d'Euler et en dis
rétisant la (C.L) par une ap-

proximation dé
entrée avant d'ordre 2, déterminer la forme matri
ielle de 
e problème.

3-26 : Obtenir la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à la plaque

s
hématisée en dessous en utilisant le s
héma à 9 points et en dis
rétisant la (C.L) de

Neumann par :

1. une approximations dé
entrée d'ordre 1.

2. une approximations dé
entrée d'ordre 2.

3. une approximations 
entrée.

On donne :

T1 = 40°C, T2 = 20°C, T3 = 100°C, α = ∂T
∂x

∣

∣

g
= 10°C/cm, ∆x = 0.2 cm.

2 3 4

4

2

3

1

1

5

5

T1

T2

3T

α

Fig. 2.16: Exo-3-26.

3-27 : Déterminer la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à une

plaque (Nx = Ny = 4) en utilisant le s
héma à 5 points et en dis
rétisant les (C.L) de

Neumann par des approximations 
entrées. On donne :

Tb = 100°C, Th = 40°C, ∂T
∂x

∣

∣

g
= 10, ∂T

∂x

∣

∣

d
= 20, ∆x = 2.

3-28 : Soit l'équation de la 
haleur 1D dé�nie par :

∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

= 0 0 ≤ x ≤ L , t > 0
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∂T
∂x
(0, t) = α , ∂T

∂x
(L, t) = β , T (x, 0) = γ

En 
onsidérant le s
héma expli
ite d'Euler et en dis
rétisant les (C.L) par des ap-

proximations dé
entrées d'ordre 1, déterminer la forme matri
ielle de 
e problème.

3-29 : Déterminer la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à une

plaque (Nx = Ny = 4) en utilisant le s
héma à 9 points et en dis
rétisant les (C.L) de

Neumann par des approximations 
entrées. On donne :

Tb = 100°C, Th = 40°C, ∂T
∂x

∣

∣

g
= 10, ∂T

∂x

∣

∣

d
= 20, ∆x = 1.

3-30 : Soit l'équation de la 
haleur 1D dé�nie par :

∂T
∂t

− ∂2T
∂x2

= 0 0 ≤ x ≤ L , t > 0

∂T
∂x
(0, t) = α , ∂T

∂x
(L, t) = β , T (x, 0) = γ

En 
onsidérant su

essivement les s
hémas impli
ite et expli
ite d'Euler et en dis-


rétisant les (C.L) par des approximations dé
entrées d'ordre 2, déterminer les formes

matri
ielles de 
es problèmes.

3-31 : Obtenir la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à la plaque

s
hématisée en dessous en utilisant le s
héma à 5 points et en dis
rétisant la (C.L) de

Neumann par une approximations 
entrée. On donne :

T1 = 40°C, T2 = 20°C, T3 = 100°C, α = ∂T
∂x

∣

∣

g
= 0.

2 3 4

4

2

3

1

1

5

5

T1

T2

3T

α

Fig. 2.17: Exo-3-31.
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3-32 : Soit une barre, de longueur L et de très faible se
tion, soumise aux 
onditions

α et β respe
tivement à ses extrémités gau
he et droite. Ce phénomène est régit par

l'équation suivante :

∂T
∂t

− 3 ∂2T
∂x2

= 0

1. Classer 
ette EDP en justi�ant votre réponse.

2. Dis
rétiser le terme temporel par une approximation dé
entrée avant d'ordre 1

et le terme spatial par une approximation 
entrée au temps n.

3. En posant λ = ∆t
∆x2

, é
rire l'équation dis
rétisée et justi�er si le s
héma obtenu

est expli
ite ou impli
ite.

4. Etudier la stabilité de 
e s
héma en utilisant le 
ritère de Von-Neumann.

5. En supposant que α et β sont des 
onditions de Diri
hlet, déterminer la forme

matri
ielle du problème (pré
iser les bornes pour i et n).

6. En suppose maintenant que α est une 
ondition de Neumann (α = ∂T
∂x

∣

∣

x=0
). En

dis
rétisant 
ette 
ondition par une approximation dé
entrée avant d'ordre 1,

déterminer la nouvelle forme matri
ielle du problème (pré
iser les bornes pour

i et n).

3-33 : Soit l'EDP suivante :

∂2T
∂x2

+ 2 ∂T
∂x

+ 2 ∂T
∂y

+ ∂2T
∂y2

= 0

1. Classer 
ette EDP en justi�ant votre réponse.

2. Dis
rétiser tous les termes par des approximations 
entrées.

3. En posant β = ∆x
∆y

, é
rire l'équation dis
rétisée.

4. Dessiner les 
ellules 
orrespondantes pour β et ∆x quel
onques ainsi que pour

β = 2 et ∆x = 1/2.

5. Cette équation est appliquée à une plaque re
tangulaire soumise à 100◦C en bas,

20◦C à gau
he, 40◦C à droite et 10◦C en haut. En dis
rétisant 
ette plaque par

4 divisions selon X et 3 selon Y :

(a) E
rire les équations né
essaires à la résolution de 
e problème (β = 2 et

∆x = 1/2).

(b) Déterminer la forme matri
ielle du problème A.T = B.

6. En suppose maintenant une 
ondition de Neumann (α = ∂T
∂x

∣

∣

g
= 10). En dis-


rétisant 
ette 
ondition par une approximation 
entrée, déterminer la nouvelle

forme matri
ielle du problème.
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3-34 : Obtenir la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à la plaque

s
hématisée en dessous en utilisant le s
héma à 5 points et en dis
rétisant les (C.L) de

Neumann par une approximations dé
entrées d'ordre 1. On donne :

T1 = 100°C, T2 = 20°C, T3 = 10°C, T4 = 40°C,

α = ∂T
∂x

∣

∣

d
= 2 y+10 °C/cm, β = ∂T

∂y

∣

∣

∣

h
= 3 x+10 °C/cm, ∆x = 2 cm, ∆y = 2 cm.

2 3 4

4

2

3

1

1

5

5 6

6

T

α

β

1

3

T4

T2

T

Fig. 2.18: Exo-3-34.

3-35 : Même exer
i
e que 3-34 mais ave
 le s
héma à 9 points au lieu du s
héma à 5

points.

3-36 : En appliquant le s
héma de dis
rétisation à 5 points à l'équation de Lapla
e pour

la plaque s
hématisée 
i-dessous, déterminer la matri
e A et le ve
teur B du système

obtenu : A . T = B.
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2 3 4
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60

100

Fig. 2.19: Exo-3-36.

3-37 : En appliquant le s
héma de dis
rétisation à 5 points à l'équation de Lapla
e pour

la plaque s
hématisée 
i-dessous, déterminer la matri
e A et le ve
teur B du système

obtenu : A . T = B.

2 3 4
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1

5

5 6 7

60

40

60

20

Fig. 2.20: Exo-3-37.

3-38 : Obtenir la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à la plaque

s
hématisée en dessous en utilisant le s
héma à 5 points et en dis
rétisant les (C.L) de

Neumann par une approximations dé
entrées d'ordre 1. On donne :

T1 = 10°C, T2 = 50°C, T3 = 30°C, T4 = 100°C,

α = ∂T
∂x

∣

∣

d
= 5°C/cm, β = ∂T

∂y

∣

∣

∣

h
= 20°C/cm, ∆x = 2 cm, ∆y = 1 cm.
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2 3 4
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3

T

Fig. 2.21: Exo-3-38.

3-39 : Obtenir la forme matri
ielle pour l'équation de Lapla
e appliquée à la plaque


i-dessous en utilisant le s
héma à 9 ave
 β = 1. On donne :

T1 = 10°C, T2 = 100°C, T3 = 2.104 x2, T4 = 20°C, T5 = 10°C, T6 = 104 y2,

∆x = 2 cm.
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1
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T
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T

T

T

2

3

4

5

6

Fig. 2.22: Exo-3-39.

3-40 : Même problème que 3-39 ave
 les données suivantes :

T1 = 5.105 x2, T2 = 3.105 y2, T3 = 60°C, T4 = 30°C, T5 = 10°C, T6 = 100°C,

∆x = 3 cm.

3-41 : Quelle est la nature de l'EDP suivante :

∂2T
∂x2

− ∂T
∂y

= 0.
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Cette EDP est dis
rétisée par les trois s
hémas suivants :

1.

2Ti,j−5Ti+1,j+4Ti+2,j−Ti+3,j

∆x2
− 4Ti,j+1−3Ti,j−Ti,j+2

2∆y
= 0.

2.

Ti,j−2Ti−1,j+Ti−2,j

∆x2
+

Ti,j−Ti,j+1

∆y
= 0.

3.

2Ti,j−Ti+1,j−Ti−1,j

∆x2
− Ti,j−1−Ti,j

∆y
= 0.

Donner, pour 
haque équation, le type d'approximation 
hoisie pour 
haque terme.

3-42 : Soit le s
héma de dis
rétisation suivant :

Tn+1

i
−Tn

i

∆t
= (1− θ)

[

Tn
i−1

−2Tn
i
+Tn

i+1

∆x2

]

+ θ
[

Tn+1

i−1
−2Tn+1

i
+Tn+1

i+1

∆x2

]

où θ est une 
onstante 
omprise entre 0 et 1.

1. Déterminer son fa
teur d'ampli�
ation (prendre : λ = ∆t
∆x2

).

2. Etudier sa stabilité pour les 
as où θ = 0, θ = 1/2 et θ = 1.

3-43 : Soit le s
héma de dis
rétisation de l'équation de la 
haleur :

T n+1
i = T ni + λ

3

(

T n+1
i−1 − 2 T n+1

i + T n+1
i+1

)

+ λ
3

(

T ni−1 − 2 T ni + T ni+1

)

1. Déterminer son fa
teur d'ampli�
ation en appliquant l'analyse de Von-Neumann.

2. Etudier sa stabilité sa
hant que λ > 0.

3-44 : En utilisant le s
héma à 9 points, déterminer la forme matri
ielle A . T = B pour

l'équation de Lapla
e appliquée à une plaque re
tangulaire de (24 × 18) cm2
dis
rétisée

par 4 divisions selon x et 3 selon y. Les deux 
onditions de Neumann seront dis
rétisée

par des approximations dé
entrées d'ordre 1.

On donne : Les températures en °C et les gradients en °C/
m.

Tb = 200 x+ 10, Tg = 300 y + 20, Th =
∂T
∂y

∣

∣

∣
= 5, Td =

∂T
∂x

∣

∣ = 10.

3-45 :
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