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Chapitre 1

Dynamique des éoulements visqueux

1.1 Propriétés du �uide réel

Le �uide réel se aratérise, en opposition au �uide parfait, par deux propriétés

importantes :

* La visosité qui est une aratéristique physique du �uide se manifestant par une

résistane de elui-i aux déformations et plus partiulièrement aux vitesses de défor-

mation. Elle est due à la ombinaison des e�orts de ohésion et d'agitation moléulaire

s'opposant au déplaement relatif des ouhes liquides les unes par rapport aux autres.

La visosité dépend de la nature du �uide et varie onsidérablement d'un �uide à un

autre. Pour un même �uide, elle dépend de la pression et de la température ; pour les

liquides inompressibles, elle est pratiquement invariante ave la pression.

L'expériene de Couette (�??) est souvent utilisée pour mettre en évidene l'existene

de la visosité.

* L'adhérene du �uide aux parois solides : Contrairement au �uide parfait pour

lequel la vitesse d'éoulement possède une valeur non nulle à la paroi (glissement), le

�uide réel adhère parfaitement à elle-i et sa vitesse est nulle à et endroit. Dans ette

zone de fort gradient désignée par ouhe limite, les e�ets de frottement interne sont

importants. Nous verrons que l'épaisseur de ette ouhe limite dépend à la fois de

la visosité du �uide et du régime d'éoulement. A l'extérieur de la ouhe limite, la

inématique du �uide est pratiquement identique à elle dérite en �uide parfait.

Ainsi, dans ertains modèles d'éoulements, les onditions de glissement ne s'érivent

pas à la parois elle même, mais à la frontière de la ouhe limite.

1.2 Desription du frottement visqueux

Examinons dans le plan (x, y) la déformation du parallélépipède retangle élémen-

taire représentant une partiule �uide en mouvement (Fig.1.1). Les gradients de vitesse

1



Ch1 : DYNAMIQUE DES ÉCOULEMENTS VISQUEUX.

seront supposés positifs.
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Fig. 1.1: Déformation d'une partiule de �uide en mouvement.

A l'instant t = t0, la fae onsidérée est supposée retangulaire de otés d x et d y.

A l'instant t = t0 + d t, le point a s'est déplaé jusqu'au point A de omposantes :

A

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u dt

v dt

u et v étant les omposantes du veteur vitesse au point a.

Pendant le même instant, le point b s'est déplaé en B. Le théorème des aroissements

�nis au premier ordre indique pour le point b une vitesse ayant pour omposantes :

B

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u+ ∂ u
∂ x
dx

v + ∂ v
∂ x
dx

d'où les oordonnées du point B :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx+
(

u+ ∂ u
∂ x
dx

)

dt

(

v + ∂ v
∂ x
dx

)

dt

De même, les oordonnées du point C sont :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

u+ ∂ u
∂ y
dy

)

dt

dy +
(

v + ∂ v
∂ y
dy

)

dt
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�1.3. Taux de déformation.

Les segments ab et ac ont subi à la fois une translation, un allongement et une rotation

qui sont tous trois alulables.

Puisqu'il s'agit de faibles déformations, alors les angles dα et dβ sont assimilables à

leurs tangentes :

dα =
(v+ ∂ v

∂ x
dx) dt−v dt

dx+(u+ ∂ u
∂ x

dx) dt−u dt
et dβ =

(u+ ∂ u
∂ y

dy) dt−u dt
dy+(v+ ∂ v

∂ y
dy) dt−v dt

Après simpli�ation on aura :

dα =
∂ v

∂ x
dt ; dβ =

∂ u

∂ y
dt (1.1)

La rotation de la diagonale AD notée dε sera déduite de la relation (1.1) :

dε = dα−dβ
2

= 1
2

(

∂ v
∂ x
dt− ∂ u

∂ y
dt
)

d'où l'on peut aluler la vitesse angulaire de la partiule :

Ωz = lim
dt→0

dε

dt
=

1

2

(

∂ v

∂ x
− ∂ u

∂ y

)

(1.2)

Le dernier membre de ette équation représente la omposante suivant Z du veteur

tourbillon :

−→
Ω = 1

2

−→
rot−→q .

Dans le as d'un éoulement irrotationnel, la partiule se déformera sans han-

gement de diretion de sa diagonale et subira don une déformation sans rotation

(dε = 0).

1.3 Taux de déformation

Suivant la diretion X , l'élongation du segment AB s'érit :

dX =
[

dx+
(

u+ ∂ u
∂ x
dx

)

dt− u dt
]

− dx = ∂ u
∂ x
dx dt

La vitesse d'élongation sera quant à elle dé�nie par :

q = lim
dt→0

dX

dt
=

∂ u

∂ x
dx

et le taux de déformation par :

q

dx
= ∂ u

∂ x

- 3 -



Ch1 : DYNAMIQUE DES ÉCOULEMENTS VISQUEUX.

Suivant la diretion Y , le taux de déformation du même segment est égal à

∂ u
∂ y
.

Conernant le segment AC, les taux de déformation suivant X et Y sont respetive-

ment :

∂ v
∂ x

et

∂ v
∂ y

On peut ainsi onstruire le tenseur des taux de déformation dans le plan (x, y) :

T =







∂ u
∂ x

∂ u
∂ y

∂ v
∂ x

∂ v
∂ y






(1.3)

Ce tenseur peut être déomposé en deux tenseurs : un tenseur d'élongation symé-

trique et un tenseur de rotation antisymétrique :

T = D + Ω

T =









∂ u
∂ x

1
2

(

∂ u
∂ y

+ ∂ v
∂ x

)

1
2

(

∂ v
∂ x

+ ∂ u
∂ y

)

∂ v
∂ y









+









0 1
2

(

∂ u
∂ y

− ∂ v
∂ x

)

−1
2

(

∂ u
∂ y

− ∂ v
∂ x

)

0









(1.4)

Conernant le tenseur D, les termes diagonaux représentent les taux d'élongation

des otés de la partiule dans les diretions X et Y tandis que les autres termes non

diagonaux représentent la déformation par isaillement. Les deux parties de la partiule

aboutissant au point A subissent des rotations respetives dα et dβ de sens inverses.

Le taux de isaillement dans le plan (x, y) est don égal à :

lim
dt→0

(

dα + dβ

dt

)

soit d'après la relation (1.1) :

τc =

(

∂ v

∂ x
+
∂ u

∂ y

)

(1.5)

Cette valeur est proportionnelle à l'allongement et au raourissement des deux

diagonales du parallélépipède.
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�1.4. Généralisation.

1.4 Généralisation

Si l'on onsidère une partiule parallélépipédique ayant pour dimensions respetives

dx, dy, dz, le prinipe développé préédemment peut être aisément généralisé. Dans

un hamps de vitesse quelonque, le tenseur des taux de déformation s'érira omme

la superposition d'un tenseur d'élongation symétrique et d'un tenseur de rotation an-

tisymétrique :

T =







∂ u
∂ x

∂ u
∂ y

∂ u
∂ z

∂ v
∂ x

∂ v
∂ y

∂ v
∂ z

∂ w
∂ x

∂ w
∂ y

∂ w
∂ z






= D + Ω (1.6)

qui peut aussi s'érire de la manière suivante :

T =











∂ u
∂ x

1
2

(

∂ u
∂ y

+ ∂ v
∂ x

)

1
2

(

∂ w
∂ x

+ ∂ u
∂ z

)

1
2

(

∂ u
∂ y

+ ∂ v
∂ x

)

∂ v
∂ y

1
2

(

∂ v
∂ z

+ ∂ w
∂ y

)

1
2

(

∂ w
∂ x

+ ∂ u
∂ z

)

1
2

(

∂ v
∂ z

+ ∂ w
∂ y

)

∂ w
∂ z











+











0 1
2

(

∂ u
∂ y

− ∂ v
∂ x

)

−1
2

(

∂ w
∂ x

− ∂ u
∂ z

)

−1
2

(

∂ u
∂ y

− ∂ v
∂ x

)

0 1
2

(

∂ v
∂ z

− ∂ w
∂ y

)

1
2

(

∂ w
∂ x

− ∂ u
∂ z

)

−1
2

(

∂ v
∂ z

− ∂ w
∂ y

)

0











- Remarque :

A l'instant t = t0+dt les dimensions prinipales de la partiule deviennent (Fig.1.1) :

dx
(

1 + ∂ u
∂ x
dt
)

dy
(

1 + ∂ v
∂ y
dt
)

dz
(

1 + ∂ w
∂ z
dt
)

Le volume de elle-i devient au premier ordre :

dx dy dz
[

1 +
(

∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

+ ∂ w
∂ z

)

dt
]

soit enore :

dx dy dz [1 + div−→q dt]

Pour un �uide inompressible, le terme de divergene est nul, satisfaisant l'équation

de ontinuité.

Au premier ordre, la partiule tourne don et se déforme sans hanger de volume.

- 5 -



Ch1 : DYNAMIQUE DES ÉCOULEMENTS VISQUEUX.

1.5 Tenseur des ontraintes

Le tenseur C des ontraintes appliquées à la surfae d'une partiule de forme pa-

rallélépipédique de dimensions élémentaires dx, dy, dz est omposé des ontraintes

normales et des ontraintes tangentielles.

Examinons sur l'une des faes supposée ontenue dans le plan Y OZ les ontraintes

en présene (Fig.1.2) :

Z
τ

Y

X

O

F

xz τ x

τ xy

σxx

Fig. 1.2: Contraintes normales et tangentielles.

L'e�ort

−→
F exeré par le �uide environnant donne lieu à deux ontraintes :

σxx : ontrainte normale

τxy, τxz: omposantes de la ontrainte de isaillement τx.

Le double indie assoié à es ontraintes doit être interprété de la manière suivante :

Le premier (x) orrespond à la fae orientée par l'axe orrespondant, le seond (x, y

ou z) orrespond à la diretion de projetion.

Pour une fae orientée de manière quelonque dans l'espae, le tenseur des ontraintes

s'érira :

C =







σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz






(1.7)

- 6 -



�1.6. Liaison entre ontraintes et déformations.

On démontre que les termes symétriques sont égaux entre eux :

τxy = τyx ; τxz = τzx ; τyz = τzy

Pour un �uide au repos ou un �uide de visosité nulle, les ontraintes tangentielles

sont nulles, les ontraintes normales sont alors égales et opposées à la pression hy-

drostatique p. On utilisera ette propriété pour érire le tenseur sous la forme de la

superposition de deux états :

C =







−p 0 0

0 −p 0

0 0 −p






+







σxx + p τxy τxz

τyx σyy + p τyz

τzx τzy σzz + p






(1.8)

soit :

C = −p I + τ (1.9)

ave : I =







1 0 0

0 1 0

0 0 1






qui est le tenseur unitaire et

τ =







σxx + p τxy τxz

τyx σyy + p τyz

τzx τzy σzz + p






(1.10)

appelé tenseur déviateur représentant uniquement les e�ets de frottement.

1.6 Liaison entre ontraintes et déformations

A�n d'établir la liaison entre les ontraintes et les déformations, trois hypothèses

fondamentales sont utilisées :

� La rotation sans déformation de la partiule �uide n'engendre auune ontrainte

de isaillement.

� Les ontraintes sont proportionnelles aux taux de déformation (généralisation

de l'équation de Newton).

� Le �uide est isotrope.

On observera don entre les tenseurs la relation générale suivante :

τ = ε div−→q I + 2µD (1.11)

ave

ε : visosité de dilatation,

- 7 -



Ch1 : DYNAMIQUE DES ÉCOULEMENTS VISQUEUX.

µ : visosité dynamique.

Cette relation permet d'aéder aux di�érentes omposantes des ontraintes :

- Contraintes normales :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σxx = ε div−→q + 2µ ∂ u
∂ x

− p

σyy = ε div−→q + 2µ ∂ v
∂ y

− p

σzz = ε div−→q + 2µ ∂ w
∂ z

− p

(1.12)

- Contraintes tangentielles :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τxy = τyx = µ
(

∂ u
∂ y

+ ∂ v
∂ x

)

τxz = τzx = µ
(

∂ w
∂ x

+ ∂ u
∂ z

)

τyz = τzy = µ
(

∂ v
∂ z

+ ∂ w
∂ y

)

(1.13)

Pour un �uide ompressible ou non, l'addition des trois ontraintes normales onduit

à :

σxx + σyy + σzz = (3 ε+ 2µ) div−→q − 3 p

permettant d'exprimer la pression hydrostatique loale :

p = −1

3
(σxx + σyy + σzz) +

(

ε+
2

3
µ

)

div−→q (1.14)

En �uide inompressible, l'équation de ontinuité montre que la pression est égale

et opposée à la moyenne des ontraintes normales.

En �uide ompressible, on admet qu'il en va de même, e qui implique que le seond

terme est nul :

ε+
2

3
µ = 0

C'est une hypothèse que l'on adopte ouramment sous forme de l'équation de Stokes :

ε = −2

3
µ (1.15)

- 8 -



�1.7. Equations de Navier-Stokes.

Dans l'éoulement plan pour lequel v = w = 0, les relations (1.13) se ramènent à :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τxy = µ ∂ u
∂ y

τxz = 0

τyz = 0

(1.16)

orrespondant au as de l'expériene de Couette dérite au �??.

1.7 Equations de Navier-Stokes

Ce sont les équations (??) de la dynamique des �uides (Euler) établies en �uide

réel pour lequel la visosité engendre des ontraintes de isaillement.

Examinons les e�orts exerés sur une partiule de �uide suivant la diretion OX

seulement. On observe alors pour un �uide réel, en plus des ontraintes normales,

les ontraintes tangentielles (Fig.1.3).

Z

dz
dx

Y

X

dy

τ

τ

σ

zx

xx

yx

o

PSfrag replaements

τzx +
∂ τzx
∂ z

dz

τyx +
∂ τyx
∂ y

dy

σxx +
∂ σxx
∂ x

dx

Fig. 1.3: Etablissement des équations de Navier-Stokes.

Appliquons maintenant la loi de Newton :

∑−→
Fex = m−→γ

- 9 -



Ch1 : DYNAMIQUE DES ÉCOULEMENTS VISQUEUX.

Suivant OX on a :

∑

Fx = mγx = ρ dx dy dz Du
D t

ave

Du
D t

= ∂ u
∂ t

+ u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

+ w ∂ u
∂ z

∑

Fx =
(

σxx +
∂ σxx
∂ x

dx
)

dy dz − σxx dy dz +
(

τyx +
∂ τyx
∂ y

dy
)

dx dz

− τyx dx dz +
(

τzx +
∂ τzx
∂ z

dz
)

dx dy − τzx dx dy + ρ dx dy dz fx

fx étant la omposante de toutes les fores volumiques par unité de masse suivant

l'axe X .

En simpli�ant par dx dy dz on aura :

ρ
D u

D t
=

∂ σxx
∂ x

+
∂ τyx
∂ y

+
∂ τzx
∂ z

+ ρ fx

d'où :

∂ u

∂ t
+ u

∂ u

∂ x
+ v

∂ u

∂ y
+ w

∂ u

∂ z
=

1

ρ

(

∂ σxx
∂ x

+
∂ τyx
∂ y

+
∂ τzx
∂ z

)

+ fx (1.17)

En introduisant les relations (1.12) et (1.13) on aura alors :

ρ γx =
∂

∂ x

(

ε div−→q + 2µ
∂ u

∂ x
− p

)

+
∂

∂ y

(

µ
∂ u

∂ y
+ µ

∂ v

∂ x

)

+
∂

∂ z

(

µ
∂ w

∂ x
+ µ

∂ u

∂ z

)

+ρ fx

et pour une visosité dynamique µ onstante :

ρ
D u

D t
= ρ fx − ∂ p

∂ x
+

∂

∂ x
[(ε+ µ) div−→q ] + µ∆ u (1.18)

où ∆ u ≡ ∇2u

Pour le as d'un �uide inompressible l'équation de Navier-Stokes suivant l'axe OX

se réduit à :

Du

D t
= fx − 1

ρ

∂ p

∂ x
+ ν∆ u (1.19)

ave : ν = µ

ρ

Les équations de Navier-Stokes (N-S) s'érivent don sous forme vetorielle ompate :

D−→q
D t

=
−→
f − 1

ρ

−−→
grad p + ν∆−→q (1.20)
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�1.7. Equations de Navier-Stokes.

En oordonnées artésiennes, les projetions sur les axes X , Y et Z donnent res-

petivement :







































∂ u
∂ t

+ u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

+ w ∂ u
∂ z

= fx − 1
ρ
∂ P
∂ x

+ ν
(

∂2 u
∂ x2

+ ∂2 u
∂ y2

+ ∂2 u
∂ z2

)

∂ v
∂ t

+ u ∂ v
∂ x

+ v ∂ v
∂ y

+ w ∂ v
∂ z

= fy − 1
ρ
∂ P
∂ y

+ ν
(

∂2 v
∂ x2

+ ∂2 v
∂ y2

+ ∂2 v
∂ z2

)

∂ w
∂ t

+ u ∂ w
∂ x

+ v ∂ w
∂ y

+ w ∂ w
∂ z

= fz − 1
ρ
∂ P
∂ z

+ ν
(

∂2 w
∂ x2

+ ∂2 w
∂ y2

+ ∂2 w
∂ z2

)

(1.21)

Ces équations expriment l'équilibre entre les fores d'inertie d'une part et, d'autre

part, les fores de gravité (ou pesanteur) par unité de masse, elles de pression ainsi

que elles de visosité.

Equations de Navier-Stokes en oordonnes ylindriques :

- Suivant la diretion radiale (r) :

Dur
D t

− v 2
θ

r
= fr −

1

ρ

∂ P

∂ r
+ ν

(

∇2ur −
ur
r2

− 2

r2
∂ vθ
∂ θ

)

(1.22)

- Suivant la diretion tangentielle (θ) :

D vθ
D t

+
ur vθ
r

= fθ −
1

ρ r

∂ P

∂ θ
+ ν

(

∇2vθ −
vθ
r2

+
2

r2
∂2 ur
∂ θ2

)

(1.23)

- Suivant la diretion vertiale (z) :

Dwz
D t

= fz −
1

ρ

∂ P

∂ z
+ ν∇2wz (1.24)

Ave :

- Composantes du veteur vitesse :

−→q = −→q (ur, vθ, wz)

- Dérivée partiulaire d'une fontion h quelonque :

Dh

D t
=

∂ h

∂ t
+ ur

∂ h

∂ r
+
vθ
r

∂ h

∂ θ
+ wz

∂ h

∂ z
(1.25)

- Laplaien d'une fontion h quelonque :

∇2h ≡ ∆h =
∂2 h

∂ r2
+

1

r

∂ h

∂ r
+

1

r2
∂2 h

∂ θ2
+
∂2 h

∂ z2
(1.26)

- Equation de ontinuité :

∂ ρ

∂ t
+

1

r

∂ (ρ r ur)

∂ r
+

1

r

∂ (ρ vθ)

∂ θ
+
∂ (ρwz)

∂ z
= 0 (1.27)
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Ch1 : DYNAMIQUE DES ÉCOULEMENTS VISQUEUX.

1.8 Cas limites de la visosité

Les équations de N-S peuvent être simpli�ées et on obtient des formes appliables

pour ertains types d'éoulements. Lorsque la visosité du �uide est nulle, on retrouve

les équations d'Euler (??). Ce type d'éoulement est appelé �éoulements à grand

nombre de Reynolds�.

Lorsque la visosité du �uide est très élevée, les fores d'inertie sont négligables

devant les fores visqueuses et volumiques et on aura les équations relatifs aux �éoule-

ments à faible nombre de Reynolds�, appelés enore �éoulements de Stokes� ou �éou-

lements rampants� dérits par les équations :







































1
ρ
∂ P
∂ x

= fx + ν
(

∂2 u
∂ x2

+ ∂2 u
∂ y2

+ ∂2 u
∂ z2

)

1
ρ
∂ P
∂ y

= fy + ν
(

∂2 v
∂ x2

+ ∂2 v
∂ y2

+ ∂2 v
∂ z2

)

1
ρ
∂ P
∂ z

= fz + ν
(

∂2 w
∂ x2

+ ∂2 w
∂ y2

+ ∂2 w
∂ z2

)

(1.28)

Ces équations onstituent la base de la théorie de la �lubri�ation hydrodynamique�

(�1.11.1).

1.9 Caratéristiques de l'éoulement visqueux

L'observation de l'éoulement des �uides est aujourd'hui failité par des moyens de

mesures de plus en plus performants. La onnaissane de la struture �ne des éoule-

ments et en partiulier, des phénomènes turbulents, des ouhes limites, des sillages a

permis de mettre en plae des modélisations de plus en plus performantes.

Sur la base des expérienes de Reynolds, un pas important a été franhi à la �n

du dernier sièle onernant la struturation des régimes d'éoulement. Prandtl et Von

Karman ont présenté au début du vingtième sièle les premiers développements théo-

riques onernant la ouhe limite. Celle-i fait enore l'objet de nombreuses études,

tant théoriques qu'exprimentales, portant essentiellement sur la transition et le déolle-

ment en présene de gradients de pression positifs ou négatifs et du taux de turbulene.

1.9.1 Régimes d'éoulement

L'expériene de Reynolds onsiste à observer l'éoulement de l'eau dans un tube

transparent, éoulement au entre duquel est introduit un �n �let de liquide oloré.

On observe prinipalement deux régimes distints :
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�1.10. Appliations.

� un régime laminairemontrant un �let oloré parfaitement retiligne ne se mé-

langeant pas à l'éoulement prinipal. Ce régime est observé aux faibles vitesses,

il est parfaitement stable et pratiquement imperturbable.

� un régime turbulent se manifestant à partir d'une ertaine distane de l'en-

trée par une osillation du �let oloré puis à un mélange intime ave le �uide

prinipal.

En utilisant plusieurs diamètres de tube et di�érentes visosités de �uide (en faisant

varier par exemple la température), Reynolds a montré que le régime laminaire était

toujours observé lorsque le produit

q D

ν
était inférieur à 2300. Ce produit adimensionnel,

appelé nombre de Reynolds, quanti�e l'ensemble des aratéristiques de l'éoulement :

la vitesse moyenne du �uide, le diamètre de la onduite, la visosité inématique du

�uide.

Au-delà de ette valeur, suivant la qualité de l'entrée du tube, la régularité de la

surfae intérieure, la présene de vibrations, et., l'éoulement laminaire peut ou non se

transformer en régime turbulent. Dans des onditions idéales, l'éoulement laminaire

peut se maintenir jusqu'à un nombre de Reynolds de 4.104. Au-delà, l'éoulement

organisé se dégrade systématiquement en éoulement turbulent.

1.9.2 Proprietés des éoulements laminaires

L'éoulement laminaire se rapprohe de l'idée que l'on se fait de l'éoulement d'un

�uide parfait pour lequel on imagine un glissement des diverses ouhes de �uide les

unes sur les autres sans éhange de partiules entre les di�érentes ouhes. Dans e

régime d'éoulement, les e�ets visqueux sont pourtant prépondérants et on est loin de

l'éoulement potentiel, en partiulier au voisinage des parois. Cependant, par opposition

à l'éoulement turbulent, 'est l'organisation et la stabilité qui dominent parmi les

propriétés prinipales de l'éoulement laminaire.

Les appliations industrielles les plus importantes orrespondent aux paliers et pa-

tins hydrodynamiques et à tous les domaines de la lubri�ation. Ils orrespondent

également à l'éoulement en milieu poreux ; �ltrations, appliations pétrolières, et.

L'éoulement laminaire unidimensionnel voire bidimensionnel fournit quelques unes

des solutions exates des équations de Navier-Stokes.

1.10 Appliations

1.10.1 Eoulement de Poiseuille

Soit un éoulement d'un �uide inompressible entre deux plaques planes parallèles

de largeur L très importante par rapport à leur longueur l (Fig.1.4). L'éoulement

s'e�etue sous l'ation du gradient de pression.
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X

Plaques

O2h

l
Y

������������������������������������������

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

Fig. 1.4: Eoulement de Poiseuille.

Hypothèses simpli�atries :

� Les omposantes v et w du veteur vitesse dans l'éoulement suivant Y et Z

sont nulles.

� L'éoulement est permanent.

� Les fores de pesanteur sont négligeables (éoulement horizontal).

Ave es hypothèses simpli�atries nous aurons :

* Equation de ontinuité :

∂ u
∂ x

= 0 ⇒ u = u (y, z)

or L >�> l ⇒ ∂ u
∂ z

= 0 (pas de variation de la vitesse selon l'axe Z, don : u = u (y)

* Equations de Navier-Stokes :

0 = −1
ρ
∂ P
∂ x

+ ν ∂2 u
∂ y2

0 = −1
ρ
∂ P
∂ y

0 = −1
ρ
∂ P
∂ z











⇒ p = p (x)

1
ρ

dp

dx
= ν d2u

dy2
⇒ u (y) = 1

2µ
dp

dx
y2 + C1 y + C2

Le gradient de pression

dp

dx
est le paramètre responsable du mouvement du �uide

entre les plaques, on peut le remplaer par :

dp

dx
= −∆p

l

ave : ∆p = p (x = 0)− p (x = l)

* Conditions aux limites : Le �uide étant visqueux, nous érivons don les deux

onditions d'adhérene du �uide aux parois inférieure et supérieure :
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�1.10. Appliations.











u (y = −h) = 0 ⇒ − 1
2 µ

∆p
l
h2 − C1 h + C2 = 0

u (y = +h) = 0 ⇒ − 1
2µ

∆p
l
h2 + C1 h + C2 = 0

⇒











C1 = 0

C2 = h2

2µ
∆p
l

Don le pro�l des vitesses est :

u (y) =
h2

2µ

∆p

l

[

1−
(y

h

)2
]

(1.29)

Ce pro�l est ainsi de forme parabolique symétrique par rapport à l'axe X (Fig.1.5).

Par la suite et a�n de failiter les aluls, on pose : A = h2

2µ
∆p
l

* Position de la vitesse maximale :

du(y)
dy

∣

∣

∣

y=d
= 0 =⇒ −2A

h2
d = 0 =⇒ d = 0

La position de la vitesse maximale est don loalisée au entre du anal.

* Vitesse maximale : elle est donnée par : umax = u (y = d) d'où :

umax =
h2

2µ

∆p

l
(1.30)

* Vitesse moyenne spatiale : notée u ou um et appelée aussi "vitesse débitante", elle

est obtenue à partir du alul du débit sur la largeur L :

Qv =
∫

S

u(y) ds =
+h
∫

−h
u(y)Ldy = 2AL

h
∫

0

(1− y2

h2
) dy = 2AL (h− h

3
) = 4

3
AhL

Qv =
2Lh3

3µ

∆p

l
(1.31)

et d'après la dé�nition du débit, nous avons : Qv = S u = 2 hLu d'où :

u = Qv

2hL
= 4AhL

3 . 2hL
= 2

3
A et en remplaçant :

um ≡ u =
h2

3µ

∆p

l
=

2

3
umax (1.32)

En ombinant es expressions, le pro�l des vitesses peut aussi s'érire :

u (y)

u
=

3

2

[

1−
(y

h

)2
]

(1.33)
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u max
O

X

− h

+ h
u

Y

������������������������������������������

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

u(y)

Fig. 1.5: Eoulement de Poiseuille. Pro�l des vitesses.

* Le nombre de Reynolds de l'éoulement est alulable à partir du diamètre

hydraulique :

DH =
4S

P
(1.34)

où :

S : setion de passage (ou setion d'éoulement) ;

P : périmètre mouillé ;

RH : rayon hydraulique (DH = 4RH).

En appliquant ette relation à l'éoulement entre les deux plaques nous aurons :

DH = 4 . 2hL
4h+2L

= 4 hL
2h+L

et si h ≪ L alors DH ≃ 4 h d'où :

ℜe =
uDH

ν
≃ 4 h u

ν
=

4 h3

3 ρ ν2
∆p

l
(1.35)

L'éoulement reste laminaire et l'on observe une distribution de vitesse parabolique

tant que ℜe < ℜec ≃ 2300 à 40000 suivant les onditions d'établissement.

- Contraintes au sein du �uide : L'état de ontrainte au sein du �uide est donné

par l'équation de Newton qui exprime que les ontraintes sont proportionelles au taux

de déformation (1.13).

τ (y) = µ
du(y)

dy
= −∆p

l
y (1.36)

Cette ontrainte est nulle au entre de l'éoulement (umax) et maximale à la paroi :

τp1 = µ
du(y)

dy

∣

∣

∣

∣

y=+h

= −∆p

l
h ; τp2 = µ

du(y)

dy

∣

∣

∣

∣

y=−h
=

∆p

l
h
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La distribution des ontraintes est indiquée sur la �gure (Fig.1.6) :

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

��������������������������������������������

O
X

Y

τ p

pτ

− h

+ h

2

1

Fig. 1.6: Eoulement de Poiseuille. Etat de ontrainte au sein du �uide.

-Coe�ient de pertes de harge : On introduit le oe�ient de pertes de harge

λ dé�ni par :

λ =
∆p

1
2
ρ u2

≃ 24

ℜe

.
l

h
(1.37)

La pression motrie est égale à la perte de harge par frottement sur les parois et

se alul par l'intermédiaire de la ontrainte à la paroi τp.

- Coe�ient de frottement à la paroi : Il est donné par la relation :

Cf =
τp

1
2
ρ u2

≃ 24

ℜe

≃ λ .
h

l
(1.38)

- Fore de traînée sur la plaque : Cette fore est due au frottement sur la plaque

et se alule par :

Ft = S . τp = L.h∆p (1.39)

1.10.2 Eoulement de Couette généralisé

C'est l'éoulement de Poiseuil dans lequel la paroi inférieure se déplae parallèlement

à elle même ave la vitesse onstante U0. L'éoulement est dérit par le pro�l des vitesses

suivant :

u (y) =
U0

2

[

1− y

h

]

+
h2

2µ

∆ p

l

[

1−
(y

h

)2
]

(1.40)
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Suivant la valeur de ∆p, on observe les allures suivantes pour la distribution de

vitesse (Fig.1.7) :

− h

+ h

Y

X

P < 0 P = 0∆ P > 0

a b c

O

∆ ∆

0U 0U 0U
0U

Fig. 1.7: Eoulement de Couette généralisé. Pro�ls des vitesses.

� Si ∆p > 0 ou

dp

dx
< 0 , on dira que l'éoulement s'e�etue ave un gradient de

pression favorable (la pression s'e�etue dans le sens de l'éoulement).

� Si ∆p < 0 ou

dp

dx
> 0 , on dira que l'éoulement s'e�etue ave un gradient

de pression défavorable (la pression s'e�etue dans le sens ontraire de l'éoule-

ment).

Les �gures (Fig.1.8) i-dessous nous montrent la distribution de vitesse dans

un éoulement de Couette instationnaire pour di�érents gradients de pression.
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∆p = 0 , dp

dx
= 0

∆p > 0 , dp

dx
< 0

∆p < 0 , dp

dx
> 0

Fig. 1.8: Eoulement de Couette instationnaire pour di�érents gradients de pression [31℄.
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- Exerie d'appliation :

Un dispositif onvoyeur-ourroie monté sur un bateau est utilisé pour réupé-

rer de l'huile de pétrole de visosité inématique ν qui ontamine la surfae de

la mer (Fig.1.9). On suppose que l'éoulement est permanent, inompressible,

visqueux et que le dispositif fontionne en ontinu -à-d que le �lm d'huile

d'épaisseur a n'est pas disontinu. En suppose, de plus, que la ourroie, fon-

tionnant à une vitesse U0 onstante, a une largeur L (perpendiulaire au papier)

très grande.

1. Déterminer l'expression du débit volumique d'huile qui peut être porté

vers le haut (sur le bateau).

2. En maintenant l'angle d'inlinaison θ onstant, quel est le débit maximal

qu'on peut réupérer sur le bateau ?.

Courroie

a

Pa

Huile de
pétrole

θ

X

Y

O

U0

Bateau

Figure 1.9: Exerie d'appliation. Convoyeur-ourroie.

Solution :

1- Le problème étant en oordonnées artésiennes, nous utilisons alors les équa-

tions de N-S (1.28). Utilisons les hypothèses simpli�atries a�n de pouvoir résoudre

le problème plus failement (sans programmation) :

� Eoulement stationnaire ⇒ ∂
∂ t

= 0.
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� Fluide inompressible ⇒ ρ = Cte
.

� Fluide visqueux ⇒ adhérene du �uide à la ourroie (ette hypothèse sera

utilisée dans les C.L.).

� Eoulement plan (o, x, z) ⇒ v = 0.

� Courroie de largeur très grande selon l'axe z ⇒ w = 0 et ∂ q

∂ z
= 0.

� Fores volumiques non négligeables à ause de la position inlinée de la our-

roie : l'huile résiste au mouvement asendant don nous avons les omposantes

suivantes :

fx = −g sin θ ; fy = −g cos θ ; fz = 0

On assoie l'équation de ontinuité à elles de N-S :

∂ ρ

∂ t
+
∂ (ρ u)

∂ x
+
∂ (ρ v)

∂ y
+
∂ (ρw)

∂ z
= 0

en la simpli�ant, on aura :

∂ u
∂ x

= 0 ⇒ u = u(y, z).

Or

∂ u
∂ z

= 0 ⇒ u = u(y), le pro�l de vitesse est don uniquement fontion de la

variable y.

La dernière équation de N-S nous montre que le pro�l de pression ne dépend que de x

et y :

∂ P
∂ z

= 0 ⇒ P = P (x, y).

Après toutes es simpli�ation, les équations prinipales se réduisent à :











0 = −g sin θ − 1
ρ
∂ P
∂ x

+ ν ∂2 u
∂ y2

0 = −g cos θ − 1
ρ
∂ P
∂ y

Pour pouvoir intégrer et déterminer le pro�l des vitesses, il faut d'abord trouver le

hamp de pression. La deuxième équation de e système nous donne :

∂ P
∂ y

= −ρ g cos θ ⇒ P (x, y) = −ρ g cos θ y + f(x)

Or, nous avons toujours omme ondition à la surfae du �uide :

P (x, a) = Pa ⇒ f(x) = Pa + ρ g a cos θ = Cte

d'où le hamp de pression au sein du �uide :

P (x, y) = P (y) = Pa + ρ g cos θ. (a− y)
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Cei nous failite don l'intégration de la première équation du système ar :

∂ P
∂ x

= 0.

Une double intégration par rapport à y nous donne tout de suite :

u (y) =
g sin θ

2 ν
y2 + C1 y + C2

* Conditions aux limites (C.L.) :

� Adhérene du �uide à la ourroie ⇒ u(y = 0) = U0 ⇒ C2 = U0.

� Contrainte nulle à la surfae (vitesse minimale) ⇒ du
dy

∣

∣

∣

y=a
= 0

⇒ C1 = − g a sin θ
ν

d'où le pro�l des vitesses :

u (y) = U0 −
g sin θ

2 ν
(2 a− y) y

C'est maintenant que nous pouvons répondre à la question et déterminer le débit

qui peut être porté sur le bateau. Nous avons, par dé�nition du débit :

Qv =

∫

S

u(y) dS =

a
∫

0

u(y)Ldy = U0 L a−
L g sin θ

3 ν
a3

2- Déterminons le débit maximal qu'on peut réupérer si θ = Cte
:

θ = Cte ⇒ Qv = Qv(a) et alors le débit max est donné par la valeur de a qui

annule sa dérivée par rapport à a :

dQv

d a
= 0 ⇒ a =

√

ν U0

g sin θ

et le débit maximal est : Qvmax = Qv

(√

ν U0

g sin θ

)

soit �nalement :

Qvmax =
2

3
L U0

√

ν U0

g sin θ

1.11 Eoulements à faible nombre de Reynolds

Les équations de N-S (1.21) qui déoulent de la 2ème loi de Newton stipulent que

le taux de variation de la quantité de mouvement d'une partiule de �uide doit être

équilibré par les fores volumiques (gravité) appliquées sur la partiule ainsi que les

fores surfaiques (pression et frottement) exerées sur les faettes de ette partiule.
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La résolution de es EDP non linéaires étant di�ile en l'absene de solution exate,

on herhe généralement à obtenir des solutions approximatives en faisant reours aux

méthodes numériques. Sous ertaines onditions, le taux de variation de la quantité

de mouvement est faible omparé aux fores volumiques et surfaiques et peut don

être négligé sans trop d'erreurs dans la solution. L'éoulement est alors gouverné par

l'équilibre entre les fores volumiques et surfaiques. Physiquement, ei arrive quand

la visosité du �uide est élevée, quand la masse volumique est faible, quand la vitesse

hange rapidement à travers une faible distane produisant un brusque gradient spatial

ou bien quand la vitesse onvetive est su�samment faible. Cei revient globalement

à e que le nombre de Reynolds soit su�samment faible en fontion du problème

onsidéré (éoulements de sirops, de miels et de diverses huiles en lubri�ation).

Dans e paragraphe, nous allons onsidérer les éoulements �à faible nombre de

Reynolds� (ℜe ≪ 1), appelés aussi �éoulements de Stokes� qui sont régis par les

EDP linéaires (1.28). Ces équations peuvent avoir une solution exate pour ertains

problèmes simples sinon, pour les problèmes plus ompliqués, le passage aux solutions

approximatives est néessaire.

1.11.1 Lubri�ation Hydrodynamique

Un éoulement laminaire d'une grande importane pratique est elui de la lubri-

�ation hydrodynamique. Nous allons développer ette théorie dite �théorie du oin

d'huile� à travers un exemple très simple utilisé en industrie qui est elui du �patin

hydrodynamique�. Nous allons déterminer l'équation de la harge portante maximale

que peut supporter le système ainsi que la fore de traînée requise pour mettre en

mouvement la plaque supérieure à la vitesse U0.

1.11.1.1 Formule de Reynolds

Soit un patin inliné, �xe, de longueur L, de largeur unité et un plan mobile animé

d'une vitesse U0 entraînant par son mouvement une mine ouhe d'huile entre les deux

surfaes (Fig.1.10).
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Figure 1.10: Patin hydrodynamique.

Nous supposons que la pente est très faible de telle sorte que les aluls e�etués en

(�1.10.1) restent valables. Nous avons alors après simpli�ation des équations de N-S :

dp

dx
= µ

d2u

dy2

Puisque la pression ne varie pas en fontion de y à ause de la très faible épaisseur

du �lm d'huile, l'intégration de ette équation nous donne :

u (y) = 1
2µ

dp

dx
y2 + C1 y + C2

Les onstantes sont déterminées par les deux onditions d'adhérene du �uide aux

parois :

u (y = 0) = 0 et u (y = h) = U0.

Le pro�l des vitesses est don :

u (y) =
1

2µ

dp

dx
y (y − h) +

U0

h
y (1.41)

Le débit volumique passant entre les plans est :

Qv =

h
∫

0

u(y) dy =
U0 h

2
− h3

12µ

dp

dx
(1.42)

D'où la formule dite de Reynolds liant le gradient de pression diretement au débit :

dp

dx
= 6µU0

(

1

h2
− 2Qv

h3 U0

)

(1.43)
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1.11.1.2 Répartition de pression

La formule de Reynolds nous permet de déterminer la répartition de la pression

onnaissant la loi h(x) du plan supérieur :

h(x) = (L− x) tanα ≃ α (L− x) (1.44)

d'où :

dp

dx
=

6µU0

α2

[

1

(L− x)2
− 2Qv

α (L− x)3 U0

]

et en intégrant :

p(x) = p(x = 0) +
x
∫

0

dp

dx
dx = Pa +

6µU0

α2

[

x
L (L−x) −

Qv

αU0

x (2L−x)
L2 (L−x)2

]

la deuxième ondition aux limites p(x = l) = Pa nous donne le débit :

Qv =
αU0 L (L− l)

2L− l
=

h1 h2
h1 + h2

U0 (1.45)

d'où �nalement :

p(x) = Pa +
6µU0 x (l − x)

α2 (2L− l) (L− x)2
(1.46)

La position de la pression maximale est obtenue pour

dp

dx

∣

∣

x=xm
= 0 , e qui nous donne :

xm =
L l

2L− l
(1.47)

et en remplaçant α issu de la relation : h2 = α (L − l), on aura l'expression de la

pression maximale : pmax = p(x = xm), d'où :

pmax = Pa +
3µU0 l

2 (L− l)

2 h22 L (2L− l)
(1.48)

La variation de la pression le long du �lm d'huile est représentée plus loins (Fig.1.12).

Ce dispositif onstitue le prinipe de la butéMihell qui est utilisée dans la onstru-

tion des pivoteries des groupes turbo alternateurs à axe vertial. L'arbre du groupe

porte une ouronne dont la fae inférieure repose sur une ouronne de patins inlinés

supportée par les fondations du groupe. L'ensemble est ontenu dans un bain d'huile

dont le refroidissement est assuré par une irulation ontinue à travers un réfrigérant.

On peut ainsi supporter les harges de plusieurs entaines de tonnes que représente le

poids des masses tournantes auquel s'ajoute la poussée hydraulique.
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1.11.1.3 Calul de la harge portante

La harge portante est obtenue par intégration des fores de pression e�etives sur

le plan supérieur :

F =

l
∫

0

(p− Pa) dx =
µU0 l

2

h22
Cp (1.49)

où Cp est un oe�ient sans dimensions qui s'exprime par :

Cp =
6 h22

(h1 − h2)
2

[

ln
h1
h2

− 2
h1 − h2
h1 + h2

]

(1.50)

Le point d'appliation xc de la harge portante sur le patin est néessaire pour la

onstrution de e dernier. Il est obtenu par une équation de moments par rapport à

l'origine :

F . xc =

l
∫

0

(p− Pa) x dx (1.51)

Dans ette formule, nous avons négligé l'inlinaison α (très faible), e qui revient à

admettre que l'absisse xc du point d'appliation est le même pour le patin et le plan

supérieur.

1.11.1.4 Calul de la fore de frottement

La ontrainte au sein du �lm d'huile due au frottement est donnée par l'équation

de Newton :

τ = µ
du

dy
= µ

[

U0

h
− 1

2µ

dp

dx
(h− 2 y)

]

(1.52)

et les ontraintes sur le patin et sur le plan supérieur sont :

τ0 =
µU0

h
− h

2

dp

dx
(1.53)

τh =
µU0

h
+

h

2

dp

dx
(1.54)

La fore de frottement sur le plan mobile est donnée par :

Ff =

l
∫

0

τh dx =
µU0 l

h2
Cf (1.55)

où Cf est un oe�ient sans dimensions qui s'exprime par :

Cf =
2 h2

h1 − h2

[

2 ln
h1
h2

− 3
h1 − h2
h1 + h2

]

(1.56)
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On dé�ni le oe�ient de frottement équivalent par :

f =
Ff
F

=
h2
l
.
Cf
Cp

(1.57)

1.11.1.5 Paramètres aratérisant le fontionnement

Pour aratériser le fontionnement du système hydrodynamique on dé�nis les pa-

ramètres suivants :

Kp =
√

Cp =

√

F

µU0
.
h2
l

(1.58)

Kf =
Cf
Cp

√

F

µU0
.
h2
l

(1.59)

Traçons ensuite les variations de es oe�ients en fontion de

h2
l
(Fig.1.11).

Figure 1.11: Paramètres aratérisant le fontionnement du �oin d'huile� [1℄.

Le fontionnement optimal peut être envisagé de deux point de vue :

1. Pour une épaisseur donnée h2 du �lm d'huile à la sortie, on veut obtenir une

harge portante maximale. Dans e as, on hoisira Kp maximal, e qui orres-

pond à :

h1
h2

= 2, 25 ;
xc
l
= 0, 58

2. On veut obtenir un oe�ient de frottement minimal (puissane perdue mini-

male), e qui orrespond à :
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h1
h2

= 3, 00 ;
xc
l
= 0, 61

Pratiquement, on hoisit une valeur moyenne entre les deux valeurs optimales pré-

édentes :

xc
l
= 0, 60 ;

h1
h2

= 2, 75 ; Kf = 1, 82 ; Kp = 0, 39

La solution tehnologique usuelle permettant d'assurer automatiquement e fon-

tionnement optimal, onsiste à artiuler les patins (Fig.1.12). Pour que le patin soit

en équilibre, il faut que la résultante des fores de pression F.b (b étant la largeur du

patin) passe par l'axe d'artiulation. Si on plae et axe à une distane xc = 0, 6 l,

on est ertain d'obtenir automatiquement le fontionnement hydrodynamique optimal.

L'équilibre obtenu est stable ; les ourbes (Fig.1.11) montrent en e�et que

xc
l
et

h1
h2

varient dans le même sens. Si par exemple

h1
h2

diminue, la résultante se déplae don

vers la gauhe et tend à faire basuler le patin dans le sens qui augmente

h2
h1
. Si

h2
h1

augmente, la résultante se déplae don vers la droite et tend à faire basuler le patin

dans le sens qui augmente

h1
h2
. L'équilibre est don bien stable.
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0

L l
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F.b

Figure 1.12: Patin de butée Mihell.
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Remarque :

Si l'on tient ompte des fuites latérales, la pression devient à la fois fontion de x

et de z. L'équation de Reynolds s'érira alors :

∂

∂ x
(h3

∂ p

∂ x
) +

∂

∂ z
(h3

∂ p

∂ z
) = 6µU0

dh

dt
(1.60)

Cette équation n'admet pas de solution exate. Le reours aux méthodes numériques

est obligatoire pour la résoudre.

- Exemple d'appliation :

Un patin arré de 200mm de �té, inliné de telle sorte que h1 = 0, 06mm et

h2 = 0, 02mm, est translaté à une vitesse de 10m/s sur un plan. L'ensemble

baigne dans de l'huile de visosité dynamique 80 cPo. Caluler la pression

maximale et sa position, la harge supportée par le patin, la position de la

résultante, la fore de frottement sur le patin ainsi que le oe�ient de

frottement équivalent. Traer la répartition de la pression le long du �lm

d'huile.

Données : l = 0, 2m ; h1 = 6.10−5m ; h2 = 2.10−5m ; U0 = 10m/s ; pa = 101325N/m2
;

µ = 0, 08Kg/m.s

1.11.2 Mouvement long d'une sphère

Le mouvement d'une petite sphère qui tombe dans un liquide visqueux a été résolu

par Stokes. La fore de traînée de la sphère est :

Fx = 3 π µU D (1.61)

où U représente la vitesse et D le diamètre de la sphère.

Le oe�ient de traînée est donné par :

Cx =
|Fx| /S
1
2
ρU2

=
24

ℜe

(1.62)

où S = πD2

4
est la surfae frontale de la sphère.

La onordane ave les résultats expérimentaux est exellente pour ℜe < 1. Cei

a fortement ontribué dans une appliation élèbre dans la visosimétrie. En e�et, on

peut aluler la fore de traînée agissant sur une sphère desendant sous l'e�et de

la pesanteur dans un réipient ylindrique rempli d'un �uide de visosité µ. Il faut
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souligner que pour ℜe ≪ 1, la perturbation provoquée par la sphère sur le hamp de

vitesse homogène et parallèle est sensible à grande distane. Ainsi, en utilisant (1.61)

pour déterminer µ, le diamètre du réipient ylindrique ontenant le �uide doit exéder

de plus de 100 fois elui de la sphère, a�n de réduire l'erreur de alul à moins de 2%.

1.11.3 Mouvement long d'un ylindre irulaire

Il s'agit de trouver une solution à e problème bidimensionnel gouverné par l'équa-

tion biharmonique (1.63) obtenue à partir des équations (1.28).

∇4ψ = 0 (1.63)

Les onditions aux limites à la surfae du ylindre ur = vθ = 0 fournissent un

éoulement plan et parallèle à l'in�ni. Il s'avère, toutefois, impossible de trouver une

solution qui véri�e à la fois les onditions à la surfae du ylindre et à l'in�ni (pa-

radoxe de Stokes). Dans le adre de et éoulement lent, ette di�ulté provient de

l'in�uene du ylindre sur le hamp de vitesse à grande distane. Il existe ainsi une

région où les termes non linéaires représentant les e�ets d'inertie sont aussi importants

que eux représentant les e�ets visqueux. Plus la valeur du ℜe est petite, plus ette

région d'in�uene du ylindre est éloignée.

- 30 -



�1.12. Exeries .

1.12 Exeries

D1 : Un blo de poids P et de sur-

fae S glisse sur un plan inliné ave une

vitesse onstante q. Entre le blo et le

plan se trouve une ouhe mine d'huile

d'épaisseur e. L'inlinaison du plan par rap-

port à l'horizontale est α. Trouver la visosité

du �lm lubri�ant.

A.N : P = 45359N ; S = 21, 53m2
;

q = 19, 68m/s ; e = 0, 254mm ; α = 30◦.
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q

α

e Film lubrifiant

Figure 1.13: D1.

Rép : 0, 0136N.s/m2
.

D2 : On onsidère un éoulement station-

naire, inompressible et visqueux d'un �uide

sur une plaque plane inlinée d'un angle α par

rapport à l'horizontale. Si et éoulement est

parallèle à ette plaque de grande largeur dans

le plan (xoz), trouver le pro�l de vitesse u en

fontion de ν , α, g et d (épaisseur du �uide

au dessus de la plaque) en utilisant :

1- Diretement les équations de Navier-Stokes

en oordonnées artésiennes.

2- En appliquant la 2ème loi de Newton sur un

(v.) onvenablement hoisi.

α

Fluide visqueux

Plaque

o

x

y

d

Figure 1.14: D2.

Rép : u(y) = g sinα
2 ν . y (2 d− y) .

D3 : Un visosimètre est onstitué d'un y-

lindre de rayon R1 tournant à l'intérieur d'un

autre ylindre de rayon R2 ave une vitesse de

rotation ω. On suppose que :

1- L'éoulement est stationnaire, inompres-

sible et visqueux.

2- L'éoulement entre les ylindres est lami-

naire tant que le ylindre intérieur tourne.

3- Les omposantes radiale et vertiale de la

vitesse son nulles.

4- L'éoulement ne varie pas dans la diretion

axiale z.

Trouver le pro�l de vitesse orrespondant à

et éoulement en fontion de R1, R2, ω et r.

Négliger l'in�uene de la base du visosimètre

et onsidérer uniquement les parois vertiales

des ylindres.

Rép : vθ(r) =
R2

1 ω

r

[

(

R2
R1

)2

−
(

r
R1

)2

(

R2
R1

)2

−1

]

.

D4 : Un dispositif onvoyeur-ourroie monté

sur un bateau est utilisé pour réupérer de

l'huile de pétrole de visosité inématique ν

qui ontamine la surfae de la mer. On sup-

pose que l'éoulement est permanent, inom-

pressible, visqueux et que le dispositif fon-

tionne en ontinu -à-d que le �lm d'huile

d'épaisseur a n'est pas disontinu. On sup-
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pose, de plus, que la ourroie, fontionnant

à une vitesse U0 onstante, a une largeur L

(perpendiulaire au papier) très grande à l'air

libre.

1- Erire les équations de Navier-Stokes pour

un éoulement inompressible et visqueux en

oordonnées artésiennes et dé�nir haun des

termes présents dans es équations.

2- Simpli�er es équations pour l'éoulement

étudié i-dessus. Justi�er toutes vos simpli�-

ations.

3- Trouver le pro�l des vitesses de l'éoule-

ment.

4- Déterminer l'expression du débit volumique

d'huile qui peut être porté vers le haut (sur le

bateau).

5- En maintenant l'angle d'inlinaison θ

onstant, quel est le débit maximal qu'on peut

réupérer sur le bateau ?

Courroie

a

Pa

Huile de
pétrole

θ

X

Y

O

U0

Bateau

Figure 1.15: D4.

Rép : 3) u (y) = U0 − g sin θ
2 ν (2 a− y) y.

4)Qv = U0 La− Lg sin θ
3 ν a3.

5)Qvmax = 2
3 LU0

√

ν U0

g sin θ .

D5 : On onsidère un éoulement station-

naire, inompressible et visqueux d'un �uide

newtonien entre deux plaques horizontales

de longueurs l. La plaque inférieure est ani-

mée d'une vitesse onstante U0. L'éoulement

étant parallèle aux plaques de grandes éten-

dues dans le plan (xoz) et en négligeant les

fores de pesanteurs :

1- Erire les équations de Navier-Stokes pour

un éoulement inompressible et visqueux en

oordonnées artésiennes et dé�nir haun des

termes présents dans es équations.

2- Simpli�er es équations pour l'éoulement

étudié i-dessus. Justi�er toutes vos simpli�-

ations.

3- Trouver le pro�l des vitesses de l'éoule-

ment entre les plaques en fontion de µ, U0, l,

d et ∆P (perte de harge).

4- Traer l'allure de distribution de vitesse sui-

vant les valeurs de ∆P .

Pour la suite du problème on onsidère que

∆P est positive.

5- Déterminer la vitesse maximale dans l'éou-

lement.

6- Déterminer les ontraintes tangentielles aux

parois inférieure et supérieure et traer l'état

de ontrainte au sein du �uide.

7- Déterminer le débit volumique passant

entre les plaques (la largeur des plaques sui-

vant la diretion z est égale à l'unité).

8- Déterminer la vitesse débitante de l'éoule-

ment entre les plaques et en déduire le nombre

de Reynolds. Que représente physiquement e

nombre ?

U0

y

x
o2d

l

Plaques

Figure 1.16: D5.

Rép : 3)u(y) = d2

2µ
∆p
l

[

1− (y
d
)2
]

+ U0

2 (1− y
d
).
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5)umax = U0

2

(

1 + µ l U0

2 d2 ∆p

)

+ d2

2µ
∆p
l

[

1−
(

µ l U0

2 d2 ∆p

)2
]

.

6) τp1 =
∆p
l
d− µU0

2 d ; τp2 = −∆p
l
d− µU0

2 d .

7)Qv = U0 d+
2 d3

3µ
∆p
l
.

8) u = U0

2 + d2

3µ
∆p
l
.

Re =
4 d u
ν

= 2 d
ν

(

U0 +
2 d2

3µ
∆p
l

)

.

D6 : 1- Érire les équations de Navier-Stokes

pour un éoulement inompressible et vis-

queux en oordonnées artésiennes.

2- Dé�nir haun des termes présents dans es

équations.

On onsidère un éoulement stationnaire, in-

ompressible et visqueux d'un �uide newto-

nien entre deux plaques horizontales de lon-

gueurs l. La plaque inférieure est animée d'une

vitesse onstante U0. L'éoulement dû au gra-

dient de pression selon l'axe x étant parallèle

aux plaques de grandes étendues dans le plan

(xoz) (plan perpendiulaire à la feuille) ; en

négligeant les fores de pesanteurs :

3- Simpli�er es équations en justi�ant toutes

vos simpli�ations.

4- Trouver le pro�l des vitesses entre les

plaques en fontion de ρ, U0, l, d et ∆P .

Pour la suite du problème on suppose que le

�uide était initialement au repos.

5- Donner la nouvelle expression du pro�l des

vitesses et traer son allure.

6- Déterminer la vitesse maximale dans l'éou-

lement.

7- Déterminer l'état de ontrainte au sein du

�uide.

8- Déterminer le débit volumique passant

entre les plaques (la largeur des plaques sui-

vant la diretion z est égale à l'unité).

9- Déterminer la vitesse débitante de l'éoule-

ment entre les plaques et en déduire le nombre

de Reynolds.

U0

y

x
o2d

Plaques

l

Figure 1.17: D6.

Rép : 4)u(y) = 1
2µ

∆p
l
(d2−y2)+ U0

2

(

1− y
d

)

.

5) u(y) = U0

2

(

1− y
d

)

.

6) umax = U0. 7) τ = −µU0

2 d . 8)Qv = dU0.

9) u = U0

2 ; Re =
2 dU0

ν (2 d+1) .

D7 : Dans une onduite de rayon R en éou-

lement turbulent lisse, le pro�l de vitesse u est

donnée par la loi de puissane suivante:

u

U
=

(

1− r

R

)
1
n

où n est un entier naturel et U une onstante.

Caluler le rapport de la vitesse moyenne à la

vitesse sur l'axe de la onduite.

Rép :

u
U
= 2n2

(n+1) (2n+1)

D8 : On onsidère l'éoulement permanent

d'un �uide inompressible homogène et vis-

queux dans une ouronne omprise entre deux

ylindres de révolution immobiles, in�nis et

oaxiaux de rayons respetifs R1 pour le y-

lindre intérieur et R2 pour le ylindre exté-

rieur. On supposant que l'éoulement est sta-

tionnaire et axis-symétrique :

1- Simpli�er les équations de Navier-Stokes

dans e as d'éoulement en justi�ant toutes

vos réponses et érire les onditions aux li-

mites orrespondantes.

2- La omposante axiale du gradient de pres-

sion est maintenue onstante et est notée Pz,

trouver l'expression du pro�l des vitesses ainsi
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que le hamp de pression (on prendra P0

omme pression de référene).

3- Déterminer la vitesse maximale de l'éou-

lement et traer le pro�l des vitesses.

4- Déterminer la vitesse débitante de l'éoule-

ment.

z
2 1R R

Figure 1.18: D8.

Rép :

2) wz(r) =
Pz

4µ

[

r2 −R2
1 −

(

R2
2 −R2

1

) ln r
R1

ln
R2
R1

]

P (z) = Pz z + P0.

3)wzmax = Pz

4µ .






(R2
2−R2

1)
2 ln

R2
R1

−R2
1 −

(R2
2−R2

1)
ln

R2
R1

ln











√

R2
2
−R2

1

2 ln
R2
R1

R1

















4) wz =
Pz

8µ

[

R2
1 +R2

2 +
(R2

2−R2
1)

ln
R2
R1

]

.

D9 : On onsidère un éoulement station-

naire, inompressible et visqueux d'un �uide

newtonien sur une plaque plane inlinée

d'un angle α par rapport à l'horizontale.

Une plaque de masse volumique ρp glisse

sur le �uide ave une vitesse onstante U0.

L'éoulement étant parallèle aux plaques de

grandes étendues dans le plan (xoz) :

1- Trouver le pro�l des vitesses de l'éoule-

ment entre les plaques en fontion de ρ, µ, α,

g, ρp, U0 et a (épaisseur du �uide entre les

plaques).

2- Déterminer la vitesse maximale dans l'éou-

lement.

3- Déterminer les ontraintes tangentielles aux

parois inférieure et supérieure et traer l'état

de ontrainte au sein du �uide.

4- Déterminer le débit volumique passant

entre les plaques (la largeur des plaques sui-

vant la diretion z est égale à l'unité).

5- Déterminer la vitesse débitante de l'éoule-

ment entre les plaques et en déduire le nombre

de Reynolds.

Rép : 1)u(y) = U0

a
y+

ρ+ρp
2 µ g sinα . y (a− y) .

2) umax = U0

2

(

1 + µU0

a2 (ρ+ρp) g sinα

)

+

a2 (ρ+ρp)
8µ

g sinα.

3) τp1 = µ U0

a
+

a (ρ+ρp)
2 g sinα;

τp2 = µ U0

a
− a (ρ+ρp)

2 g sinα.

4)Qv =
U0 a
2 +

a3 (ρ+ρp)
12µ g sinα.

5) u = U0

2 +
a2 (ρ+ρp)

12µ g sinα.

ℜe = a ρ
µ (a+1)

(

U0 +
a2 (ρ+ρp)

6µ
g sinα

)

.

D10 : Considérons une onduite ylindrique

horizontale de rayon R et de longueur l

siège d'un éoulement permanent, inompres-

sible, visqueux et symétrique par rapport à

l'axe x de la onduite. L'éoulement s'e�etue

par ouhes ylindriques oaxiales grâe à

une di�érene de pression ∆P . Les quantités

d'aélération sont nulles.

1- En utilisant la 2ème loi de Newton sur

un volume de ontr�le onvenablement hoisi,

montrer que la solution se ramène à la résolu-

tion d'une équation di�érentielle de la forme :

dp

dx
=
µ

r

d

dr

(

r
du

dr

)

2- Résoudre ette équation en utilisant les

onditions aux limites adéquates et détermi-

ner l'expression du pro�l des vitesses.

3- Déterminer le débit volumique véhiulé

dans la onduite et interpréter le résultat.

4- Déterminer la vitesse maximale dans l'éou-

lement ainsi que la vitesse débitante et traer

les pro�ls des vitesses (loale et moyenne).

5- Déterminer l'état de ontrainte au sein du

�uide et interpréter le résultat.
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Rép : 2) u(r) = 1
4µ

∆p
l

(

R2 − r2
)

.

3)Qv =
π

128µ
∆p
l
D4.

4) umax = 1
16µ

∆p
l
D2 ; u = 1

2 umax.

5) τ = −1
2

∆p
l
r.

D11 : Soit un éoulement stationnaire, in-

ompressible et visqueux entre deux plaques

planes de largeur (perpendiulaire au papier)

égale à l'unité. Pour le pro�l de vitesse i-

dessous on demande de :

1- Trouver l'expression mathématique de la

vitesse de l'éoulement en tenant ompte de

la ondition d'adhérene du �uide aux parois.

2- Déterminer la vitesse débitante de l'éoule-

ment.

N.B : Prendre toutes les onstantes d'intégra-

tion égales à zéro.

Umax

y=0

y=L/2

y=L

Plaques

Figure 1.19: D11.

Rép :

1)u(y) =











2umax

L
y si 0 ≤ y ≤ L

2

2umax
(

1− y
L

)

si L
2 ≤ y ≤ L

2) u = 1
2 umax.

D12 : On onsidère un éoulement sta-

tionnaire, inompressible et visqueux d'un

�uide newtonien qui s'éoule librement sur

une plaque plane vertiale. Cette plaque, de

grande étendue selon l'axe z, se déplae ave

une vitesse U0 onstante, l'éoulement étant

parallèle la plaque. En utilisant les équations

de Navier-Stokes :

1- Trouver le pro�l des vitesses de l'éoule-

ment en fontion de ν, g, U0 et h (épaisseur

du �uide supposée onstante).

2- Déterminer la vitesse maximale dans l'éou-

lement.

3- Déterminer la ontrainte pariétale.

4- Déterminer le débit volumique (plaque de

largeur b suivant z).

5- Déterminer la vitesse débitante de l'éoule-

ment.

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

U0

Pa

Plaque

h

y

x

o

Figure 1.20: D12.

Rép : 1) u(y) = g
2 ν y (y − 2h) + U0.

2) umax = U0 − g h2

2 ν . 3) τp = −ρgh.

4)Qv = U0 b h− b g h3

3 ν . 5) u = U0 − g h2

3 ν .

D13 : Soit un éoulement inompressible et

stationnaire d'un �uide visqueux entre deux

plaques planes parallèles distantes de h (l'axe

X étant au milieu). Le pro�l des vitesses étant

de la forme :

u(y) = umax
(

Ay2 +B y + C
)

On demande de trouver :

1- Les onstantes A, B et C.
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2- Le débit volumique par unité de profondeur

qui passe entre es plaques.

3- Le rapport entre la vitesse débitante et la

vitesse maximale.

Que deviennent es valeurs si l'axe est prix

sur la plaque inférieure ?

Rép : 1) A = −
(

2
h

)2
; B = 0; C = 1.

2)Qv =
2
3 umax h. 3) u

umax
= 2

3 .

D14 : On onsidère un éoulement station-

naire, inompressible et visqueux (µ) d'un

�uide newtonien entre deux plaques horizon-

tales espaées d'une distane d et de longueur

l. L'éoulement dû au gradient de pression

selon l'axe X étant parallèle aux plaques de

grande étendue selon Z .

1- Choisir un volume de ontr�le adéquat et

shématiser toutes les fores appliquées sur e

volume de ontr�le.

2- Erire lairement les hypothèses néessaires

pour résoudre e problème.

3- En appliquant la seonde loi de Newton

et en utilisant les hypothèses simpli�atries,

trouver le pro�l des vitesses entre les deux

plaques en fontion de µ, l, d et ∆p.

4- Déterminer le débit volumique passant

entre les plaques de largeur b selon Z.

y

x
o

Plaques

d

l

Figure 1.21: D14.

Rép : 3) u (y) = 1
2µ

∆p
l

[

(

d
2

)2 − y2
]

.

4)Qv =
b d3

12µ
∆p
l
.

D15 : On onsidère un éoulement station-

naire, inompressible et visqueux (ν) d'un

�uide newtonien sur une plaque plane inli-

née d'un angle α par rapport à l'horizontale.

L'éoulement étant parallèle à la plaque de

grande étendue dans le plan (xoz), trouver la

relation entre le débit volumique et l'épaisseur

h du �uide supposée onstante.

La largeur de la plaque suivant la diretion z

est égale à L.

Rép : Qv =
Lg sinα

3 ν h3.

D16 : On onsidère un éoulement station-

naire d'un �uide newtonien, inompressible et

visqueux (µ = Cte) entre deux plaques planes

horizontales de grande largeur L dans le plan

(xoz) et animées d'une vitesse onstante U0.

Une plaque très �ne est plaée au milieu

de e anal et l'éoulement est parallèle aux

plaques. Les deux parties du �uide séparés par

la plaque �ne se rejoignent à l'extrémité de

ette dernière à la setion (1). L'éoulement

est dû à un gradient de pression que l'on dé-

terminera à posteriori.

On demande de déterminer omplètement le

pro�l de vitesse supposé établi à partir de la

setion (2).

U0

U0

h

h

x
Plaque

fixe

Plaques

mobiles

1 2

y

Figure 1.22: D16.

Rép :

dP
dx

= 3
2 µ

U0

h2
, u2(y) =

3U0

4

[

(

y
h

)2
+ 1

3

]

.
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D17 : Dans une onduite de rayon R en

éoulement turbulent, le pro�l de vitesse u est

donnée par la loi de puissane suivante:

u

U
=

(

1− r

R

)
1
7

où U est une onstante.

1- Caluler le rapport de la vitesse moyenne à

la vitesse sur l'axe de la onduite.

2- Déterminer le rayon pour lequel la vitesse

atuelle sera égale à la vitesse moyenne.

Rép : 1) u
U
= 49

60 ; 2) r = 0.758R

D18 : Le hamp de vitesses d'un éoulement

stationnaire et inompressible est donné par :

u = a
(

x2 − y2
)

; v = −2 a x y ; w = 0

où a est une onstante.

1- En utilisant les équations de Navier-Stokes,

déterminer la distribution de pression résul-

tante si l'axe Z est orienté vers le haut (gx =

0 ; gy = 0 ; gz = −g).
2- Montrer qu'on peut obtenir le même résul-

tat en montrant que l'éoulement est irrota-

tionnel.

Rép : P (x, y, z) = −1
2ρa

2
(

x2 + y2
)2 − ρgz +

C.

D19 : Le hamp de vitesses d'un éoulement

réel, stationnaire et inompressible est donné

par :

u = x+ y2 + 1 ; v = −2x− y ; w = 0

En négligeant les fores de gravité, déterminer

la distribution de pression au sein de l'éou-

lement.

Rép : P (x, y) = −2
3 ρ y

3 − 1
2 ρ

(

x2 + y2
)

−
ρ(x+ 2 y) + 2µx+ C.

D20 : Le hamp de vitesses d'un éoulement

réel, stationnaire et inompressible est donné

par :

u = −y2 + 2 y + 1 ; v = 0 ; w = 0

En négligeant les fores de gravité, déterminer

la distribution de pression au sein de l'éou-

lement.

Rép : P (x) = −2µx+C.

D21 : On onsidère un éoulement sta-

tionnaire, inompressible et visqueux de

deux �uides newtoniens et immisibles entre

deux plaques horizontales. La plaque supé-

rieure est animée d'une vitesse onstante

U0. L'éoulement s'e�etuant sans gradient

de pression étant parallèle aux plaques de

grandes étendues dans le plan (xoz). En

négligeant les fores de pesanteur et en

onsidérant la ontinuité des vitesses et des

ontraintes à l'interfae, déterminer la vitesse

Ui à l'interfae des deux �uides en fontion de

µ1, µ2 et U0.

U0

h

h

x

y

µ 1

µ 2

ρ ,

ρ ,

Figure 1.23: D21.
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Rép : Ui = µ1
µ1+µ2

U0.

D22 : Le hamp de vitesses d'un éoulement

réel bidimensionnel, stationnaire, inompres-

sible et newtonien est donné par :

−→q =
(

12xy2 − 6x3
) −→
i +

(

18x2y − 4 y3
) −→
j

Caluler les ontraintes σxx, σyy et τxy au

point A de oordonnées (0, 5 ; 1, 0) si la pres-

sion en e point est de 6KPa. Le �uide étant

de la glyérine à 20°C (µ = 1, 49Pa.s).

Rép : σxx = −5, 977KPa ;

σyy = −6, 022KPa ; τxy = 44, 7Pa.

D23 : La omposante axiale de la vitesse

d'une partiule de �uide qui se déplae sur

une ligne de ourant horizontale qui oïn-

ide ave l'axe X est donnée par u = x2.

L'éoulement est stationnaire, bidimension-

nel, le �uide est newtonien, inompressible et

visqueux. Le long de ette ligne de ourant

déterminer les expressions :

a)- du taux de variation de la omposante

transversale de la vitesse ;

b)- de l'aélération de la partiule ;

)- du gradient longitudinal de pression.

Rép : a)− 2x ; b) 2x3 ; c) 2µ− 2 ρ x3.

D24 : Même problème que D21 en onsi-

dérant que l'éoulement s'e�etue ave un

gradient de pression. Déterminer la vitesse Ui

à l'interfae des deux �uides en fontion de

µ1, µ2, h , U0 et du gradient de pression.

Rép : Ui = µ1
µ1+µ2

U0 − h2

µ1+µ2
dP
dx
.

D25 : Même problème que D24 en onsidé-

rant que les deux plaques sont �xes.

Rép : Ui = − h2

µ1+µ2
dP
dx
.

D26 : On onsidère un éoulement station-

naire d'un �uide inompressible, visqueux

et newtonien entre deux plaques planes

�xes inlinées d'un angle α par rapport à

l'horizontale et espaées d'une distane h (se-

lon Y ). L'éoulement dû au poids du �uide est

parallèle aux plaques de grande largeur L se-

lon Z. L'axe X est pris sur la plaque inférieure

dans le sens de l'éoulement. En utilisant les

équations de Naviers-Stokes :

1- Trouver le pro�l des vitesses entre les

plaques.

2- Déterminer la vitesse maximale dans l'éou-

lement.

3- Déterminer le rapport de la vitesse débi-

tante à la vitesse maximale.

4- Déterminer les ontraintes pariétales.

On donne : h = 3mm ; L = 1m ;

α = 30° ;µ = 0.9N.s/m2
;ρ = 800Kg/m3

.

5- Caluler le débit volumique passant entre

les plaques.

6- Caluler le nombre de Reynolds de l'éou-

lement.

Rép : 1) u(y) = g sinα
2 ν . y (h− y) .

2) umax = g h2 sinα
8 ν .

3) u
umax

= 2
3
.

4) τp1 =
1
2
ρ g h sinα ; τp2 = −1

2
ρ g h sinα.

4)Qv =
g Lh3 sinα

12 ν
= 10−5m3/s.

5) ℜe =
uDh

ν
= 17, 7.10−3.

D27 : On onsidère un éoulement station-

naire d'un �uide inompressible et visqueux

entre deux plaques planes horizontales se dé-

- 38 -



�1.12. Exeries .

plaçant dans des diretions opposées à des vi-

tesses onstantes U1 et U2. L'éoulement, ini-

tialement au repos, est parallèle aux plaques

de grandes étendues dans le plan (x0z). En

utilisant les équations de Navier-Stokes, dé-

terminer l'expression de la distribution de vi-

tesse entre les plaques.

U2

U1

d

o

y

x

Plaques

Figure 1.24: D27.

Rép : u(y) = U1+U2

d
y − U2.

D28 : On onsidère un éoulement station-

naire d'un �uide inompressible et visqueux

entre deux plaques planes horizontales. La

plaque inférieure se déplae ave une vitesse

onstante U0. L'éoulement, dû à un gra-

dient de pression, est parallèle aux plaques de

grandes étendues dans le plan (x0z). A quelle

position la vitesse atteint-elle sa valeur maxi-

male si K = 3. K étant la onstante de pres-

sion dé�nie par :

K = − d2

2µU0

dP

dx

U0

d

o

y

x

Plaques

Figure 1.25: D28.

Rép : y = d
3 .

D29 : Considérons l'éoulement de Couette

d'un �uide inompressible et visqueux entre

deux plaques planes horizontales. Le pro�l des

vitesses est donné par :

u(y) = U0

[

−3
(y

h

)(y

h
− 1

)

− y

h
+ 1

]

A quelle position la vitesse atteint-elle sa va-

leur maximale ? Traer e pro�l en onsidérant

les valeurs adimensionnelles

u
U0

et

y
h
.

Rép : y = h
3 .

D30 : Un �uide inompressible s'éoule à

travers une onduite de setion retangulaire

de dimensions 2m selon Y et 1m selon Z. La

vitesse selon X est donnée par l'équation :

u = 3 y2 + 5 z

Déterminer la vitesse moyenne de et éou-

lement.

Rép : u = 6, 5m/s.

D31 : Considérons l'éoulement d'un �uide

inompressible et visqueux entre deux plaques

planes horizontales. Déterminer le rapport de

la vitesse débitante à la vitesse maximale dans

haun des as i-dessous où le pro�l des vi-

tesses est donné par :

1) u(y) = k1 y.

2) u(y) = k2 y
2.

3) u(y) = k3 (h y − y2) .

k1, k2, k3 étant des onstantes et h la dis-

tane entre les deux plaques.

Rép : 1) 1
2 . 2)

1
3 . 3)

2
3 .
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D32 : On onsidère un éoulement station-

naire d'un �uide inompressible et visqueux

entre deux plaques planes horizontales �xes.

L'éoulement, dû à un gradient de pression

dP
dx
, est parallèle aux plaques de grandes éten-

dues dans le plan (x0z). Le même �uide est

injeté à travers la plaque inférieure ave une

vitesse uniforme v0 perpendiulairement à la

plaque. Le �uide est soutiré le long de la

plaque supérieure ave la même vitesse uni-

forme v0 perpendiulairement à ette der-

nière. On suppose que la omposante trans-

versale v0 de la vitesse est uniforme dans

tout l'éoulement. Le pro�l des vitesses de et

éoulement est donné par la relation :

u(y) = A

[

B y − 1− exp(my)

1− exp(mh)

]

On demande de déterminer les onstantes

A, B et m.

o

y

x

h

v0

v0

Figure 1.26: D32.

Rép : A = −h ν
v0

1
µ
dP
dx
. B = 1

h
. m = v0

ν
.

D33 : Considérons un éoulement station-

naire à travers un tube horizontal de setion

elliptique donnée par :

x2

a2
+
y2

b2
= 1

Les lignes de ourant sont parallèles à l'axe

du tube. La omposante axiale de la vitesse

est de la forme :

wz = A

(

1− x2

a2
− y2

b2

)

Donner la relation entre le gradient de

pression le long du tube et le débit volu-

mique passant à travers la setion de e

tube.

Rép :

∂P
∂z

= − 4µ
π a b

(

1
a2

+ 1
b2

)

Qv.

D34 : Le hamp de vitesses d'un éoulement

stationnaire et inompressible est donné par :

u = −4x y ; v = 2
(

y2 − x2
)

; w = 0

1- En utilisant les équations de Navier-Stokes,

déterminer la distribution de pression résul-

tante si l'axe Z est orienté vers le haut (gx =

0 ; gy = 0 ; gz = −g).
2- Montrer qu'on peut obtenir le même résul-

tat en montrant que l'éoulement est irrota-

tionnel.

Rép : P (x, y, z) = −2ρ
(

x2 + y2
)2 − ρgz+C.

D35 : On onsidère l'éoulement permanent

d'un liquide inompressible homogène et vis-

queux dans une ouronne omprise entre deux

ylindres de révolution immobiles, in�nis et

oaxiaux de rayons respetifs R1 pour le y-

lindre intérieur et R2 pour le ylindre exté-

rieur. Les deux ylindres étant disposés hori-

zontalement et en supposant que l'éoulement

est stationnaire et axis-symétrique :

1- Simpli�er les équations i-dessus dans e

as d'éoulement en justi�ant toutes vos ré-

ponses et érire les onditions aux limites or-

respondantes.
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2- La omposante axiale du gradient de pres-

sion est maintenue onstante et est notée Pz,

trouver l'expression du pro�l des vitesses ainsi

que le hamp de pression (on prendra P0

omme pression de référene).

3- Déterminer la vitesse maximale dans

l'éoulement et traer le pro�l des vitesses.

4- Déterminer la vitesse débitante dans

l'éoulement.

5- Déterminer la ontrainte pariétale.

6- Déterminer la perte de harge linéaire

sur une longueur L de la onduite.

7- Caluler le nombre de Reynolds et don-

ner son interprétation physique.

Rép : 1).
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Chapitre 2

Couhes limites

2.1 Introdution

Avant 1860, l'intérêt tehnique de la méanique des �uides était pratiquement limité

à l'éoulement de l'eau. Le développement de l'industrie himique pendant la dernière

partie du XIXe sièle a porté l'attention sur d'autres liquides et sur les gaz. L'intérêt

pour l'aérodynamique débuta ave les études de l'ingénieur en aéronautique allemand

Otto Lilienthal à la �n du XIXe sièle ; on assista alors à des avanes majeures après le

suès du premier vol motorisé, e�etué par les inventeurs amériains Orville et Wilbur

Wright en 1903.

La omplexité des éoulements visqueux, en partiulier des éoulements turbulents,

a longtemps limité les progrès en dynamique des �uides. En 1904, l'ingénieur allemand

Ludwig Prandtl indiqua que l'éoulement des �uides visqueux présente deux zones

prinipales. Une, prohe de la surfae, est onstituée d'une �ne ouhe et onentre les

e�ets de la visosité. Son traitement par un modèle mathématique peut être simpli�é

ompte tenu de sa faible épaisseur. En dehors de ette ouhe frontière, les e�ets de la

visosité peuvent être négligés et des équations mathématiques plus simples, adaptées

à l'absene de frottement, peuvent alors s'appliquer. La théorie des ouhes limites

a permis de développer les ailes d'avions modernes, la oneption des turbines à gaz

et des ompresseurs,...et. Ce modèle des ouhes limites a non seulement permis de

formuler plus simplement les équations de Navier-Stokes dans une zone prohe de la

surfae du �uide, mais a également permis de développer la théorie de l'éoulement

des �uides sans frottements. Les progrès réents de la méanique des �uides doivent

beauoup à e onept de ouhe limite.
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2.2 Couhes limites laminaires (CLL)

Les équations de la ouhe limite se déduisent des équations générales en éoulement

laminaire (Navier-Stokes) érites au hapitre préédent en négligeant ertains termes

devant d'autres par onsidération de leur ordre de grandeur.

L'une des propriétés des �uides visqueux Newtoniens ou non est d'imposer une

ondition d'adhérene à la surfae d'une paroi solide. Ce ralentissement important

n'oupe en réalité qu'une épaisseur réduite par rapport aux dimensions du orps en

ontat ave le �uide et, très rapidement, en s'éloignant de la paroi, on atteint des

valeurs des vitesses égales ou omparables à elles obtenues en �uide parfait. Cette

zone de fort gradient de vitesse est quali�ée de ouhe limite. Son épaisseur δ varie

ontinûment depuis le point d'arrêt A (Fig.2.1) et son régime d'éoulement passe du

laminaire au turbulent par un régime dit de transition. La ouhe limite se sépare

ensuite du orps solide vers le bord de fuite en formant, en aval de elui-i, un sillage

généralement très turbulent qui se dissipe dans l'éoulement prinipal.
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A

δ

Objet

Couche limite

Figure 2.1: Dé�nition de la ouhe limite.

En dehors de la ouhe limite, l'éoulement est pratiquement non visqueux puisque

les gradients de vitesse sont relativement faibles.

2.2.1 Equations régissant la ouhe limite laminaire

En s'imposant un repère loal dont l'axe OX est tangent à la paroi et l'axe OY

est normal et dirigé vers l'extérieur, les équations bidimensionnelles d'un éoulement

inompressible et stationnaire s'érivent en négligeant les fores de volume et en sup-

posant un grand rayon de ourbure :
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∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= −1
ρ
∂ P
∂ x

+ ν
(

∂2 u
∂ x2

+ ∂2 u
∂ y2

)

u ∂ v
∂ x

+ v ∂ v
∂ y

= −1
ρ
∂ P
∂ y

+ ν
(

∂2 v
∂ x2

+ ∂2 v
∂ y2

)

(2.1)

Nous allons dé�nir un ertain nombre de référenes permettant d'adimensionnaliser

les variables.

� Ue : vitesse de référene (par exemple la vitesse à l'extérieur de la ouhe limite

suivant X) ;

� L : longueur aratéristique dans la diretion X ;

� δ : longueur aratéristique dans la diretion Y ( δ/L << 1)

� Ue δ/L : vitesse de référene dans la diretion Y ;

� ρU 2
e : pression de référene.

Il est alors possible de déterminer l'ordre de grandeur de haun des termes des équa-

tions (2.1).

∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

Ue

L
Ue δ
L δ

= Ue

L

don les deux termes subsisteront puisqu'ils ont le même ordre de grandeur.

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= −1
ρ
∂ P
∂ x

+ ✟
✟
✟ν ∂2 u

∂ x2
+ ν ∂2 u

∂ y2

Ue
Ue

L
= U 2

e

L
Ue δ
L

Ue

δ
= U 2

e

L

U 2
e

L
ν Ue

L2 ≪ ν Ue

δ2

✚
✚✚u ∂ v
∂ x

+
✚
✚✚v ∂ v
∂ y

= −1
ρ
∂ P
∂ y

+ ✟
✟
✟ν ∂2 v

∂ x2
+ ν ∂2 v

∂ y2

Ue
Ue δ
L2 = U 2

e δ

L2 ≪ U 2
e

δ
Ue δ
L

Ue δ
L δ

= U 2
e δ

L2 ≪ U 2
e

δ

U 2
e

δ
ν Ue δ

L3 ≪ ν Ue

L δ

Cette première simpli�aton nous donne :































∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= −1
ρ
∂ P
∂ x

+ ν ∂2 u
∂ y2

0 = −1
ρ
∂ P
∂ y

+ ν ∂2 v
∂ y2

E�etuons maintenant le rapport entre les termes de pression et les termes visqueux

suessivement pour les deux dernières équations :
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U 2
e

L
δ2

ν Ue
= Ue L

ν

(

δ
L

)2
= Re

(

δ
L

)2 → 1 ⇒ même ordre de grandeur.

U 2
e

δ
L δ
ν Ue

= Ue L
ν

= Re ≫ 1 ⇒ le terme visqueux est négligeable devant le terme

de pression.

Compte tenu de es simpli�ations, on obtient les équations de Prandtl de la CLL

bidimensionnelle :































∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= −1
ρ
∂ P
∂ x

+ ν ∂2 u
∂ y2

∂ P
∂ y

= 0

(2.2)

La dernière équation de (2.2) indique que la ouhe limite transmet intégralement

à la paroi la pression existant à la périphérie de la ouhe à la même absisse.

p (y = 0) = p (y = δ)

- Remarque :

En présene d'une forte ourbure de rayon Rc, on utilisera pour ette dernière

équation la relation :

1

ρ

∂ P

∂ y
=

U2
e

Rc

(2.3)

- Autre expression :

A la périphérie de la ouhe limite l'éoulement est pratiquement non visqueux et

peut se aluler selon la théorie potentielle. Selon le théorème de Bernoulli, la vitesse

à la limite Ue (x) est liée à la pression pe (x) par la relation :

pe (x) +
1

2
ρU 2

e (x) = Cte
(2.4)

Sahant que pe ne dépend pas de y, on peut érire :

−1

ρ

d pe (x)

d x
= Ue

dUe (x)

d x
(2.5)
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d'où l'expression �nale :











∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= Ue
dUe

d x
+ ν ∂2 u

∂ y2

(2.6)

où Ue est une fontion de x dérite par la théorie potentielle (Ch.??).

- Conditions aux limites :

� A la paroi : y = 0, u = v = 0.

� A la surfae de la ouhe limite : y = δ (x), u = Ue (x).

2.2.2 Paramètres aratéristiques de la ouhe limite

Pour étudier et modéliser la ouhe limite on utilise, en plus de l'épaisseur δ de la

ouhe limite, les épaisseurs δ1 de déplaement et δ2 de quantité de mouvement.

2.2.2.1 Epaisseur de déplaement

Elle orrespond au dé�it de débit lié à la présene de la ouhe limite (Fig.2.2).
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�����������

δ

δ

y y

uu
1

U U

U0.99

e e

e

PSfrag replaements

∞
∫

0

(Ue − u) dy

Figure 2.2: Perte de débit liée à la présene de la ouhe limite.

On érit, par dé�nition :

δ1 Ue =

∞
∫

0

(Ue − u) dy (2.7)
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Comme u ne varie pratiquement plus à partir de δ , l'équation (2.7) permet de

aluler δ1 :

δ1 =

δ
∫

0

(

1− u

Ue

)

dy (2.8)

δ1 est aussi appelée : épaisseur de perte de débit.

Une autre interprétation plus réelle stipule que l'épaisseur de déplaement est la

distane ave laquelle s'est déplaée une ligne de ourant de l'éoulement extérieur à

ause de la présene de la ouhe limite qui fait obstrution partielle à l'éoulement

libre (Fig.2.3).

0 0

δ1

δ

y y

x x

y
Ue

ligne de courant

Ue

y

(b)(a)

(vc)

(vc)

u

Figure 2.3: Déviation de la ligne de ourant liée à la présene de la ouhe limite.

En �uide parfait (Fig.2.3(a)), la onservation du débit volumique par unité de profon-

deur nous donne :

Qv =
y0
∫

0

Ue dy = Ue y0

En �uide réel (Fig.2.3(b)), ette onservation nous donne :

Qv =
δ
∫

0

u dy +
y0+δ1
∫

δ

Ue dy =
δ
∫

0

u dy + Ue (y0 + δ1 − δ)

⇔ Ue y0 =
δ
∫

0

u dy + Ue y0 + Ue δ1 − Ue δ =
δ
∫

0

(u− Ue) dy + Ue y0 + Ue δ1

et en éliminant Ue y0 puis en divisant par Ue nous aurons l'épaisseur de déplaement

δ1 exatement omme établie en (2.8).

2.2.2.2 Epaisseur de quantité de mouvement

On dé�nit de la même façon l'épaisseur δ2 orrespondant au dé�it de quantité de

mouvement (Fig.2.4).
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(vc)

Ue

u δ

Figure 2.4: Quantité de mouvement liée à la présene de la ouhe limite.

La di�érene de quantité de mouvement entre l'entrée et la sortie est :

∆Iv =
δ
∫

0

ρUe u dy −
δ
∫

0

ρ u2 dy =
δ
∫

0

ρ u (Ue − u) dy = ρU2
e δ2

d'où la valeur de l'épaisseur de quantité de mouvement δ2 :

δ2 =

δ
∫

0

u

Ue

(

1− u

Ue

)

dy (2.9)

On observe toujours l'inégalité :

δ > δ1 > δ2 (2.10)

2.2.2.3 Fateur de forme

On dé�nit aussi le paramètre ou fateur de forme H par :

H =
δ1
δ2

(2.11)

Ce paramètre aratérise la forme du pro�l de vitesse dans la ouhe limite. Il prend

des valeurs di�érentes selon la nature laminaire ou turbulente de l'éoulement dans la

ouhe limite. Pour une CLL sur une plaque plane, il passe pratiquement du double

au simple : d'environ 2, 6 pour la CLL à 1, 3 pour la CLT. Le fateur de forme est

également in�uené par le gradient longitudinal de pression. En présene d'un gradient

adverse (

dp

dx
> 0), il permet de aratériser l'apparition du déollement qui orrespond

à une valeur de H d'environ 3, 5 à 4 (ritère de déollement fondé sur H).

2.2.3 Solution exate des équations de la CLL

2.2.3.1 Cas de la plaque plane

Soit un éoulement horizontal de vitesse onstante Ue sur une plaque plane très

mine (Fig.2.5) ave un gradient de pression nul :
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������������������������������������������������������������

Y

(x)

x

Couche limiteδ

X

Ue

u(y)

Figure 2.5: Couhe limite sur une plaque plane.

Ce problème est régit par les équations et les (C.L) suivantes :











∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= ν ∂2 u
∂ y2

avec (C.L)











u(x, 0) = 0

v(x, 0) = 0

u(x,∞) = Ue

(2.12)

Il est ommode d'introduire la fontion de ourant ψ telle que :

u =
∂ ψ

∂ y
; v = −∂ ψ

∂ x

L'équation de ontinuité est automatiquement satisfaite et le système (2.12) se tran-

forme en (2.13) :

∂ ψ

∂ y
· ∂2 ψ

∂ x ∂ y
− ∂ ψ

∂ x
· ∂

2 ψ

∂ y2
= ν

∂3 ψ

∂ y3
avec (C.L)











∂ ψ

∂ y
(x, 0) = 0

∂ ψ

∂ x
(x, 0) = 0

∂ ψ

∂ y
(x,∞) = Ue

⇔ ψ(x, 0) = 0

(2.13)

la 2

ème
(C.L) s'érit :

x
∫

0

∂ ψ

∂ x
(x, 0) dx = ψ(x, 0)− ψ(0, 0) et on hoisi ψ(0, 0) = 0 ar ψ

est dé�nie à une onstante près.

Reherhe de solutions auto-semblables pour les pro�ls de vitesse : -à-d,

on se demande si les pro�ls de vitesse ne deviennent pas identiques lorsqu'on rapporte

l'ordonnée à l'épaisseur de la ouhe limite. On herhe don s'il est possible d'érire :

u

Ue
= Φ(

y

δ
) = Φ(η) (2.14)

où Φ sera la même fontion universelle pour tout x (-à-d indépendante de x).
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L'analyse dimensionnelle nous donne : δ ∼ √

ν x
Ue

et on peut don utiliser omme

variable de similitude :

η =

√

Ue
ν x

. y (2.15)

u = Ue Φ(η) =⇒ ∂ ψ

∂ y
= Ue Φ(η) =⇒ ψ = Ue

∫

Φ(η) dy = Ue δ f(η) où (f
′

(η) = Φ(η)).

En dé�nitive, la reherhe de pro�ls de similitude revient don à herher ψ sous la

forme :

ψ(x, y) =
√

Ue ν x . f(η) avec η =

√

Ue
ν x

. y (2.16)

En remplaçant (2.16) dans (2.13) et en e�etuant toutes les dérivées partielles, on

aura une équation di�érentielle ordinaire non-linéaire du 3

ème
degré (2.17) appelée :

équation de Blasius.

2 f
′′′

(η) + f(η) f
′′

(η) = 0 avec (C.L)











f
′

(0) = 0

f(0) = 0

f
′

(∞) = 1

(2.17)

La variable x a totalement disparue de ette équation on�rmant ainsi l'existene

de solutions auto-semblables de type (2.16). La similitude des pro�ls de vitesse est

une propriété remarquable puisqu'une fontion unique détermine la forme de tous les

pro�ls.

Le hamp de vitesse est donné par :















u(x, y) = Ue f
′

(η)

v(x, y) = 1
2

√

ν Ue

x
.
(

η f
′

(η)− f(η)
)

(2.18)

La résolution de l'équation de Blasius peut être obtenue par la �méthode de tir �

ou �shooting method � utilisant la méthode de Runge-Kutta. La distribution de vitesse

dans la CLL est ainsi représentée (Fig.2.6).
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PSfrag replaements

u
Ue

v
√
Rex

Ue

Figure 2.6: Distribution de vitesse dans la CLL sur une plaque plane [11℄.

D'après ette �gure, on remarque que la omposante v de la vitesse n'atteint pas

la valeur nulle à l'extérieur de la ouhe limite mais une valeur donnée par :

v

Ue
= 0, 865

√

ν

Ue x
=

0, 865√
ℜex

(2.19)

où :

ℜex =
Ue x

ν
(2.20)

est le nombre de Reynolds loal basé sur la distane à la paroi à partir du bord d'attaque

de la plaque.

Cei est dû à l'e�et du déplaement de la ouhe limite, l'éoulement extérieur dévie

de la surfae autant que ette dernière devient plus épaisse. Les mesures de la distri-

bution de vitesse à l'intérieur de la ouhe limite sans gradient de pression montrent

un exellent aord ave les préditions de l'équation de Blasius.

- Epaisseur de la ouhe limite : Cette dernière ne peut être dé�nie uniquement à

ause de l'in�uene de la visosité qui dérois asymptotiquement ave la distane à la

surfae de la plaque. Elle est dé�nie par la valeur de y pour laquelle

u
Ue

= 0, 99. Cei

orrespond don d'après (Fig.2.6) à η ≃ 5, d'où :

δ (x) =
5 x√
ℜex

(2.21)

Les épaisseurs de déplaement et de quantité de mouvement sont données suessi-
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vement par les relations (2.22) et (2.23) i-dessous :

δ1 (x) =
1, 721 x√

ℜex

(2.22)

δ2 (x) =
0, 664 x√

ℜex

(2.23)

- Coe�ient de frottement à la paroi : La ontrainte de isaillement loale à la

surfae de la plaque dépend seulement de x, elle est donnée par :

τp = µ
∂ u

∂ y

∣

∣

∣

∣

y=0

= µUe

√

Ue
ν x

f
′′

(0) = 0, 332µUe

√

Ue
ν x

(2.24)

Le oe�ient de frottement à la paroi est donnée par :

Cf =
τp

1
2
ρU 2

e

=
0, 664√
ℜex

=
1, 328√
ℜeL

(2.25)

où ℜeL est le nombre de Reynolds basé sur la longueur de la plaque.

- Remarque :

Si la distane x augmente alors l'épaisseur δ de la ouhe limite augmente aussi

mais à partir d'un ertain ℜex, l'éoulement dans la ouhe limite devient transitoire

puis turbulent et les relations proposées i-dessus ne seront plus appliables.

Le tableau (Tab.2.1) i-dessous nous donne une idée sur les épaisseurs de la ouhe

limite dans les as de l'eau et de l'air :

δ (mm) Ue = 1m/s Ue = 3m/s Ue = 10m/s

Air 19 / 6

Eau 5 2,9 /

Table 2.1: Epaisseurs de la ouhe limite laminaire sur une plaque plane.
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- Exemple d'appliation :

Caluler les épaisseurs de la ouhe limite, de déplaement et de quantité de

mouvement en bout d'une plaque de longueur 2m plaée dans un éoulement

de vitesse uniforme de 20m/s d'un �uide de visosité inématique

1, 4.10−5m2/s.

Calulons d'abord le nombre de Reynolds loal en bout de plaque :

ℜeL = Ue L
ν

= 2857143.

Passons maintenant au alul des épaisseurs :

Epaisseur de la ouhe limite : δ (L) = 5L√
ℜeL

= 0, 0059 soit 5, 9mm.

Epaisseur de déplaement : δ1 (L) = 1,721L√
ℜeL

= 0.00203 soit environ 2, 0mm.

Epaisseur de quantité de mouvement : δ2 (L) = 0,664L√
ℜeL

= 0.00078 soit environ

0, 8mm.

2.2.3.2 Cas général

La méthode dérite préédemment néessite la onnaissane de l'éoulement poten-

tiel Ue(x) au voisinage d'une paroi pour donner un ordre de grandeur au terme Ue
dUe

dx

qui �gure dans les équations de Prandtl.

Falkner et Skan ont étendu la méthode préédente au as général :

Ue(x) = q0 x
m

(2.26)

La relation (2.26) orrespond à l'éoulement potentiel sur un dièdre pour lequel l'axe

ox est onfondu ave la fae étudiée (Fig.2.7).

π
2

β

O

x

y
δ(x)

q
0

Figure 2.7: Eoulement autour d'un dièdre.
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La fontion potentielle omplexe orrespondant à et éoulement est donnée par :

F (z) = q0
zm+1

m+ 1
(2.27)

Comme F (z) = φ+ i ψ alors on en déduit la fontion ψ :

ψ =
q0

m+ 1
rm+1 sin (m+ 1) θ (2.28)

La forme du solide orrespondant à ψ = 0 est donnée pour θ0 =
mπ
m+1

. En remarquant

que θ0 est identique à β
π
2
, on en déduit :

β =
2m

m+ 1
(2.29)

1. m = 0 et β = 0 : ei orrespond à la plaque dans la diretion de l'éoulement

(Fig.(a)).

2. m = 1 et β = 1 : ei orrespond à la plaque dans la diretion perpendiulaire

à l'éoulement (Fig.(b)).

3. m > 0 et β > 0 : ei orrespond à une aélération de l'éoulement en fontion

de x et à un gradient de pression négatif.

4. m < 0 et β < 0 : ei orrespond à une déélération de l'éoulement en fontion

de x et à un gradient de pression positif. Lorsque e dernier atteint une valeur

su�sante, la ouhe limite déolle de la paroi.

L'équation de Falkner et Skan s'érit de la manière suivante :

f
′′′

+
m+ 1

2
f f

′

+m
(

1− f
′

)

= 0 avec (C.L)











f(0) = 0

f
′

(0) = 0

f
′

(∞) = 1

(2.30)

Si m = 0 dans l'équation (2.30), on obtient alors l'équation de Blasius (2.17).

- Remarque :

Il existe d'autres méthodes donnant la solution approximative des équations de la

CLL telles que la méthode des équations intégrales de Karman-Pohlhausen ainsi que

elle des développement asymptotiques.
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2.2.3.3 Evolution de la CLL à la surfae d'une forme quelonque

Si l'éoulement potentiel n'est pas de la forme (2.26), on quali�e la CLL de non-

autosimilaire. C'est le as par exemple des pro�ls aérodynamiques. La méthode la plus

sommaire onsiste à remplaer les résultats obtenus aux di�érents absisses urvilignes

par eux obtenus pour la plaque plane aux mêmes absisses linéaires pour la même

valeur de m.

2.2.4 Equation intégrale de Von-Karman

Dans le as où l'on désire appliquer les équations de la CLL pour le alul de

l'éoulement, les di�ultés renontrées en essayant de trouver la solution exate sont

plus grandes que la solution omplète est souvent non évaluée. Les solutions exates ont

été obtenues pour un ertain nombre de as pour lesquels la distribution de pression

peut être exprimée par une forme algebrique simple, tel que pour un éoulement autour

d'un ylindre irulaire. La solution exate des équations de CLL pour le as où

dp

dx
6= 0

est disuté dans la référene [30℄. D'une façon générale, un alul approximatif peut

être entrepris en utilisant les formes intégrales des équations de la CLL.











∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= Ue
dUe

d x
+ ν ∂2 u

∂ y2

avec (C.L)











u(x, 0) = 0

v(x, 0) = 0

u(x, δ(x)) = Ue(x)

(2.31)

Commençons par intégrer la première équation :

δ
∫

0

∂ u
∂ x
dy +

δ
∫

0

∂ v
∂ y
dy = 0 ⇒

δ
∫

0

∂ u
∂ x
dy + [v(x, δ)− v(x, 0)] =

δ
∫

0

∂ u
∂ x
dy + [ve − 0] = 0

=⇒ ve = −
δ
∫

0

∂ u
∂ x
dy

Intégrons maintenant la deuxième équation :

δ
∫

0

u∂ u
∂ x
dy +

δ
∫

0

v ∂ u
∂ y
dy =

δ
∫

0

Ue
dUe

d x
dy + ν

δ
∫

0

∂
∂ y

(∂ u
∂ y

) dy

⇒
δ
∫

0

u∂ u
∂ x
dy + u v|δ0 −

δ
∫

0

u∂ v
∂ y
dy =

δ
∫

0

Ue
dUe

d x
dy + ν ∂ u

∂ y

∣

∣

∣

δ

0

en multipliant la 1ère équation par u on aura :
δ
∫

0

u∂ v
∂ y
dy = −

δ
∫

0

u∂ u
∂ x
dy et en remplaçant :

⇒
δ
∫

0

u∂ u
∂ x
dy − Ue

δ
∫

0

∂ u
∂ x
dy +

δ
∫

0

u∂ u
∂ x
dy =

δ
∫

0

Ue
dUe

d x
dy − ν ∂ u

∂ y

∣

∣

∣

y=0

⇒ Ue
δ
∫

0

∂ u
∂ x
dy − 2

δ
∫

0

u∂ u
∂ x
dy +

δ
∫

0

Ue
dUe

d x
dy = τp

ρ

⇒
δ
∫

0

∂ (uUe)
∂ x

dy −
δ
∫

0

u dUe

d x
dy −

δ
∫

0

∂ u2

∂ x
dy +

δ
∫

0

Ue
dUe

d x
dy = τp

ρ
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⇒
δ
∫

0

d
dx

[u (Ue − u)] dy +
δ
∫

0

(Ue − u) dUe

d x
dy = τp

ρ

⇒ d
dx

δ
∫

0

u (Ue − u) dy + dUe

d x

δ
∫

0

(Ue − u) dy = τp
ρ

En introduisant les relations (2.8) et (2.9), nous aurons :

d
dx

(U2
e δ2) + Ue

dUe

d x
δ1 =

τp
ρ

⇒ U2
e
d δ2
dx

+ 2Ue
dUe

d x
δ2 + Ue

dUe

d x
δ1 =

τp
ρ

soit �nalement en divisant par U2
e :

dδ2
dx

+ (δ1 + 2 δ2)
1

Ue

dUe
dx

=
τp
ρU2

e

(2.32)

et en introduisant le oe�ient de frottement à la paroi Cf ainsi que le fateur de forme

H , l'équation (2.32) devient :

dδ2
dx

+ (H + 2)
δ2
Ue

dUe
dx

=
Cf
2

(2.33)

L'équation de Von-Karman (2.33) relie les épaisseurs de déplaement et de quantité

de mouvement à la vitesse extérieure et au oe�ient de frottement loal. Elle est appli-

able à des ouhes limites inompressibles soumises ou non à un gradient de pression.

L'éoulement dans la ouhe limite peut être laminaire ou turbulent. L'augmentation

de δ2 résulte d'une part de la ontrainte de isaillement à la paroi. D'autre part, si

l'éoulement à l'extérieur de la ouhe limite est aéléré, -à-d

dUe

dx
> 0, l'augmenta-

tion de δ2 est défavorisée ; par ontre, si
dUe

dx
< 0, l'augmentation de δ2 est favorisée. Si la

déélération est su�samment forte, la ouhe limite se détahe de la paroi (

∂u
∂y

∣

∣

∣

y=0
= 0).

Une autre méthode qui permet d'aboutir à l'équation de Von-Karman est donnée en

Annexe (??).

- Cas d'un gradient de pression nul :

L'équation de Von-Karman (2.32) se réduit dans le as où

dp

dx
= 0 à l'expression :

dδ2
dx

=
τp
ρU2

e

(2.34)

- Remarque :

La vitesse de l'éoulement extérieur doit être déterminée au préalable avant de pou-

voir appliquer la relation (2.33). Et puisqu'elle est reliée au gradient de pression par la

relation (2.5), sa détermination revient don à onnaître le gradient de pression.
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2.2.5 Analyse de la CLL par la méthode de Karman-Pohlhausen

Une approhe alternative à la résolution des équations de la CLL est l'utilisation de

solutions approhées. La méthode approximative de Karman-Pohlhausen donne d'une

manière plus simple des résultats très prohes des solutions exates. De ette manière,

la plupart des propriétés importantes de l'éoulement dans la ouhe limite seront

dé�nies. Nous allons don appliquer ette méthode dans le as d'une CLL sur une

plaque plane en l'absene de gradient de pression et nous utiliserons alors l'équation

(2.34). Considérons par exemple une distribution polynomiale du pro�l de vitesse telle

que :

u

Ue
= a0 + a1

(y

δ

)

+ a2

(y

δ

)2

+ a3

(y

δ

)3

(2.35)

Les quatre oe�ients a0 · · · a3 doivent satisfaire les onditions aux limites suivantes :

� vitesse nulle à la paroi ;

� vitesse à la périphérie de la ouhe limite égale à elle de l'éoulement potentiel ;

� ontrainte nulle à la périphérie de la ouhe limite.

La ondition sur la vitesse transversale v(x, 0) = 0 ne peut être exploitée diretement

et il faudra une quatrième ondition pour déterminer es oe�ients. Cette ondition

est obtenue par appliation de l'équation de quantité de mouvement au niveau de la

parois (y = 0) :

✘✘✘✘✿0
u(x, 0)

∂ u(x, 0)

∂ x
+✘✘✘✘✿0
v(x, 0)

∂ u(x, 0)

∂ y
= ν

∂2 u(x, 0)

∂ y2
=⇒ ∂2 u(x, 0)

∂ y2
= 0

d'où les quatre onditions :

(C.L)











u(x, 0) = 0

u(x, δ(x)) = Ue(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u
∂y

∣

∣

∣

y=δ
= 0

∂2u
∂y2

∣

∣

∣

y=0
= 0

(2.36)

La résolution de e système d'équations nous donne : a0 = 0; a1 =
3
2
; a2 = 0; a3 = −1

2
.

Le pro�l approximatif de la vitesse est don :

u

Ue
=

3

2

(y

δ

)

− 1

2

(y

δ

)3

(2.37)

Calulons maintenant les propriétés de la ouhe limite :

δ1 =
δ
∫

0

(

1− u
Ue

)

dy =
δ
∫

0

[

1− 3
2

(

y

δ

)

+ 1
2

(

y

δ

)3
]

dy = 3
8
δ.

δ2 =
δ
∫

0

u
Ue

(

1− u
Ue

)

dy =
δ
∫

0

[

3
2

(

y

δ

)

− 1
2

(

y

δ

)3
] [

1− 3
2

(

y

δ

)

+ 1
2

(

y

δ

)3
]

dy = 39
280

δ.
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τp = µ ∂u
∂y

∣

∣

∣

y=0
= 3

2
µUe

δ
= 3

2
ρ ν Ue

δ
⇒ τp

ρU2
e
= 3

2
ν
Ue δ

En remplaçant dans l'équation de Von-Karman sans gradient de pression (2.34), on

aura :

dδ2
dx

= τp
ρU2

e
⇐⇒ d

dx

(

39
280

δ
)

= 3
2

ν
Ue δ

⇒ dδ
dx

= 140
13

ν
Ue δ

En séparant les variables et en intégrant, on aura : δ2 = 280
13

ν x
Ue

+ C.

Comme l'épaiseur de la ouhe limite est nulle au bord d'attaque (δ(x = 0) = 0) alors

la solution devient :

δ2 = 280
13

ν x
Ue

=⇒ δ = 4, 641
√

ν x
Ue

et en introduisant le nombre de Reynolds loal (2.20) :

δ =
4, 641 x√

ℜex

(2.38)

En remplaçant dans les équations obtenues i-dessus, on aura �nalement :

δ1 =
1, 740 x√

ℜex

(2.39)

δ2 =
0, 646 x√

ℜex

(2.40)

Cf =
0, 646√
ℜex

(2.41)

τp
ρU2

e

=
0, 323√
ℜex

(2.42)

H =
δ1
δ2

= 2, 692 (2.43)

Ces résultats, bien que approhés, sont omparables à eux de la solution exate de

l'équation de Blasius (2.21 à 2.25).

A l'aide de ette méthode, nous pouvons don obtenir une bonne approximation des

aratéristiques de l'éoulement dans la ouhe limite sans avoir à déterminer d'une

façon exate la forme du pro�l de vitesse.
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- Exerie :

Retrouver les valeurs du tableau (2.3) qui donne les solutions approhées de quelques

pro�ls de vitesse. Le tableau (2.2) i-dessous vous permettra de véri�er les solutions

intermédiaires.

Pro�l de vitesse

δ1
δ

δ2
δ

τp
ρU2

e

y

δ
1
2

1
6

ν
δ Ue

2
(

y

δ

)

−
(

y

δ

)2 1
3

2
15

2 ν
δ Ue

2
(

y

δ

)

− 2
(

y

δ

)3
+
(

y

δ

)4 3
10

37
315

2 ν
δ Ue

sin
(

π
2
y

δ

)

1− 2
π

2
π
− 1

2
π
2

ν
δ Ue

Table 2.2: Valeurs intermédiaires pour le tableau (2.3).

Le tableau (2.3)i-dessous donne les solutions approhées de quelques pro�ls de

vitesse, hoisis arbitrairement, en les omparant ave la solution exate de Blasius.
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Pro�l de vitesse

δ
x

√
ℜex

δ1
x

√
ℜex

δ2
x

√
ℜex

τp
ρU2

e

√
ℜex H

Blasius (exate) 5 1, 721 0, 664 0, 332 2, 592

y

δ
3, 464 1, 732 0, 577 0, 288 3, 000

2
(

y

δ

)

−
(

y

δ

)2
5, 477 1, 826 0, 730 0, 365 2, 500

3
2

(

y

δ

)

− 1
2

(

y

δ

)3
4, 641 1, 740 0, 646 0, 323 2, 692

2
(

y

δ

)

− 2
(

y

δ

)3
+
(

y

δ

)4
5, 835 1, 751 0, 685 0, 343 2, 554

sin
(

π
2
y

δ

)

4, 795 1, 742 0, 655 0, 327 2, 660

Table 2.3: Solutions approhées de quelques pro�ls de vitesse.

On onstate, en premier lieu, que malgré sa simpliité, le pro�l linéaire donne des

résultats qui ne sont pas loins de eux de Blasius. Aussi, on remarque que le pro�l

polynomial du 3ème ordre ainsi que le pro�l sinusoidal donnent les meilleurs résulat par

rapport aux autres pro�ls.

2.2.6 Stabilité de la ouhe limite laminaire

La dégénéresene éventuelle de l'éoulement laminaire initial dans la ouhe limite

pour former la ouhe turbulente qui est observée à des nombres de Reynolds élevés est

assoiée aux stabilités qui apparaissent dans la ouhe laminaire originale. La stabilité

de la CLL ave

dp

dx
= 0 a été étudiée par Tollmien en utilisant la méthode des petites

perturbations et e travail a été étendu et amélioré par Shlihting. La stabilité de la

CLL a été évaluée en faisant référene à de petites perturbations yliques telles que

elle représentées sur la �gure (Fig.2.8).
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Figure 2.8: Perturbations yliques dans une ouhe limite laminaire.

La frontière de la ligne neutre de stabilité en fontion de la longueur d'onde λ de la

perturbation et du nombre de Reynolds basé sur l'épaisseur de déplaement est traée

sur la �gure (Fig.2.9).

Pour les éoulements sans gradient de pression, il a été trouvé que la CLL est

omplètement stable en e qui onerne les petites perturbations aux valeurs

Ue δ1
ν

<

575. A partir de δ1 = 1, 73
√

ν x
Ue
, il s'ensuit que l'éoulement laminaire est stable pour

les valeurs de Reynolds

Ue x
ν

< 1, 1.105. Par onséquent, aux nombres de Reynolds

inférieurs à 1, 1.105, les perturbations sont atténuées et l'éoulement garde sa forme

laminaire. Cependant, aux nombres de Reynolds élevés, les perturbations peuvent être

ampli�ées et le proessus de transition s'amore. On peut aussi voir, d'après la �gure,

que pour un Reynolds donnée, la stabilité de la CLL est seulement mise en ause par les

perturbations dans une bande de longueur d'onde relativement étroite. Du fait que le

proéssus de transition est seulement délenhé par l'ampli�ation des perturbations,

il s'ensuit que la transition doit se produire en aval du point où

Ue x
ν

= 1, 1.105.
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Figure 2.9: Limites de stabilité pour la ouhe limite laminaire.

Dans ette �gure, Λ est appelé �fateur de forme de Pohlhausen�, il est dé�ni par

la relation (2.44) et il varie dans la plage −12 ≤ Λ ≤ 12. Pour Λ = −12, la séparation

de la CLL est atteinte et pour Λ > 12, les résultats n'ont auun sens physique en

éoulement stationnaire.

Λ = − δ2

µUe

dp

dx
(2.44)

La stabilité de la CLL est grandement a�etée par la présene du gradient de pres-

sion. S'il est favorable (

dp

dx
< 0), il ause une augmentation notable de la stabilité mais,

s'il est défavorable (

dp

dx
> 0), la transition vers l'éoulement turbulent est provoquée

beauoup plus failement.

2.3 Couhe limite turbulente

La ouhe limite laminaire est aratérisée par un éoulement sans �utuations

de vitesse loale. Lorsque le nombre de Reynolds ℜex prend une valeur su�sante,

on observe l'apparition de bou�ées turbulentes de faible durée et de faible amplitude

longitudinale.

En introduisant un fateur d'intermittene γ qui est la fration du temps orrespon-

dant au régime turbulent, on peut dé�nir la zone de transition par le ritère suivant :

elle débute lorsque γ = 2% et se termine lorsque γ vaut 90 %. La ouhe limite est alors
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onsidérée omme turbulente. Le début et la �n de ette zone de transition dépendent

beauoup de la rugosité de la paroi (Fig.2.10). Dans de nombreux as, on néglige la

longueur de la zone de transition en supposant que la ouhe limite hange brutalement

de régime en passant du laminaire au turbulent.

�����������������������������
�����������������������������
�����������������������������
�����������������������������

Y
Ue

Ue

Laminiare Transition Turbulent

H = 
δ

δ

Ue

X

X

2

1

Figure 2.10: Couhe limite turbulente.

Les équations de la ouhe limite turbulente bidimensionnelle inompressible se ré-

duisent à des expressions omparables à (2.2) dans lesquelles apparaissent les tensions

turbulentes jusqu'ii absentes. Elles s'érivent à partir des moyennes temporelles des

omposantes de la vitesse :











∂ u
∂ x

+ ∂ v
∂ y

= 0

u ∂ u
∂ x

+ v ∂ u
∂ y

= −1
ρ
∂ P
∂ x

+ ν ∂2 u
∂ y2

− ∂ (u′ v′)
∂ y

(2.45)

Les tensions turbulentes di�ilement modélisables sont maintenant prépondérantes

sauf au voisinage immédiat de la paroi.
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2.4 Exeries

L1 : 1- Erire les équations de Navier-Stokes

régissant un éoulement, inompressible et

visqueux en oordonnées artésiennes.

2- Dé�nir haun des termes présents dans es

équations.

3- Simpli�er es équations pour un éoule-

ment plan (xoz), stationnaire, et pour lequel

les fores de volume sont négligeables.

4- En déduire les équations de la ouhe li-

mite laminaire bidimensionnelle pour un éou-

lement sur une plaque plane. Justi�er toutes

vos réponses et simpli�ations.

5- En remplaçant le gradient de pression par

une expression issue de la théorie potentielle

que l'on préisera, donner une autre expres-

sion de es équations de la ouhe limite ainsi

que les onditions aux limites appropriées.

On utilisera pour les simpli�ations les va-

riables de référene suivantes :

Ue : vitesse de référene = vitesse de l'éoule-

ment à l'extérieur de la C.L. suivant x.

L : longueur aratéristique dans la diretion

x.

δ : longueur aratéristique dans la diretion

y. (δ << L)

Ue · δ/L : vitesse de référene suivant y.

ρ U2
e : pression de référene.

L2 : Considérons l'éoulement horizontal et

stationnaire d'un �uide inompressible et vis-

queux sur une plaque plane très mine. La

vitesse de l'éoulement extérieur Ue est uni-

forme.

En suppose que l'expression du pro�l adi-

mensionnel de vitesse à l'intérieure de la

ouhe limite laminaire qui se développe

sur la plaque (δ(x = 0) = 0) est de la

forme :

u
Ue

= η

où η = y

δ(x)
.

Donner les expressions de

δ(x)
x

et du o-

e�ient de frottement à la paroi Cf en

fontion du seul nombre de Reynolds loal

ℜex.

L3 : Considérons l'éoulement horizontal et

stationnaire d'un �uide inompressible et vis-

queux sur une plaque plane très mine. La

vitesse de l'éoulement extérieur Ue est uni-

forme.

En suppose que l'expression du pro�l adi-

mensionnel de vitesse à l'intérieure de la

ouhe limite laminaire qui se développe

sur la plaque (δ(x = 0) = 0) est de la

forme :

u
Ue

= a+ b η + c η2 + d η3

où η = y

δ
.

et a, b, c et d sont des onstantes.

A la séparation de la ouhe limite :

1- Erire les quatre onditions aux limites

de l'éoulement.

2- Caluler les valeurs des onstantes a, b,

c et d.

3- Caluler le fateur de forme H .

L4 : A- Considérons l'éoulement horizontal

et stationnaire d'un �uide inompressible et

visqueux sur une plaque plane très mine. La

vitesse de l'éoulement extérieur Ue est uni-

forme.

En appliquant la méthode de résolution in-

tégrale à la ouhe limite qui se développe

sur la plaque, on obtient l'expression du

pro�l adimensionnel de vitesse onforme à

la représentation polynomiale de Pohlhau-

sen :

u
Ue

= Φ(η) = 2 η − 3 η3 + η4
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où η = y

δ
.

1- Montrer que dans e as, les quantités

δ1
δ
,

δ2
δ
et τp.δ sont des onstantes dont on

donnera les valeurs.

2- Déduire de l'intégration de l'équation de

Von-Karman la loi de variation de l'épais-

seur de la ouhe limite δ(x).

3- Donner les expressions de

δ
x
,

δ1
x
,

δ2
x
ainsi

que le oe�ient de frottement

τp
ρU2

e
en

fontion du seul nombre de Reynolds lo-

al ℜex.

B- On reprend le même problème en hoi-

sissant ette fois omme forme générale du

pro�l adimensionnel de vitesse la relation

sinusoïdale suivante :

u
Ue

= Φ(η) = a cos(α η) + b sin(β η)

où a, b, α et β sont des onstantes à priori

fontions de la seule variable x.

1- Déterminer les valeurs de es onstantes

ompatibles ave les onditions aux limites

de l'éoulement.

2- Exprimer les valeurs de

δ1
δ
,

δ2
δ

et

τp.δ. Véri�er qu'il s'agit bien toujours de

onstantes pour et éoulement.

3- Déterminer la loi d'épaisseur de la

ouhe limite δ(x).

4- Comparer les valeurs adimensionnelles

δ
x
,

δ1
x
,

δ2
x
ave elles obtenues à la partie A

puis remplir le tableau i-dessous :

TP

δ
x
ℜ

1
2
ex

δ1
x
ℜ

1
2
ex

δ2
x
ℜ

1
2
ex

τp
ρU2

e
ℜ

1
2
ex H

P

S

B 4, 92 1, 72 0, 66 0, 33 2, 59

TP : Type de pro�l. P : Polynomial.

S : Sinusoidal. B : Blasius.

5- Appliation numérique : Caluler les

épaisseurs de la ouhe limite, de dépla-

ement et de quantité de mouvement en

bout d'une plaque de longueur 2m plaée

dans un éoulement de vitesse uniforme

de 20m/s d'un �uide de visosité inéma-

tique 1, 4.10−5m2/s.

L5 : Considérons l'éoulement autour d'une

plaque plane très mine.

1- Erire les équations de Navier-Stokes en

oordonnées artésiennes pour un éoulement

inompressible et instationnaire. Identi�er les

di�érents termes présents.

2- Simpli�er es équations pour obtenir elles

de la ouhe limite laminaire bidimensionnelle

d'un éoulement stationnaire en négligeant les

fores de pesanteur et en prenant omme va-

riables de référene :

Ue : vitesse de référene = vitesse de l'éoule-

ment à l'extérieur de la C.L. suivant x.

L : longueur aratéristique dans la diretion

x.

δ : longueur aratéristique dans la diretion

y. (δ << L)

Ue · δ/L : vitesse de référene suivant y.

ρU2
e : pression de référene.

3- Montrer en expliquant que es équations

peuvent aussi se mettre sous la forme sui-

vante :











∂u
∂x

+ ∂v
∂y

= 0

u∂u
∂x

+ v ∂u
∂y

= Ue
dUe

dx
+ ν ∂

2u
∂y2

Erire dans e as les onditions aux limites

orrespondantes.

4- On suppose maintenant que Ue = Cte et

que le gradient de pression axial est nul.

- Erire les nouvelles équations qui régissent

et éoulement ave les onditions aux limites

assoiées.

- Montrer que la résolution de e système re-
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vient à la résolution d'une seule équation aux

dérivées partielles en ψ dont on érira l'expres-

sion ave les onditions aux limites assoiées

sur la fontion de ourant ψ.

5- Reherhe des solutions auto-semblables

pour les pro�ls de vitesse de la forme :

u
Ue

= Φ(y
δ
)

On pose :

η = y

δ
ave δ =

√

ν x
Ue

- Trouver la relation de type :

ψ(x, y) = K f (η)

où K est une variable à déterminer et

f
′

(η) = Φ(η)

- Montrer que le problème revient à la résolu-

tion d'une équation di�érentielle ordinaire de

la forme :

a f
′′′

+ b f f
′′

= 0

ave les onditions aux limites :

f (0) = 0 ; f
′

(0) = 0 ; f
′

(∞) = 1

où a et b sont des onstantes à déterminer.

- Donner l'expression du hamp de vitesse

u(x, y) et v(x, y) en fontion de f (η).

6- En supposant que la plaque est perée

de trous �ns a�n d'aspirer la ouhe limite.

Quelles serons les nouvelles onditions aux

limites sur f ?.

7- On reprend maintenant les équations de

la ouhe limite dé�nies à la 3ème question

et on suppose un gradient de pression axial

non nul.

- En intégrant diretement es équations

(Von-Karman), montrer qu'on peut érire

l'expression :

dδ2
dx

+ (δ1 + 2δ2)
1
Ue

dUe

dx
= τp

ρU2
e

où δ1 est l'épaisseur de déplaement, δ2

l'épaisseur de quantité de mouvement et

τp la ontrainte à la paroi.

- Quel est l'intérêt de ette solution direte

par rapport à la résolution numérique du

problème ? Disuter.
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