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Introduction

- En mathématiques et en physique théorique, I'équation de la chaleur
est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour décrire le
phénomeéne physique de conduction thermique, introduite initialement en
1811 par Jean Baptiste Joseph Fourier, apres des expériences sur la
propagation de la chaleur, suivies par la modélisation de I'évolution de la
température avec des séries trigonomeétriques, appelées depuis séries de
Fourier et transformées de Fourier, permettant une grande amélioration a
la modélisation mathématique des phénomenes, en particulier pour les
fondements de la thermodynamique, et qui ont entrainé aussi des travaux
mathématiques trés importants pour les rendre rigoureuses, véritable
révolution a la fois physique et mathématiques, sur plus d'un siecle.

1 - But

- L'objectif de notre travail est de déterminer la solution numérique de
I'équation de la chaleur bidimensionelle et instationnaire par le logiciel de
calcul symbolique MAPLE et de la comparer avec la solution analytique
existante obtenue par la méthode de séparation des variables. La
discrétisation utilisée est basée sur la méthode des différences finies en
utilisant le schéma explicite d'Euler.

- Le probléeme mathématique est défini comme suit:

Il s'agit de déterminer la répartition de la température a travers une
plaque rectangulaire soumise aux conditons aux limites et initiale
suivante:
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conditions au limites:
TO,y,t) =0 et T(l,y,t) =0
T(x,0,t) =0 et T(x,1,t) =0



condition initiale:

T(x,y,0) = x(x-1)y(y-1)



I(x.y.f)=x(x=1)y(y—1)

1.1- Discrétisation

L'EDP modéelisant I'équation de la chaleur est:
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Sa distrétisation par le schéma explicite d'Euler nous donne :
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donc:
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1.2 - Consistance

Les approximations des dérivées premiere et seconde sont:
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appliguons les opérateurs discret D et continu L a I'équation [ :

IDf—£f] = |o(A1) +0(4x)" + o( ay)°|

si o(At) ~0 et 0(Ay)2~0 et 0(Ay)2~0 alors
|o( 1) + o(ax)” + 0(4y)*| ~0

Le schéma est donc consistant avec I'EDP.

1.3 - Stabilite
Utilisons I'analyse de Von-Neumann :
on suppose que le solustion est de la forme: T(x, ), t) = Tnl.jz (1)
Jﬂx+w
on a alors :
n+l B(x+y)
T = w(t+ay ¢
n _ JB(x—Ax+y)
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en remplacant ces termes dans I'équation (2) et en simplifant par
ejB(x+y)
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Le facteur d'amplification:

On a €= w(t+Ar) donc:

y(t)

E = oc-?»l [2 cos(BAx) | + oc-xz[Z cos(Bay) 1+1 —2-a(7»1+x2) > -1

|E| <1 = -1<E<1

ad [2 cos(Bax) ] + ocokz[2 cos(Bay) 1+1 —2-0c<k1 +k2) > -1

ah [2 cos(BaAx) ] + ah, [2 cos(Bay) ]+1 —Z-a(kl +k2) <1
donc la condition de stabilite de ce schema = (xl + k2> ‘oL # %

1.4 - Convergence

Puisque ce schéma est consistance et stable alors il est convergent.

2 - Programation
2.1 - Solution Analytique

- La solution analytique obtenue par la méthode de séparation
des variables est donnée par |I'égquation:



T(x, y t)

1
- (2 k+ 122 + (2-1+ 1)2-22)t
3| D pge 80 sin((2-k+1)-1-x) -sin( (214 1)-7-y)

= (2-1+1)°7° (2-k+1)°



Traceé graphique:

;> restart, with(plots) :

1
- —((2k+ 1272+ 21+ 1)2-72) ¢
> T § %64@ go((@kHvens @It n)-sin((2-k+1)-n-x)-sin((2-l+1)-n-y)

_ K=oli=0 (2:1+1)3-1% (2-k+1)3
> agnimate3d(T,x=0.1,y=0.1,t=0.10, frames = 50)

2.2 - Solution Numeérique

\ 2.2.1 - Forme standard



Initialisation:
| > restart:
| > with(plots) :

Donnees:

> At:= 0.05 # Pas temporel en s
At:=0.05

> Ax := 0.1 # Pas spacial selon x en m
Ax:=0.1

> Ay:= 0.1 # Pas spacial selon y en m
Ay:=0.1

> nmax:= 160 # Nombre de pas temporels
nmax := 160

> jmax:=11 # Nombre de noeuds selon x

i imax:=11

> jmax:=11  # Nombre de noeuds selon y

i Jmax:=11

> Th:=0 # Condition limite en bas

i Th:=0

> Th:=0 # Condition a limite en haut

i Th:=0

> Tg:= # Condition a limite a gauche

i Tg:=0

> Td=0 # Condition a limite a droite

i Td:=0

> o= (Ax-(i—1) —1)-(Ax-(i—1))-(Ay-(j—1) = 1)-(Ay-(j
—1)) # Condition initiale

i 6:=0.01(0.1i—1.1) (i—1) (0.1j—1.1) (j—1)
> plot3d(o,i=1.imax, j= 1.jmax, axes = boxed)




Calculs:
At
> Al = —
Al :=5.000000000
At
> A2 = —
Ay
A2:=15.000000000
> (x — L
80

_ 1
80

> (Al +A2)-a  # Condition de stabilité
0.1250000000

o




Conditins aux limites:
> for nfrom 0 to nmax do;
for i from 1 to imaxdo;
T[i,1,n]:=Tb
end do;
end do;

> for nfrom 0 to nmaxdo
for i from 1 to imaxdo;
T[i, jmax, n] :== Th
end do;
| end do;
> for nfrom 0 to nmaxdo
for jfrom 1 to jmax do;
T[1,jn]:=Tg
end do;
| end do;
> for nfrom O to nmax do;
for jfrom 1 to jmax do;
Tlimax, j, n] :== Td
end do;
end do;

Conditions initiales:
> for i from 2 to imax—1 do;
for jfrom 2 to jmax— 1 do;
T[i,j,0] =0
end do;

| end do;
Boucle principale:
> for nfrom 0 to nmax — 1 do;
for i from 2 to imax— 1 do;
for jfrom 2 to jmax— 1 do;
Tli,jyn+1]:=A1-a-(T[i—1,jn]+Tli+1,jn]) +A2-a- (T[L j—1,
nl+ Tli,j+1,n]) + (1 —2-0- (A + A2)) - T[i, j, n]
end do;
end do;

end do;

Création des listes pour le tracé graphique:



> for nfrom 0 to nmax do;
Lin] =1 (seq([seq(T[i,jnl,i=1.imax)],j=1.jmax))]
| end do:
> for nfrom 0 to nmaxdo
Q[ n] = listplot3d(L[ n], axes = boxed)
end do:

> for n from O to nmaxby ninax qo

Qln]

end do
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2.2.2 - Forme procédurale

Ic:=proc( At, Ax, Ay, nmax, imax, jmax, o, Tb, Th, Tg, Td)
local A1, A2, n, i, T, j, L, Q;



AX

At
)LZ = —2,

Ay

for n from 0 to nmax do
for i to imax do
T[i1,n]:=Tb
end do
end do;
for n from 0 to nmax do
for i to imax do
Tli, jmax, n] := Th
end do
end do;
for n from 0 to nmax do
for j to jmax do
T[1,j n]=1Tg
end do
end do;
for n from 0 to nmax do
for j to jmax do
T[imax, j, n] == Td
end do
end do;
for i from 2 to imax — 1 do
for j from 2 to jmax — 1 do
T[i,j,0]:= (Ax-(i—1) —1)-Ax-(i—1)-(Ay-(j— 1) — 1)-Ay
(Jj—1)
end do
end do;
for n from 0 to nmax — 1 do
for i from 2 to imax — 1 do
for j from 2 to jmax — 1 do
Tli,jyn+1]=Al-a-(T[i—1, jn]+ T[i+1,jn]) +A2-a-(T[i, j— 1, n]
+ Tli,j+1,n]) + (1 =2-0- (Al +22)) - Tli, j, n]
end do
end do
end do;
for n from 0 to nmax do
Lin]:=[seq([seq(T[i jnl,i=1.imax)],j=1.jmax)]



end do;
for n from 0 to nmaxdo
Q[ n] := listplot3d(L[ n])
end do;
for nfrom 0 to nmaxdo
Q[ n]
end do;
end proc



3 - Comparaison

- Nous avons choisi arbitrairement cing points pour voir la différence
entre la solution analytique et la solution numérique en cing temps
différents.

La position de ces cing points est indiquée dans la figure ci-dessous:

1.0
C. E
0.8 .
0.6
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0.4
0.2 4. B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

> with(geometry) : with(plots) :

[:=n-At:
p = trunc( nmax) :
nmax-A
h:= trunc(L) ;
Nous utilisons des boucles vairant avec le temp pour calculer
t e . . _ _
T AN[t], TNum[n], € trunc(E) en utilisant les équations suivantes :
® Tynltl =
1
(2 k+ 1212+ (2-1+ 1212t
S 320 64-¢ 80 sin((2-k+1)-m-x) -sin( (214 1)-7-y)
K=0( 50 21+ 1)%7° (2-k+1)3
L TNum[n] = T[l! ,j’ n]






Point de Solution Solution Erreur Relative (
comparaison Analytique Numérique %
|:Aanalytique =102, TANO = TNumo :=0.0256 €)=
0.2] 0.02559989119 || Ty, = 0.0004250408\
40
[ Anamerique =331 || Tuy, = 0.01431095522 691
. €. ni=
0.01427588457 || Ty, = 40 it
Lany = 0.0086127818\ '
0.0085919248\ 85 €80~
08 TNum120:= 9._2427520895
Tang = 0.0052511636\ || 120"~
0.0052349243\ 52 0.3102105565
64 TN“m160 = 8160 =
Tang = 0.0032079715\ 04051457369
0.0031950270\ | 94
|78 0.4
0.1
12345
|:Banalytique = [0.8, TANO = TNumo :=0.0256 €)=
0.2] 0.02559989116 || Ty, = 0.0004251580\
[Bnumerique =19, 3] TAN2 = 0.01431095522 >76
. €, ni=
0.01427588456 || Ty, = 40
Tyn, = 0.0086127818\ 0.2456636564
0.0085919248)\ 85 €80~
08 TNum120:= 9._2427520895
Tang = 0.0052511636\ || 120"~
0.0052349243\ 52 0.3102105565
64 TN“m160 = 8160 =
Tang = 0.0032079715\ 04051457998
0.0031950270\ 94




L 76 0.4
0.1
12345
|:Canalytique:= [0.2, TANO L= TNumO :=0.0256 €y=
0.8] 0.02559989119 || Ty, = 0.0004250408\
40
[ Crumerique =13 91 || Tuy i= 0.01431095522 || %91
. €,n =
0.01427588457 || Tymg, = 40
Tyn, = 0.0086127818\ 0.2456635862
0.0085919248\ 85 €80~
08 Ty g = 9._2427520895
Tang ™= 0.0052511636\ || £120°=
0.0052349243\ 52 0.3102105565
64 TNumy g = €160 -~
0.0031950270\ || 94
|78 0.4
0.1
12345
|:Eanalytique:= [0.8, TANO = TNumO :=0.0256 €y=
0.8] 0.02559989116 || Ty, = 0.0004251580\
[ Enumerique =19, 91 || Tapy = 0.01431095522 576
. €,n =
0.01427588456 || Tymg, = 40
Tyn, = 0.0086127818\ 0.2456636564
0.0085919248\ 85 €80~
08 Ty 0 = 9._2427520895
Tang ™= 0.0052511636\ || £120°=
0.0052349243\ 52 0.3102105565

64

€160~




TNumy =

0.0031950270\ 94
|76 0.4
0.1
12345
[zam,yﬁque: (05, || Tung = Tnumg = 0:0625 | [ g, :=
0.5] 0.06250027017 || Ty, = 0.0004322701\
[Znumerique =16, 6] TAN2 = 0.04022725210 314
. €. 1=
0.04022568084 || Tyymg, = 40 0039061116
Tyn, = 0.02481774772 3'6 \
) 0.02477583675 || Ty, o = .
ANg *— .0151887561
801514423333 T, > ?—88 o 0-1691606642
T . o €120°7
ANg "~
8 00092842770\ 0.2939921027
0.0092471054\ 16
97 - €160~

0.4019800468

0.4

0.1
12345




4 - Conclusion

Durant notre cursus, nous avons appris a discrétiser
I'équation de la chaleur unidimensionnelle et
instationnaire. Ce projet nous a donné l'opportunité
d'attaquer le probleme bidimensionnel. Apres avoir
disrétisé les équations du probleme continu, nous avons
étudié théoriguement sa consistance et sa stabilité avant
de passer a sa programmation.

Nous avons utilisé le logiciel Maple pour programmer ce
probleme de deux maniéres: classique et procédurale. Ce
logiciel nous a aussi permit de faire tous les traces
graphigues nécessaires.

En fin, nous avons compraré nos resulats avec ceux
données par la solution analytique issue da la
bibliographie. Cette comparaison est faite en utilisant
des procédures de calcul de I'erreur relative intégrées
directement dans un tableau afin de mieux voir les
différences. D'une maniere générale, les résultats
numeériques sont tres proches de ceux calculés
analytiguement vu que l'erreur relative maximale est tres
faible (< 0.5 %).



