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EQUATION DE LAPLACE :

1  Introduction :

Les scientifiques et les ingénieurs utilisent plusieurs techniques pour la résolution des problèmes des 
champs (diffusion de la chaleur, propagation d'ondes...etc).Ces techniques peuvent être expérimentales, 
analytiques ou numériques.
Les méthodes expérimentales sont très chères, prennent beaucoup de temps et dans certains cas, elles sont
hasardeuses et même dangereuses. Elles ne permettent pas souvent une grande flexibilité des paramètres 
de variation.
La plupart des méthodes analytiques ne s'appliquent que dans des cas limités. Pour des problèmes relatifs 
à des systèmes de forme géométrique complexe ou à des milieux à caractéristiques non uniformes ou non 
isotropes, qui est le cas de la plupart des problèmes rencontrés en pratique, il est nécessaire de faire appel 
aux méthodes numériques.
Les problèmes rencontrés dans le domaine des sciences de l'ingénieur sont souvent représentés (ou  
modélisés) par des équations aux dérivées partielles (EDP) qui modélisent les phénomènes physiques 
présents (écoulement de fluides, transfert de chaleur, vibration des structures, propagation d'ondes, champ
électromagnétique...etc.)

2  Définition de l'équation aux dérivées partielles EDP :

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation faisant intervenir une fonction inconnue de 
plusieurs variables ainsi que certaines de ses dérivées partielles.

3  Résolution de l'équation de Laplace :

dans les écoulements potentiels (irrationnels) et en transfert thermique dans la conduction dans un solide 
par exemple.

3.1  Méthode numérique:

En général, les méthodes numériques donnent une solution approximative avec une précision suffisante 
pour les problèmes rencontrés en pratique.
Parmi les méthode exister en utiliser la méthode des différences finis ( MDF ).

3.1.1. Méthode des différences finis ( MDF ):

L'objectif de cette méthode est de transformer une équation continue valable sur un domaine continu en 
un système à N équations à N inconnues associées à un domaine discret appelé maillage.
Soit un problème régis par l'équation de Laplace et modélisant le transfert thermique à travers une plaque 
rectangulaire. Cette équation s'écrit sous la forme :

Nous passons du domaine continu au domaine discret en divisant le premier en un ensemble de mailles 
aussi petites que l'on peut.



3.1.2. Discrétisation par la formule à 5 points :

) de la manière suivante 
:

 

 nous pouvons calculer les températures nodales par :

 
3.1.3. Méthode d'ordre élevé :

) :

3.2. Méthodes Analytiques :

La solution la plus satisfaisante d'un problème de champ est certainement la solution mathématique 
exacte. Cependant, dans beaucoup de cas pratiques, cette solution analytique ne peut être obtenue et on a 
alors recours aux méthodes numériques qui sont approximatives. La solution analytique, si elle existe, est 
intéressante afin de s'assurer de la solution obtenue numériquement.
Parmi les méthode exister en utiliser la méthode de séparation des variables (MSV).



3.2.1. Méthode de séparation des variables (MSV) :

Le principe de cette méthode est de chercher les solutions d'une EDP sous la forme :
 (x, y, z, t)=X (x).Y (y).Z (z).T (t)

3.2.2. Equation de Laplace en coordonées rectangulaires :

Soit une plaque retangulaire soumise à des températures constantes comme il est indiqué sur la figure :

{ T(0,y) = 0     ,      T(x,0) = 0
  { T(a,y) = 0     ,      T(x,0) = T0

Appliquons maintenant la MSV  :
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4  Solution avec Maple :

Pour obtenir  il faut que  si ta dire a=dx et b=dy. 

4.1.1  Données : 

4.1.2  Maillage :
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(4)(4)

> > 

4.1.3  Discrétisation par la formule à 5 points (avec la méthode des procedure):

4.1.4  Discrétisation par la formule à 9 points (avec la méthode des procedure):
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Tableau de comparaisonTableau de comparaison
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4.1.5  Méthode analytique (avec la méthode des procedure):

4.1.6  Tableaux de comparésent : les tableaux de comparésent entre la méthode analytique et la 
méthode numérique (5 points et 9 points)

*Methode 1 (Maplet): 

*Method 2 (normal):

15.528 15.200 15.219
1.399 0.129
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Tableau de comparaisonTableau de comparaison
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20.497 20.790 20.788
1.399 0.012

15.528 15.200 15.219
2.027 0.129

41.615 42.082 42.077
1.099 0.010

50.932 52.511 52.462
2.917 0.093

41.615 42.082 42.077
1.099 0.010

4.1.7  Commentaire :
Quand nous prenons la solution avec la méthode numérique est a peut prés la méme que la solution 
avec la méthode analytique . 

Pour obtenir  il faut que  si ta dire  et/ou . 

4.2.1  Données : 
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4.2.2  Maillage :

4.2.3  Discrétisation par la formule à 5 points (avec la méthode des procedure):
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4.2.4  Discrétisation par la formule à 9 points (avec la méthode des procedure):

4.2.5  Méthode analytique (avec la méthode des procedure):
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4.2.6  Tableaux : les tableaux de comparésent entre la méthode analytique et la méthode numérique (5 
points et 9 points)

*Methode 1 (Maplet): 

*Method 2 (normal):

12.826 12.704 15.219
38.298 16.530

12.826 12.704 20.788
38.298 38.888

29.711 29.922 42.077
29.389 28.887

29.711 29.922 52.462
43.366 42.964
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55.997 57.775 100.900
44.503 42.740

55.997 57.775 99.363
43.645 41.855

4.2.7  Commentaire :
Quand nous prenons la solution avec la méthode numérique et la solution avec la méthode 
analytique sont différent.



> > 

(8)(8)

> > 

> > 

5  Conclution :
* En utilisez la En utilisez la 
* La solution avec la discrétisation par la formule à 9 points est mieux que la discrétisation par la formule 
à 5 points.
* Si en augment le nombre des noux N la solution avec la méthode numérique approche bien à la solution 
analytique .


