
Notes d’analyse 4 
(2019-2020) 

La différentielle première 
Soient ݊ ∈ ℕ∗ et (ℝ, |. |) l’ensemble des nombres réelles muni de la fonction valeur absolue notée |. |, On 
définit (ℝ௡, ‖. ‖) le produit de ℝ, ݊ fois où la fonction ‖. ‖: ℝ௡ ⟶  ℝା, ݔ ⟼ ,ݔ vérifie pour tout ‖ݔ‖ ݕ ∈ ℝ௡, 
x=(ݔଵ, … , ௜ݔ , … , ,ଵݕ)=௡), yݔ … , ௜ݕ , … , ߣ ௡) et pour toutݕ ∈ ℝ: 

‖ݔ‖ (1 = 0 ⟺ ݔ = 0. 
‖ݔߣ‖ (2 =  .‖ݔ‖|ߣ|
ݔ‖ (3 + ‖ݕ ≤ ‖ݔ‖ +  .‖ݕ‖

La fonction ‖. ‖ଶ: ℝ௡ ⟶  ℝା, ݔ ⟼ ଶ‖ݔ‖ = (∑ ௜ݔ
ଶ௡

௜ୀଵ )
భ
మ est une norme sur ℝ௡, appelée norme Euclidienne et 

(ℝ௡,  .ଶ) est appelé espace Euclidien‖ݔ‖
*N’importe quelle définitions et résultats obtenus par ‖. ‖ଶ est valable par n’importe quelle norme ‖. ‖ définie 
sur ℝ௡ (car toutes les normes définies sur ℝ௡ sont équivalentes). 
Limite et continuité 
Définition 1. Un nombre ݈ ∈ ℝ est une limite au point ̅ݔ ∈ ℝ௡ de la fonction ݂: (ℝ௡, ‖. ‖) ⟶ (ℝ, |. |) ssi ∀ߝ >
(ߝ)ߜ∃ ,0 > 0, tel que : ∀ݔ ∈ ℝ௡, ݔ ≠ ݔ‖ et  ݔ̅ − ‖ݔ̅ ≤ (ݔ)݂| alors ,(ߝ)ߜ − ݈| ≤ On écrit lim௫⟶௫̅ .ߝ (ݔ)݂ = ݈ 
pour exprimer que ݈ ∈ ℝ est une limite au point ̅ݔ ∈ ℝ௡ de la fonction ݂. La limite quand elle existe elle est 
unique. Par conséquent une fonction qui admet plus d’une limite ou sa limite est infinie, n’a pas de limite.  
*Les limites sont opérationnelles : si ݃: (ℝ௡, ‖. ‖) ⟶ (ℝ, |. |). alors : pour tout ߙ ∈ ℝ [ lim௫⟶௫̅ (ݔ)݂ = ݈ ,
lim௫⟶௫̅ (ݔ)݃ = ݈ ’] ⟹ ቂ lim௫⟶௫̅൫(ݔ)݂ߙ + ൯(ݔ)݃ = ݈ߙ + ݈’, lim௫⟶௫̅൫݂(ݔ)݃(ݔ)൯ = ݈ ݈’ et si ݃(ݔ) ≠ 0, lim

௫⟶௫̅

୤(୶)
୥(୶)

=
௟
௟’ቃ 

*Si ݉ ∈ ℕ∗ et : (ℝ௡, ‖. ‖) ⟶ (ℝ௠, ‖. ݔ ,(‖ ⟼ (ݔ)݂ = ቀ ଵ݂(ݔ), … , ௝݂(ݔ), … , ௠݂(ݔ)ቁ, lim௫⟶௫̅ (ݔ)݂ = ݈ ⟺
lim௫⟶௫̅ ௝݂(ݔ) = ௝݈, ∀݆ ∈ {1, … , ݉} et ݈ == ൫݈ଵ, … , ௝݈ , … , ݈௠൯ 
Une suite {ݔ௡} ⊂ (ℝ௡, ‖. ‖) est convergente vers ݔ ∈ ℝ௡ ssi ∀ߝ > (ߝ)ܰ∃ ,0 ∈ ℕ tel que : ∀݊ ∈ ℕ, vérifiant 
݊ ≥ ௡ݔ‖ : on a (ߝ)ܰ − ‖ݔ ≤ On écrit alors :  lim௡⟶ାஶ .ߝ ௡ݔ =  ݔ
*lim௡⟶ାஶ ௡ݔ = ݔ ⟺ lim௡⟶ାஶ ௜ݔ

௡ = ݅∀ ,௜ݔ ∈ {1, … , ݊}, où {ݔ௜
௡} est une suite numérique.  

Théorème 10. lim௫⟶௫̅ (ݔ)݂ = ݈ ⟺ pour toute suite {ݔ௡} convergente vers ̅ݔ, lim௡⟶ାஶ (௡ݔ)݂ = ݈. 
Définition 2. Une fonction est continue au point ̅ݔ ∈ ℝ௡, si ݂ est définie en ̅ݔ et lim௫⟶௫̅ (ݔ)݂ =   .(ݔ̅)݂
Remarque 1. Tous les résultats des limites sont valables pour la continuité, il suffit de prendre ݈ =  .(ݔ̅)݂
Pour simplifier, on considère une fonction à deux variables (ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ ⟼ ,ݔ)݂ (ݕ ∈ ℝ et un point (ܽ, ܾ) ∈
ℝଶ (ϐixé). Alors : 

a) ൣ lim(௫,௬)⟶(௔,௕) ,ݔ)݂ (ݕ = ݈൧ ⟺ [ lim௥⟶଴ ݂(ܽ + ,ߠݏ݋ܿݎ ܾ + (ߠ݊݅ݏݎ = ߠ ,[݈ ∈ ݎ et  [ߨ0,2] > 0. 
b) ൣ lim(௫,௬)⟶(௔,௕) ,ݔ)݂ (ݕ = ݈൧ ⟹ [ lim௫⟶௔ ,ݔ)݂ ((ݔ)߮ = ݈] où ߮: ݔ ∈ ℝ ⟼ (ݔ)߮ ∈ ℝ satisfait  

lim௫⟶௔ (ݔ)߮ = ܾ.  
c) ൣ lim(௫,௬)⟶(௔,௕) ,ݔ)݂ (ݕ = ݈൧ ⟹ ൣ lim௫⟶௔൫lim௬⟶௕ ,ݔ)݂ ൯((ݕ = lim௬⟶௕(lim௫⟶௔ ,ݔ)݂ ((ݕ = ݈൧ 

On déduit que lim(௫,௬)⟶(௔,௕) ,ݔ)݂  : n’existe pas si  (ݕ
1) La limite à droite dans b) n’existe pas ou elle infinie. 
2) Les deux limites dans c) existent mais elles sont différentes ou l’une d’elles n’existe pas. 

Remarque. Il se peut que la fonction ݂(ݔ, ,ݔ) n’a pas de limite au point (ݕ  : dans les deux cas suivant (ݕ
a) Dans le cas où la limite dans b) existe. 
b) Dans le cas où les deux limites dans c) existent et elles sont égales.  

Example 1. Soit pour (ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ ⟼ ,ݔ)݂ (ݕ = ቐ
௫௬

ඥ௫మା௬మ , si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0); 
 

0,       si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0).
� 

L’étudie de la continuité de ݂(ݔ,  sur ℝଶ, revient à étudier sa continuité en (0,0) car  elle est évidement (ݕ
continue sur ℝଶ ∖ {(0,0)}. 
݂ est bien définie en (0,0) et :  

Méthode 1. 0 ≤ ,ݔ)݂| |(ݕ ≤ |௫௬|
ඥ௫మା௬మ ≤ ௫మା௬మ

ඥ௫మା௬మ = ඥݔଶ + ଶݕ = ,ݔ)‖ ଶ‖(ݕ ⟹ lim(௫,௬)⟶(଴,଴) ,ݔ)݂ (ݕ = ݂(0,0) = 0 

et donc ݂(ݔ,  .est continue sur ℝଶ (ݕ
Méthode 2. 0≤ ,ߠݏ݋ܿݎ)݂| |(ݔߠ݊݅ݏݎ ≤ |௥௖௢௦ఏ×௥௦௜௡ఏ|

ඥ(௥௖௢௦ఏ)మା(௥௦௜௡ఏ)మ= ௥మ|௖௢௦ఏ||௦௜௡ఏ|

௥ඥ(௖௢௦ఏ)మା(௦௜௡ఏ)మ ≤ ݎ ⟹ lim௥⟶଴ ,ߠݏ݋ܿݎ)݂ (ߠ݊݅ݏݎ =

݂(0,0) = 0 et donc ݂(ݔ,  .est continue sur ℝଶ (ݕ



Example 2. Soit pour (ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ ⟼ ,ݔ)݂ (ݕ = ቐ
௫

௫మା௬మ , si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0); 
 

0,       si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0).
�  

Comme dans l’exemple 1. L’étudie de la continuité de ݂(ݔ,   .sur ℝଶ, revient à étudier sa continuité en (0,0) (ݕ
Méthode 1. 
Soit par exemple, ߮(ݔ) = Alors  lim௫⟶଴ .ݔ ,ݔ)݂ (ݔ = ଵ

ଶ
lim
௫⟶଴

ଵ
௫

= ∞, donc lim(௫,௬)⟶(଴,଴) ,ݔ)݂  n’existe pas (ݕ
et ݂(ݔ,  .n’est pas continue en (0,0) par conséquent elle n’est pas continue sur ℝଶ (ݕ
Méthode 2.  
lim௫⟶଴൫lim௬⟶଴ ,ݔ)݂ ൯((ݕ = ∞ et lim௬⟶ఉ(lim௫⟶ఈ ,ݔ)݂ ((ݕ = 0 ⟹ lim(௫,௬)⟶(଴,଴) ,ݔ)݂  n’existe pas en  (0,0) (ݕ
et ݂(ݔ,  .n’est pas continue en (0,0) par conséquent elle n’est pas continue sur ℝଶ (ݕ
Méthode 3. Utilisant le théorème 1. La suite ቀଵ

௡
, 0ቁ ⟶ (0,0), mais ݂ ቀଵ

௡
, 0ቁ=n⟶ ∞, donc lim(௫,௬)⟶(଴,଴) ,ݔ)݂  (ݕ

n’existe pas en  (0,0) et ݂(ݔ,  .n’est pas continue en (0,0),  donc elle n’est pas continue sur ℝଶ (ݕ
Dérivabilité.  La fonction ݂(ݔ, ,ܽ) est dérivable au point (ݕ ܾ) ∈ ℝଶ, si : 
. Sa dérivée  au point (ܽ, ܾ) comme fonction à une seule variable ݔ existe, ݕ étant constante. Dans ce cas, cette 
dérivée est dite: la dérivée partielle par rapport à ݔ, au point (ܽ, ܾ) et elle est notée : డ௙

డ௫
(ܽ, ܾ ), ou ௫݂

ᇱ(ܽ, ܾ ) 

donc  ௫݂
ᇱ(ܽ, ܾ ) = డ௙

డ௫
(ܽ, ܾ ) = lim௛⟶଴

௙(௔ା௛,௕)ି௙(௔,௕)
௛

 . 
. Sa dérivée  au point (ܽ, ܾ), comme fonction à une seule variable ݕ existe, ݔ étant constante. Dans ce cas, 
cette dérivée est dite: la dérivée partielle par rapport à ݕ au point (ܽ, ܾ) et elle est notée : డ௙

డ௬
(ܽ, ܾ ), ou 

௬݂
ᇱ(ܽ, ܾ ) donc ௬݂

ᇱ(ܽ, ܾ ) = డ௙
డ௬

(ܽ, ܾ ) = lim௛⟶଴
௙(௔,௕ା௛)ି௙(௔,௕)

௛
. 

On dit que ݂(ݔ, ,ܽ) est dérivable au point (ݕ ܾ), lorsque les deux dérivées partielles existent au point (ܽ, ܾ). 
Dans ce cas, la dérivée de ݂(ݔ, ,ܽ)′݂ est notée par (ݕ ܾ) ou bien ݂ܬ(ܽ, ܾ)et ݂′(ܽ, ܾ)=ቀ ௫݂

ᇱ(ܽ, ܾ ), ௬݂
ᇱ(ܽ, ܾ )ቁ. 

 Si les dérivés partielles existent en tout point de ℝଶ. On dit que ݂(ݔ,  est dérivable sur ℝଶ. Dans ce cas, pour (ݕ
tout (ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ,  ݂′(ݔ, ቀ=(ݕ ௫݂

ᇱ(ݔ, ,( ݕ ௬݂
ᇱ(ݔ,  .ቁ( ݕ

 
Comme la dérivée partielle quant elle existe en (ܽ, ܾ), est la dérivée d’une fonction à une seule variable, elle 
oubie aux mêmes règles de calcul. 
Remarque 2. La dérivabilité en un point n’implique pas la continuité en ce point, comme le montre l’exemple 
suivant : 
Exemple 3 

Soit pour (ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ ⟼ ,ݔ)݂ (ݕ = ቐ
௫௬

௫మା௬మ , si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0); 
 

0,       si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0).
�  

Calculons ݂ᇱ(0,0), On doit calculer డ௙
డ௫

(0,0) et డ௙
డ௬

(0,0), (0,0) ∈ ℝଶ. 
డ௙
డ௫

(0,0) = lim௛⟶଴
௙(௛ା଴,଴)ି௙(଴,଴)

௛
=0=lim௛⟶଴

௙(଴,௛)ି௙(଴,଴)
௛

=డ௙
డ௬

(0,0) donc ݂ᇱ(0,0) = (0,0) existe. Alors que 

,ݔ)݂ ଵ=(ݔ
ଶ

≠ 0 = ݂(0,0) ⟹ ,ݔ)݂    .n’est pas continue en (0,0) (ݕ
La différentielle. La fonction ݂(ݔ, ,ܽ) est différentiable au point (ݕ ܾ ) ∈ ℝଶ, si il  existe une fonction 
߮: (ℎ, ݇) ∈  ℝଶ ⟼ ߮(ℎ, ݇) ∈ ℝ  vérifiant, lim(௛,௞)⟶(଴,଴) ߮(ℎ, ݇) = 0, et il existe une forme linéaire 
݀ (݂௔,௕ ): (ℎ, ݇) ∈  ℝଶ ⟼ ݀ (݂௔,௕ )(ℎ, ݇) ∈ ℝ, tel que : 
݂(ܽ + ℎ, ܾ + ݇) − ݂(ܽ, ܾ)= ݀ (݂௔,௕ )(ℎ, ݇) +  ߮(ℎ, ݇)‖(ℎ, ݇)‖ ou bien 

lim(௛,௞)⟶(଴,଴)
௙(௔ା௛,௕ା௞)ି௙(௔,௕)ିௗ௙(ೌ,್ )(௛,௞)

‖(௛,௞)‖
=0. Comme 

݀ (݂௔,௕ )(ℎ, ݇) = ݀ (݂௔,௕ )[ℎ(1,0) + ݇(0,1)] = ℎ ݀ (݂௔,௕ )(1,0) + ݇ ݀ (݂௔,௕ )(0,1), alors ݀ (݂௔,௕ )(ℎ, ݇) = ℎܣ +  où ݇ܤ
ܣ = ݀ (݂௔,௕ )(1,0) et B= ݀ (݂௔,௕ )(0,1) sont deux constantes réelles. En posant ℎ = ݔ − ܽ = ݇ et ݔ݀ = ݕ − ܾ =
݀ on a donc ݕ݀ (݂௔,௕ )(ݔ, (ݕ = ݔ݀ܣ +  .ݕ݀ܤ
*La différentielle quand elle existe est unique. 
* la différentiabilété est opérationnelle. 
*la différentiabilété implique la continuité. 
*si ݂(ݔ, ,ܽ) est différentiable en (ݕ ܾ ) ∈ ℝଶ, alors la dérivée ݂′(ܽ, ܾ) existe et on a : ܣ = డ௙

డ௫
(ܽ, ܾ) et  ܤ =

డ௙
డ௬

(ܽ, ܾ), donc ݀ (݂௔,௕ )(ݔ, (ݕ = డ௙
డ௫

(ܽ, ݔ݀(ܾ + డ௙
డ௬

(ܽ, ݕ݀(ܾ =  ݂′(ܽ, ,ݔ݀)(ܾ ,ݔ݀) où ,்(ݕ݀ ்(ݕ݀ = ൬݀ݔ
 .൰ݕ݀

* La dérivabilité ne donne pas la différentiabilité comme le montre l’exemple suivant : 



Exemple 4 

Soit pour (ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ ⟼ ,ݔ)݂ (ݕ = ቐ
ݔ + ௫௬

ඥ௫మା௬మ , si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0); 
 

0,       si (ݔ, (ݕ ≠ (0,0).
� 

Au point (0,0),  ݂′(0,0)=ቆడ௙
డ௫

(0,0), డ௙
డ௬

(0,0)ቇ = (1,0). si ݂(ݔ,  : est différentiable en (0,0).on aura (ݕ

lim(௛,௞)⟶(଴,଴)
௙(௛,௞)ି௙(଴,଴)ି௛

‖(௛,௞)‖
=0, or  ௙(௛,௞)ି௙(଴,଴)ି௛

‖(௛,௞)‖
= ௛௞

௛మା௞మ n’a pas de limite en (0,0). 
Théorème 2. Quand les dérivées partielles de ݂(ݔ, ,ܽ) au point (ݕ ܾ) ∈ ℝଶ existent et sont continues en(ܽ, ܾ).  
Alors ݂(ݔ, ,ܽ) est différentiable en (ݕ ܾ). 

Exemple 5. La fonction (ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ ⟼ ,ݔ)݂ (ݕ = ௬݁ݔ ∈ ℝ est tel que : ݂′(ݔ, ቆడ௙=(ݕ
డ௫

,ݔ) ,(ݕ డ௙
డ௬

,ݔ) ቇ(ݕ =

(݁௬, ,ݔ) ௬) pou tout݁ݔ (ݕ ∈ ℝଶ. Il est claire que ݂′(ݔ,  est continue partout et donc elle est différentiable et  (ݕ
,ݔ)݂݀ (ݕ = డ௙

డ௫
,ݔ) ݔ݀(ݕ + డ௙

డ௬
,ݔ) ݕ݀(ݕ = ݁௬݀ݔ + ,ݔ) pour tout ,ݕ௬݀݁ݔ (ݕ ∈ ℝଶ. 

Dans le cas par exemple, où l’ensemble d’arrivé est ℝଷ. 
݂: ,ݔ) (ݕ ∈ ℝଶ ⟼ ,ݔ)݂ (ݕ = ( ଵ݂(ݔ, ,(ݕ ଶ݂(ݔ, ,(ݕ ଷ݂(ݔ, ((ݕ ∈ ℝଷ où pour tout 1≤ ݅ ≤ 3, ௜݂: ,ݔ) (ݕ ∈ ℝଶ ⟼

௜݂(ݔ, (ݕ ∈ ℝ.:  
∗ ,ݔ)݂ ,ܽ) est continue en (ݕ ܾ) ∈ ℝଶ ⟺ ௜݂(ݔ, ,ܽ) est continue en (ݕ ܾ) . 
∗ ,ݔ)݂ ,ܽ) est dérivable en (ݕ ܾ) ∈ ℝଶ ⟺ ௜݂(ݔ, ,ܽ) est dérivable en (ݕ ܾ) . Et, on a : 

݂ᇱ(ܽ, ܾ) = ቌ
ଵ݂′(ܽ, ܾ)
ଶ݂′(ܽ, ܾ)
ଷ݂′(ܽ, ܾ)

ቍ =

⎝

⎜
⎛

డ௙భ
డ௫

(ܽ, ܾ) డ௙భ
డ௬

(ܽ, ܾ)
డ௙మ
డ௫

(ܽ, ܾ) డ௙మ
డ௫

(ܽ, ܾ)
డ௙య
డ௫

(ܽ, ܾ) డ௙య
డ௫

(ܽ, ܾ)⎠

⎟
⎞

. 

,ݔ)݂ * ,ܽ) est différentiable en (ݕ ܾ) ∈ ℝଶ ⟺ ௜݂(ݔ, ,ܽ) est dérivable en (ݕ ܾ) et 
݀ (݂௔,௕ )(ݔ, (ݕ = ൫݀ ଵ݂(௔,௕ )(ݔ, ,(ݕ ݀ ଶ݂(௔,௕ )(ݔ, ,(ݕ ݀ ଷ݂(௔,௕ )(ݔ,  ൯(ݕ
Exemple 6. 
Soit ݂(ݔ, (ݕ =  ൫ ଵ݂(ݔ, ,(ݕ ଶ݂(ݔ, ,ݔ)ଷ݂  (ݕ ൯(ݕ = ݔ) + ,ݕ ݔ  ݕݔ −  : alors ,(ݕ

݂ᇱ(ܽ, ܾ) = ቌ
ଵ݂′(ܽ, ܾ)
ଶ݂′(ܽ, ܾ)
ଷ݂′(ܽ, ܾ)

ቍ = ൭
1 1
ݕ ݔ
1 −1

൱ 

Et 

,ݔ)݂݀  (ݕ = (݀ ଵ݂(ݔ, ,(ݕ ݀ ଶ݂(ݔ, ,(ݕ ݀ ଷ݂(ݔ, ((ݕ = ݂ᇱ(ܽ, ,ݔ݀)(ܾ ்(ݕ݀ = ቌ
ଵ݂′(ܽ, ܾ)
ଶ݂′(ܽ, ܾ)
ଷ݂′(ܽ, ܾ)

ቍ ൬݀ݔ
൰ݕ݀ = ൭

1 1
ݕ ݔ
1 −1

൱ ൬݀ݔ
൰ݕ݀ =

ݔ݀) + ,ݕ݀ ݔ݀ݕ + ,ݕ݀ݔ ݔ݀ −  .(ݕ݀
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