
Variables alétoires absolument continues

Dé�nition.
Soit X une V:A dé�nie sur l�espace 
; P on dit que X est absolument con-

tinue si sa fonction de répartition F (x) = P (! 2 
 : X (!) � x) est de la forme

F (x) =

xZ
�1

f (x) :dx avec f fonction réélle positive Riemann intégrable et

1Z
�1

f (x) :dx =

1. Pour simpli�er nous supposerons la fonction f continue, de sorte que F

soit dérivable et F
0
(x) = f (x), dans ce cas F (b) � F (a) =

bZ
a

f (x) :dx =

P (a � X � b) = P (! 2 
 : X (!) 2 [a; b]) et P (X = x) =

xZ
x

f (x) :dx = 0;8x:

La fonction f s�appelle densité de la variable aléatoire X:

Exemples.
(a) La loi uniforme U [a; b] de densité donnée par:
f (x) =

1

b� a si x 2 [a; b]
f (x) = 0 si x =2 [a; b]
Fonction de répartition donnée par:
F (x) = 0 si x < a

F (x) =
x� a
b� a si x 2 [a; b]

F (x) = 1 si x > b

(b) La loi exponentielle E (�), � > 0, de densité donnée par:
f (x) = �e��x, si x � 0
f (x) = 0, si x < 0
Fonction de répartition:
F (x) = 0, si x < 0
F (x) = 1� e��x, si x � 0

(c) Loi Normale ou Loi de Gauss N (m;�), de densité donnée par:

f (x) =
1

�
p
2�
e
�
(x�m)2

2�2 avec x 2 R
Cas particulier: Loi Normale centrée réduite avec � = 1;m = 0:

densité donnée par:f (x) =
1p
2�
e
�
x2

2 avec x 2 R
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Esperance et Variance de V.A. absolument continues

Soit X une V.A absolument continue de densité f (x)
(a) On dé�nit l�esperance de X par:

E (X) =

+1Z
�1

x:f (x) :dx = �

(b) On dé�nit la variance de X par:

V (X) = E
h
(X � �)2

i
=

+1Z
�1

(x� �)2 :f (x) :dx

(Rappel: V (X) = E
�
X2
�
� �2), écart type � =

p
V (X)

Calculs de E (X) ; V (X) pour certaines variables
absolument continues

1. Variable uniforme U [a; b] de densité donnée par:
f (x) =

1

b� a si x 2 [a; b]
f (x) = 0 si x =2 [a; b]

(a) E (X) =

bZ
a

x:
1

b� a:dx =
�
x2

2

�b
a

:
1

b� a =
�
b2 � a2
2

�
:
1

b� a =
a+ b

2

E (X) =
a+ b

2
pour calculer la variance on utilise la relation:
V (X) = E

�
X2
�
� (E (X))2

E
�
X2
�
=

bZ
a

x2:
1

b� a:dx =
�
x3

3

�b
a

:
1

b� a =
�
b3 � a3
3

�
:
1

b� a

mais on a b3 � a3 = (b� a) :
�
b2 + ab+ a2

�
, on obtient:

E
�
X2
�
=

�
b2 + ab+ a2

�
3

V (X) =

�
b2 + ab+ a2

�
3

�
�
a+ b

2

�2
=

�
b2 + ab+ a2

�
3

� a
2 + b2 + 2ab

4

V (X) =
4:
�
b2 + ab+ a2

�
� 3:

�
a2 + b2 + 2ab

�
12

=
(b� a)2

12

(b) loi exponentielle E (�), � > 0, de densité donnée par:
f (x) = �e��x, si x � 0
f (x) = 0, si x < 0

E (X) =

1Z
0

x:�e��x:dx = �:

1Z
0

x:e��x:dx
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on exprime x:e��x avec la dérivée de e��x par rapport à �:

x:e��x = �de
��x

d�
on obtient

E (X) = �:

1Z
0

x:e��x:dx = �:

1Z
0

� de
��x

d�
:dx

d�aprés une propriété de théorie de la mesure on peut écrire:
1Z
0

� de
��x

d�
:dx = � d

d�

1Z
0

e��x:dx = � d

d�
� 1

�
:
�
e��:x

�1
0
= � d

d�

�
1

�

�
=
1

�2

cela donne E (X) = �:
1

�2
=
1

�
:

Pour calculer la variance on evalue E
�
X2
�
= �:

1Z
0

x2:e��x:dx

en integrant par parties; on trouve V (X) = E
�
X2
�
� (E (X))2 = 1

�2
:
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