Echantillonnage M2

MODULE 2 : Estimation par intervalle de confiance

Il s’agit dans ce module de trouver une estimation par intervalle de confiance d’'un parameétre 6,
c’est-a-dire de construire une « fourchette de valeurs numériques permettant de situer » 6 avec
une probabilité 1—a

1-a =Prob[6; <6 <6,]
La démarche comprend deux étapes :

e avant le tirage d'un échantillon de taille n, un estimateur 0 a été choisi et la loi de

probabilité de ) permet de construire un intervalle aléatoire noté lgl(é),gz(é)J
susceptible de contenir la valeur du parametre 6 avec une probabilité 1-o fixée a priori ;

e apres tirage, la valeur particuliere t de 0 calculée a partir des données de I'échantillon
permet de déterminer les bornes gy(t) et g,(t) de l'intervalle de confiance recherché.

Les parameétres inconnus a estimer seront successivement la moyenne, la variance, la
proportion d'une population. Trois autres cas seront considérés : la différence de moyennes, le
rapport de variances et la différence de proportions relatives a deux populations.

Rappel du module 1

Parameétres de la population Estimateurs dans I'échantillon

La moyenne : m La moyenne dans un échantillon :

X : estimateur

X :valeur calculée

La variance 02 La variance dans un échantillon :

52 : estimateur

32 : valeur calculée

éz : estimateur sans biais
~ n
32 _ g2

n-1

La proportion : p La proportion dans un échantillon :

F : estimateur

f : valeur calculée

M2Unité 1 : Principe de I'estimation par intervalle de confiance

Soit & I'estimateur d’'un parameétre 6 inconnu.

A

0 est une variable aléatoire dont la loi de probabilité notée (L(é) supposée connue dépend de
6. Il est possible de trouver deux valeurs particulieres t;(0) et t,(6) telles que :

1-a = Problt;(8) <8 < t,(6)|
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S'il est possible de réécrire le systeme d'inégalités en isolant 6, on peut déterminer un intervalle
dont les limites dépendent de 6 et tel que :

1-o = Problgl(é) <B< gz(é)J

Ici, I'intervalle qui encadre 6 est aléatoire et il posséde la propriété de recouvrir la valeur 6 dans
1-a des cas. La prise en compte d'un échantillon particulier, c’est-a-dire d’'une valeur

numérique particuliére pour 6, et donc pour gl(é) et gz(é) , permet d’obtenir une fourchette qui
a de « grandes » chances de « contenir » la valeur inconnue 0 si 1-o est élevé.

1-a= Problgl(é) <0< gz(é)J: Probfc; <6 <c,]
. [cl,cz] ou lgl(é),gz(é)J est appelé intervalle de confiance,
e C4,Co sont les limites de confiance,

e 1-— o :degré de confiance ou degré de certitude.

Le principe de I'estimation par intervalle de confi ance est de proposer
un encadrement d'un parameétre inconnu d'une populat ion dont la loi,
elle, est connue.

a1 +too =0a

]

»
>

La probabilité o se répartit selon les cas soit a droite d'un certain seuil, soit a gauche, soit a
droite et & gauche simultanément.

On parlera:
o dintervalle bilatéral symétrique si : oy =ap =a /2
e dintervalle bilatéral si oy #0 etay, #0 avec o +ay =a
o dintervalle unilatéral & gauche si o, =0
o dintervalle unilatéral & droite si oy =0
Cette démarche appelle trois remarques :

e la probabilté 1- a est fixée conventionnellement a priori. Si 1—a = 95% , cela signifie
que l'intervalle que I'on est susceptible de construire « tombera a c6té » de 6 (a droite

ou a gauche) dans 5% des cas. Si 1-a =99%, ce risque est moins important, mais
l'intervalle est plus large ;

e lorsque I'estimateur © est sans biais, il est naturel de construire un intervalle centré sur
I'estimation ponctuelle obtenue pour 6 ;
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Echantillonnage M2

e la détermination de la surface correspondant a la probabilité (1— o) fait intervenir les
parameétres permettant de caractériser la distribution de probabilité (L(é). Si cette
distribution est par exemple normale, deux parameétres interviennent : m et c.

M2Unité 2 : Estimation par intervalle de confiance de parameétres d’une

population

2.1 Estimation par intervalle de confiance de lamo  yenne d’une population
lorsque la variance de la population est connue

Le probléme est le suivant : il faut encadrer m (moyenne de la population).

C'est-a-dire on recherche m; et m; telles que :
3m;,m, € R telles que 1- o = probfm; <m <mj |
On suppose que X obéit a une loi normale X = N(m, G) avec ¢ connu

On préléve un échantillon 11D de taille n

On sait que X = N(m,%/—j avec n la taille de I'échantillon (Cf module 1)
n

. . L o X-m
Si on forme la variable aléatoire normale centrée réduite U = / = N(O, )
G
vn

Cas d'un intervalle bilatéral

Représentons graphiquement cette loi :

fluy 4

1l-a 2
// 7 P///{ u
U, 0 Ui q,

Ug, et Uyq, sontdesvaleurs lues dans la table* de la loi normale centrée réduite.

1
A gauche de Uy, nous avons une probabilité o d'ol Uy, , a gauche de Uy, , on a une
probabilité cumulée de 1-a.; d'ot Uy,

Ecrivons ce que représente graphiquement la probabilité :1— a

1-a =Problu, <U<uyg, |

Remplacons U par sa valeur :

! Note : on met en indice la valeur de la probabilité correspondant a la fonction de répartition
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<)_(—m <u

Olq o 1-0(2

A

1-o =Prob ual%/ﬁ<)_(—m<ul_a2 %/ﬂ
:prob[ual%/ﬁ—i<—m <Ui_g, %/H—T(}

1-o =Probju

=Prob )_(—ul_az%/ﬁ<m<)_(—ual%/ﬁ
%f—/ %r—/

m; my

Nous obtenons donc I'encadrement de m ; m est compris entre m; et m.

Cas particulier : intervalle bilatéral symétrique

Intervalle bilatéral symétrique si: oy =y = /2

Graphique 1
flu) 4
ol2 ol2
o Ug/2 = Uia/2
L 2
T
U /2 0 U /2
==Uprq/2 == Uy/2

1-a=Prob| X—uj_,/» %/ —<m<X-u,,» S
a |: 1(x/2K/E aIZK/ﬁ:|

Comme Uq_y /2 = —Uy /2 ON peut écrire :

1-a=Prob| X—uq_, 1o/ —<m<X+Uj_, /o C
1 aIZK/ﬁ 1 a/2K/ﬁ:|

Ou encore :

1-o =Prob| X +u S/ —<m<X-u,;»O
a I (xIZK/H a/2K/ﬁ:|

Ce qui revient a écrire :

1—a:PrOb_me[)_(iua/2 7\/ﬁﬂ ou 1—a:Prob{me[)_(iu1_a,27\/ﬁﬂ

Application :
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On cherche un intervalle de degré de confiance bilatéral symétrique a 95% de la moyenne
d’'une population m. On sait que la variable aléatoire obéit a une loi normale dont I'écart type

(connu) est2: X = N(m,2). On préléve dans cette population un échantillon de taille n=100.

X=Nm.o/ ]

o =ay =a/2=25% (intervalle bilatéral symétrique)

Uy /2 =-1,96 ul—OL/2:1'96

X-m
BT
:Prob_me[?iualzyﬁ}}

Supposons que dans I'échantillon la moyenne soit égale a 10 : X =10

95% =Prob| -196 < <196

L'intervalle de confiance calculé est donc : (on le note : IC g5)
IC 95 =[10+196 %, )] =[0,61; 1039]

Il y a une probabilité de 95% que [9,61 ; 10,39] encadre la vraie valeur du paramétre m qui
demeure inconnu.

Détermination d’une borne supérieure

On cherche ici m; tel que :
1-a =Prob[m <m,]=Prob[-m > -m,]|
X-m _ X-m, }

o/vn  o/in

~ Prob[X-m >)_(—m2]:Prob{

- Prob{U> X—mz}

o/vn

Comme U=N(0,1) ona l-a = Prob[U > Ua]

c'est-a-dire :

X-m
l1-a=Probl ——=>U
L o/vn }

=Probl-m>U, G/\/ﬁ—)_(]
= Probjm <)_(—Uac/\/ﬁ]

Pour o =5% ona Uggs =-1,6449
Donc dans note exemple on a la Borne Supérieure suivante :
BS =10+1,6449 %0 =10,32898~ 10,33

Détermination d’une borne inférieure

Le probléme est similaire au précédent, c'est-a-dire que I'on cherche m; tel que :
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1-a =Prob[m > m; ]=Prob[-m < -m,]

X - m X-mq -
o\ qwﬂ P{af ““}
:Prob—m<U1acs/\/— X]

:Probm>X UlaG/\/_]

=Prob

Application numérique : U;_, =Uggs =16449

La borne inférieure est donc : Bl =10 —1,6449 %0 =9,767

2.2 Estimation par intervalle de confiance de la mo
lorsque la variance de la population est inconnue

yenne d’une population

Le probléme est toujours le méme : il faut encadrer m.

C'est-a-dire on recherche les m; et m; telles que :
3m;,m, € R telles que 1-a = probm; <m <m, |

X= N(m, G) par hypothése mais ici ¢ est inconnu

)_( = N(m,%/—j avec n la taille de I’échantillon
n

Lorsque o est inconnu, on utilise la loi de Student. (Cf module 1)

X-m
YR

X m L n 1 car §2 = _N_g2
/ n-1
15

avec :{S : estimateur biaisé de o

= 7(0-)

S : estimateur sans biais de c.

Cas d'un intervalle bilatéral

Représentons graphiquement cette loi :

f(T) A

al oc2
1-a
///// 72
> T(n-1)
ta, 0 t1o,
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Echantillonnage

to, €t t3q, sontdes valeurs lues dans la table de Student. On met ici aussi en indice le seuil
de probabilité correspondant a la fonction de répatrtition.

Ecrivons ce que représente graphiquement la probabilité 1— o :
1-a=Problt, <T(N-1) <ty |

Remplacons T(n-1) par son expression :

1-a =Prob|t <X——m

o 7
L Jn-1
=Prob|t, S <X-m<ty o S

L1/ An-1 “2 /\n-1
=Prob _)_(+t0°17r,m<_m<t1—0°2 %\/Tl—)_(}

< tl—(Xz

1-o =Prob Y—tl_az%m<m<)_(—tal%m
%r—/

my mp

Nous obtenons donc I'encadrement de m

Cas particulier : intervalle bilatéral symétrique

Graphique 2
f(T) 4
g =0y=a/2
ol2 ol2
1-a
? ty/2 =t g/2
///// gL
 T(n-1)
tas2 0 Y2
==l g/2 ==ty

ouencore : 1—a = Prob{m € {)_(italzyr 1ﬂ

Intervalle unilatéral a droite

Danscecas, a1 =0 et a.p =
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1-0=Prob ———<t;

=Probm>X-ty_, 7”\/—1

my

Intervalle unilatéral a gauche

Danscecas, oy =a et ap =0

X-m

1-a =Prob 7—>ta :Prob_m <X-—t, %\/TJ
| /vn-1

=Prob{m<X+ty_, 7”\/—1

my

2.3 Estimation par intervalle de confiance de lava riance d’'une population

Par hypothese, X obéit toujours a une loi normale : X = N(m, G)

Le probléme est le suivant : il faut encadrer o, I'écart-type de la population qui est inconnu. On

recherche donc deux valeurs cf et c% encadrant 62

Elcf,csg eR/1-a :problcsf <c? <G§J

2
nS
On sait que : — = Xz(n —1) avec n lataille de I'’échantillon. (Cf module 1)
(&)

Cas d'un intervalle bilatéral

Représentons graphiquement cette loi :

f(x?)
al oc2
1-o
/
g7 7~ %
0 X ) 7 An-1)
X(Xl Xl—ocz

Xi et Xf o, Sont deux valeurs lues dans la table de la loi du Xz . On met ici aussi en indice la
1 2

probabilité correspondant a la fonction de répartition
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Echantillonnage

Ecrivons ce que représente graphiquement la probabilité 1— o :

l-a= Prob[xil < Xz(n - < Xf—az}

Remplacons Xz(n —1) par son expression :

2
B 2 nS 2
l1-a=Prob Koy <~ 2 <Xl
S ) ]
X X1_
=Prob O‘; <i2 1 Oéz
nS c nS
2 2
:Prob%>c2 > nzS
_X‘OC]_ Xl—OCZ
I 2 2
1-oa =Prob ns <62<£
2 2
_Xl—OCZ XOC]_

Nous obtenons ici I'encadrement de o

2

Cas particulier : intervalle bilatéral symétrique

f® 4
al2 al2
1-o
7 ////{
0 2
1ar2 1wl2
2 2
1—a:Prob{ 25 2<n25 }
Xl-o/2 Xo/2
2 2
ou encore : 1—a = Prob| 62 e QL; nZS
X1-a/i2 Xa/2

NB : un X2 est toujours positif, donc une seule écriture des seuils.

intervalle unilatéral a droite
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Echantillonnage M2

_nSZ ns?2
1-a=Prob —2<Xf_a}:Prob > <c?
L © X1—0c
I 2
—Prob| 62 > nZS
X1—0c
intervalle unilatéral & gauche
[ o2 ] 2
l1-a=Prob % > Xg = Prob{% > 02}
L © i Yo
- .
= Prob| 62 <£
2
L Lo |

2.4 Estimation par intervalle de confiance d’une pr  oportion d’'une
population

Le probléme est le suivant : il faut trouver un encadrement de p, c'est-a-dire on recherche deux
valeurs pq et p, telles que

Ip1.P2 /1-a =problp; <p <p;]
Or sait (Cf module 1) que F = N[p, m} avec n la taille de I'échantillon prélevé.
n

Donc si on forme la variable aléatoire normale centrée réduite, on obtient :

F=P _noy)
pq

n

Cas d'un intervalle bilatéral

Représentons graphiquement cette loi :

aq (05)]

1-o

// % ////g

g 0 ul—az

u

Ecrivons ce que représente graphiquement la probabilité 1— o :
1-a=Problu, <U<uig, |

Remplacons U par sa valeur :
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1-a=Prob Ual<F_p<U1—a2
Pq
=Prob Uom/m <F-p<Upq, m}
n n
_orer o [Pa pq
=Prob uO‘l 7—F<—p<u1_a2 ?—F:|

1-0 = Prob| F ~ Uy, P9 <p <F - ug, /23
n n

P1 P2

Nous obtenons donc I'encadrement de p, p compris entre deux valeurs p; et ps.

Le probléme ici est que p, la valeur que I'on encadre, se retrouve dans les bornes. Il existe trois

méthodes pour donner une valeur aux bornes :

1) Remplacer dans les bornes p et q par leur estima  tion :
On I'appelle la méthode des estimateurs :

p a pour estimateur sans biais F. E(p) =p

p—>p=F g—>q=1-F

Remplacons :

l1-a= Prob{F—ul_aN/F(ln_ F) <p <F—ua11/@}

Pour un intervalle bilatéral symétrique :

1-a=Prob F—ul_a,zf(l_':) <p<F—ua/21/F(1_F)}
n n

—Prob pe{Fiul_alz F(ln_ a H

Ouencore: 1-a = Prob{p c {Fiua/z F(l—F)ﬂ
n

2) Remplacer dans les bornes pq par ¥4 : méthode par  exces :

. — . 1 -
Soit p l'estimation de F et gq=1-p, le maximum de pq:Z, on considére donc que

pqg 1 1
< Mo ==
pq_%‘:\fn “Van  2Jn

L'intervalle de confiance bilatéral qui était :
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1-a=Prob|F -y o[22 <p<F-u,, m}
n n

Devient alors :

l1-a =Prob F—ul_oczi<p<F—uOLl

2Jn

Cas d'un intervalle bilatéral symétrique :

1—a:Prob{F—u1_a,21/% <p<F—Uy/s p—nq}

Comme ul—oc/2\/m <Upq/2 L
n 27n

L'intervalle bilatéral symétrique devient alors :

1
Probpe|F+uq_ — 21—«
{p { 1a/22\/ﬁﬂ

d

3) Méthode de I'ellipse :

Elle s'applique uniquement au cas d’'un intervalle bilatéral symétrique et ne sera pas détaillée
ici. Elle utilise des abaques (courbes dans lesquelles on lit les valeurs des bornes)

2.5 Taille d’un échantillon et précision de I'estim  ation

2.5.1 Détermination de la taille d'un échantillon e  n fonction de la précision sur la
moyenne

Prenons le cas de lintervalle bilatéral symétrique’ de la moyenne lorsque I'écart_type est
connu.

. (o} — (e
Onal-o=Prob X—ul_a/2—<m<X+ul_a/2—

/n In

my my

Lorsque n augmente, la taille de l'intervalle [ml,mz] diminue. [ml,mz] dépend a la fois de 1-a
etden.

Réécrivons l'intervalle :
1 Prob|—u 2« X+m<u =
—a= —W-_u/2 - 1-a/2
o \/ﬁ o \/ﬁ

=Pr ob“)_( - m‘ <up

2|

2.0n ne peut pas utiliser la cas de lintervalle bilatéral pour la recherche de la taille d'un
échantillon en fonction de la précision. Il faut obligatoirement un intervalle bilatéral symétrique.
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Echantillonnage M2

On cherche la valeur n telle que la précision sur la moyenne soit égale a C. Le précision sur la
moyenne est I'écart qui existe entre la moyenne d’échantillon et la moyenne de la population.

Il existe deux fagons de la calculer :

e Précision en valeur absolue
l1-a = Probl‘)_(—m‘ < CJ
Le probléme est le suivant :
In"tel que 1-a = Probl‘? - m‘ < CJ
On aenoutre :

1-a =Prob ‘T(—m‘ <Up g2

In*

N v (e * (e
D’ou ‘X—m‘ﬁul_alz—*SC: vn Zul_a/ZE
n

* 2 (52
<N 2Uigp2—5
C

Pour déterminer n*, il faut connaitre uU;_, /o, C et 2. Si 62 nest pas connu, on passe a la loi
de Student (on prend s? et t1_o/2)-

e Précision en valeur relative

Le probléme est le suivant :

[X-m
(— e
m

In"tel que 1-a =Prob

ol-a= Probl‘)_(—m‘ <CmJ

De plus on dispose de : 1-a = Praob ‘)_( —m‘ <Ui_g/2 2

In*

= c / c
D'OU:‘X-m‘SUl_a/Z—*Scm = n* Zul_alz—

n "

2
on' >u? [—Gj 1
Ul gr2|

¢ n 02

. © . . . . e —
Si — est inconnu, on tire un échantillon auxiliaire et on calcule x et 32.
m

2.5.2 Détermination de la taille d'un échantillon e  n fonction de la précision sur une
proportion
Le principe est le méme que précédement

e Précision en valeur absolue
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On cherche n* tel que : ProbHF - p| < C]: l1-a

n est la taille nécessaire pour que l'erreur sur l'estimation soit inférieure & C, avec une
probabilité égale a 1-o. De plus l'intervalle de confiance de la proportion est égal a :

1-a =Prob —ul_a/zwfpg <p-F<Ui_ /2 ps{
- n n
1-a =Prob||p—F Sul_alz,/p_ﬂ
n

D'ou : |p—F|SU1_OL/2\/p7?SC
n

1 . - . .
< C si on utilise la méthode par excés.
*

2"
2 1

*
=N 22U —_—
1-o/2
*1<ac?

Slp-F<u g/

e Précision en valeur relative

x F-
In tel quel-a :Prob{% < C}

1—a:Prob{F—ul_a/21{p—9 <|O<F+U1—oc/2,/p?}
n n

On adonc:

1-o= Prob{|p—F| < ul—oc/2\/E?:|
n

l1-a = Probﬂp— F < Cp]

D'ou : |p—F|SU1_a/2\/@SCp
n

\/n_*zul—oc/2@

Cp

*2&2%1

>Uu =u
l-a/2 1l-a/2
o C2p2 o

n

Si on utilise la méthode par exces.

M2Unité 3 : Estimation par intervalle de confiance de la différence et du

rapport de deux parametres de deux populations tiré es d’une loi normale :
cas de deux populations, deux échantillons

Hypothése : nous avons deux variables aléatoires X; et X, obéissant a deux lois normales. On
préléve dans chacune des populations deux échantillons 1ID.

X1 =N(m,,04) taille de I'échantillon prélevé :nq
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X5 =N(my,c,) taille de I'échantillon prélevé : ny

3.1 Intervalle de confiance de la différence de deu
variances des deux populations sont connues

X moyennes lorsque les

On cherche deux valeurs c et d telles que :1-a = Prob[c <m;-my < d]

2 2

N G G

Onavu que: (Xl—Xz)EN m; —mo; 21,22
ng np

o; connus. (Cf module 1)

D’ou la variable aléatoire normale centrée réduite :

U= (X1 = Xg) = (my ~my) = N(0,1)

2
of o5

ng np

Comme dans le paragraphe précédent, on écrit ce que représente graphiquement la probabilité
1-a

Plagons-nous dans le cas d'un intervalle bilatéral : a4 + oy =a

fluy 4

o a2
1-a
/,
W/ ‘////4
> u
U, 0 Ui—a,
1-a =Problu,, <U<upg, ]
Remplagons U par sa valeur :
1-a =Prob| ug, < 6(1_X22_ (m12—m2) <Upq,
51,5
L ng Ny
I 62 62 — 62 62
1 2 1 2
=Prob uO‘l n—1+a <&1—X2)—(m1—m2)<u1_a2 n—l E
- 2 2 2 2
= Prob UOcl G—1+G—2—()7(1—)_(2)<—(m1—m2)<u1_a2 G—1+G—2—()7(1—)_(2)
np Nz np Nz
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2 2
1 92

1-a =Prob ()7(1—)_(2)—U1_(x2 —+——= <M -My < Xl—)_(z)—u

np Ny

Cas d'un intervalle bilatéral symétrique : .y =y =/ 2

Graphique 1
fluy 4
al2 al2
1-o
//// 7,
Toou
Ug/2 0 Upq/2
==Upq/2 =—Ugy/2
L 2 2
1-a=Prob (ml—mz)e (Xl—XZ)iU]_ ol2 —+n—2
2

avec Uy g /p =FUgy o €t Uy /0 =-Ugy/2

3.2 Intervalle de confiance de la différence de deu

variances des deux populations sont inconnues

M2

1 2
Y
n no,

Uy/2 =—Upg/2

X moyennes lorsque les

On cherche toujours c et d telles que 1-—a = Prob[c <my-my < d]

()_<1 —Yz)— (my—my)

2 2
G G

o1 ,02
ng np

Par hypothése : 61 =65 =c

On a vu que (Cf Module 1)
(Xl — Xz)_ (ml _ m2) = T(nl +Ny — 2)
1,1 \/nls% +nyS5

ng no n1+n2—2

EchM2.doc
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aq

f(T) A

a2
1-a
//// /////
> T(n-1)
tocl 0 o
2

Ecrivons ce que représente graphiqguement la probabilité 1—a et plagons-nous dans le cas
d'un intervalle bilatéral : oty +oy =

l-a=Pro

1-a=Prob ty, < (7(1—X2)—(m1—m2) <t

1-a=Probft

1-a=Prob

1-a=Prob

bltal < T(nl +No — 2) < tl—ocz J

2 2 2
1 n 1 nlsl + n252
ng Ny np{+np — 2
1 nlsf + nZS% nlsl + n252
—_— = Xl — X2 (ml m2 < t]__
n1+n2—2 n1+n2—

1 1 n181 +n282 1 1 n181 +n282
t —+—, == (X=X m;—mo)<ty_ —+— == (X=X
oq N, N, ny+ny — (1 2) ( 1 2) 1-a., n, N, Ny+n, — ( 2)

I o 2 2 . 2 2
6(1_X2)_t1—a i+i M<(ml_m2)<(7(1_xz)_ta i_;’_i n181+n282
2 ng np n1+n2—2 1 ng nop n1+n2—2

Cas d'un intervalle bilatéral symétrique : .y =y =t/ 2

EchM2.doc
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f(T) 4
=0y =a/2
al2 al2
1-a
? ty/2 =t g/2
///// 70y
 T(n-1)

tas2 0 2

==l g/2 ==ty

n182 +n282

l1-a= Prob ml—mz 6(1—X2 +t1 o2 74'7

avec typ =—11_g/p €t ty_y/0 =—ty/2

3.3 Intervalle de confiance du rapport des variance s de deux populations
normales

2 2
(¢} (e}
On cherche b et c telles que : 1—a =Prob| b <—;<c oul-a=Problb <—§<c
G2 S1
Rappels :
St _ 2
Xy =N(my, 1) taille de I'échantillon ny —ZL = 3 *(ny — 1) (Cf Module 1)
o1
S5 _ 2
Xy = N(mz,csz) taille de I’échantillon n, 5T =L (n2 1) (Cf Module 1)
62
2
1 ()

n

F(nl,nz) = /1 Indépendants (Cf Module 1)
() 7
Nz
2 2

n{S cs (N, -1
F(nl—l;nz—l)z 1°1 _2(2 2)

(nl_l) 61 NyS5

. &2 2
Comme S2 :LS2 = F(nl—],n2 _1):%.6_3
n- S2 of
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f(F)

0 p(n-1nz-1) E(m-1n-1)

g 1—(X2

Plagons nous dans le cas d'un intervalle bilatéral o + oy = o et écrivons ce que représente

graphiquement la probabilité 1—-a :

1- o =Problf,, <F(n-Lny ~1)<Fpg, |

S o5
1-o =Prob F(xl <A—2—2 < Fl—OLZ
SSo 2
L 2 1 . 62
- . ~ si on encadre —
SEICE S? o1
1-a =Prob F(xl"_Z <—2 < Fl—OLZ ,\_2
S G S
L 1 1 1
ST 1 o7 ST 1
oul-a=Prob <—=<

1-0(2 Olq

1
Fi_g, (n2,n1)

Autre méthode : on forme

Rappel : F;, (nl,nz) =

&2 2 2
S3 o1 - o1
F(np, -14n; -1) =— ] et on encadre directement —
S] o5 G5

og=dp=0a/2

Cas d'un intervalle bilatéral symétrique :

f(F)

c
— —  — | sjonencadre
Sg p(n-1nz-1) Gg 5% p(n-1n;-1)

EchM2.doc
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SR s
1-a=Prob FOL/ZA_§<_§<F1—OL/2"_§
S]_ o1 Sl
éz 62 é2
oul-a=Prob Aéﬁ — “_ém
S5 R 52 o2 SRt

3.4 Estimation par intervalle de confiance de ladi  fférence de deux
proportions

On cherche a déterminer deux valeurs c et d telles que : 1-a = Prob[c <p1-P2 < d]

Nous avons deux populations dans lesquelles ont peut définir deux modalités A et A ayant
pour probabilités respectives p; et q; dans la population 1 (p, et g, dans la population 2)

Population | Population 2
1

Modalité A o] P

Modalité A 1-py=0q; |1-p2=0z

p1+dp=1 | po+0gp =1

p1 et po inconnus.

On tire un échantillon dans chacune des populations : on définit alors deux variables aléatoires
F, et F..

A Y.
pr=F R =-1
Ny
n Y
Po=Fp P =—2
nz

Rappels du module 1 :

Y1 =B(ny,py) - N(n1P17\/n1P1Q1) FL—> N[pl, p;—(jlj

Y2 =B(n.p2) - N(“zpzmlnzpz%) F, - N[pz, —przljz j

FL-Fy - N[pl —Po; P19 |, P292 j
Ny nz

Ecrivons ce que représente la probabilité 1—a et plagons nous dans le cadre d’un intervalle
bilatéral oty + oy = :

1-a =Problu,, <U<u,, | U=N(©J)

(FL-F)-(p1-p2) “u
1-0(2
P1d1 n P202
ny ny

EchM2.doc 20/21
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1- o =Probju, /plql p2q2 <(FL—-F2)-(p1-p2) <U1—a2,} }

1-a =Prob U, plql p2q2 (Fl F2) (pl p2 < ul_oc2 Fl F2 :|

1-a=Prob (Fl — F2)— Ul_az —plql +—p2q2 < pl — p2 < (Fl — F2)— U(xl —plql + P292 —:|
L \ m nz \ ny nz

Il est possible d'utiliser les méthodes vues dans le paragraphe 2.4.

1) Remplacer dans les bornes p et q par leur estima  tion :
pp—>pP1=F

Py > Py =F

F1(1-Fp) N Fo(1-F>)
ny no

1—a:Pmm%ﬁ—Fg—uL%J

F1-Fy) Fo(1-F
<p1—p2<(|:1_|:2)_ual\/ 10-F1)  Fal 2)}

ny no

2) Remplacer dans les bornes pq par ¥4 : méthode par  exces :

1/1 1 11 1
1-o=Pr 0b|:(F1—F2)—U1_a2 5 +72 < pl p2 < (Fl_FZ) 0‘1 2 N +nz:|

Pour un intervalle bilatéral symétrique :

1-a=Pr ob[(pl -py)e {(Fl ~Fp)+ Ul—alz\/Fl(ln_ F) P (i]_ FZ)H : premiére méthode
1 2

1-a = Prob{(pl —py)e {(Fl ~Fp)+ Ualzé /ni +nlﬂ : deuxiéme méthode
1 N2
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