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Avant Propos

Le contenu de la premiere partie de cours MDF Approfondie est destiné aux étudiants
de spécialités énergétique et énergies renouvelables en mécanique. Il s’agit de la matiere
de la mécanique des fluides appliquée, il regroupe quelques rappels et notions de bases,
suivi de détailles plus approfondies en ce qui concerne le développement des équations de
bilans ; conservation de masse et de quantités de mouvement. Ou I’étudiant peut connaitre
I’établissement des équations essentielles sur les quelles est fondée la mécaniques des
fluides ; tout en partant du 2nd principe de Newton avec les hypotheses adéquates pour
déterminer I’équation de la continuité, les équations d’Euler, les équations de Navier-
Stokes, 1’équation de Bernoulli généralisée et voir aussi ses différentes formes appliquées

selon le cas a étudier.

Ce polycopie cours est réparti a six chapitres et est présenté d’une maniere méthodologique
et simplifié du point de vue pédagogique. Le plan de ce cours est présenté comme suit :
ler chapitre : rappel sur les opérateurs mathématiques et des notions de I'analyse vectoriel

pour la mécanique des fluides.
2eme chapitre : introduction a la physique des fluides.

3eme chapitre : (équation de Euler) rappel cinématique et approche Euler=Bernoulli pour
la dynamique des fluides parfaits.

4éme chapitre : (équation de continuité), détermination de I’équation de bilan de matiere
(conservation de masse)

beme chapitre : (équations de Navier-Stokes), détermination des équations de moments,
Notion de tenseur de déformation et de contraintes (conservation de quantité de mouve-
ment) et applications des pertes de charges dans le calculs de conduites (fluides réels et

Bernoulli généralisé).

Remerciements : pour les relecteurs : Dr L.Messaoudi, Pr M.Si-Ameur, Pr M. Aksas,

Pr A.H.Benmachiche, Dr G.Mebarki, Dr A.Benderradji.

Ce polycopie de cours n’est plus soumis a aucun droit et 'auteur a renoncé entierement
pour que son contenu soit largement diffusées et que le bénéfice puisse se répandre et

I’étudiant de spécialité en profite autant que possible !



TABLE DES MATIERES 7

La gestion typographique du texte francais a été réalisée avec Lyx et LATEX a l'aide du

package french.sty de Bernard Gaulle.

Dans lattente de 'achévement d’'une deuxieme partie de ce cours (MDF approfondie) qui

suivra dans le futur et qui va regrouper les volets suivants :
- Similitudes et analyse adimensionnel (adimensionnement).
- Ecoulements cisaillés et théorie de la couche limite.

- Ecoulements turbulents et introduction aux modeles de turbulence.



Chapitre 1

Rappel d’analyse vectoriel

Ce chapitre présente l’essentiel des notions mathématiques portant sur les opérateurs
vectoriels et tensoriels et la notation indicielle, qui est largement utilisée dans le cours de

Mécanique des Fluides.

1.1 Les systemes de coordonnées courants

Pour repérer la position d’un point M dans ’espace a trois dimensions, il est nécessaire
d’introduire trois axes non coplanaires. Le repérage peut alors étre réalisé par l'introduc-

tion de (voir figure ci-dessous) :

- trois distances : coordonnées cartésiennes,

- deux distances et un angle : coordonnées cylindriques,
- une distance et deux angles : coordonnées sphériques.

Coordonnées cartésiennes| Coordonnées cylindriques| Coordonnées sphériques
M(x. v, 2) Mir.6. z) M(r.0, @)

z

o
] o
<

N
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1.2 Champs scalaire et vectoriel

Un champ est un outil physique qui donne, pour un point de I’espace, une valeur d’une
grandeur physique. Autrement dit, le champ établit une correspondance entre une position

de l'espace et une valeur prise par la grandeur physique étudiée.

Pour commencer, nous allons définir un champ scalaire ou vectoriel a partir de notions que
tout étudiant connait. Soit un triedre orthonormé (¢, €, € ) et M un point de I'espace,

s
de coordonnées (x,y, z) ; d’otut le vecteur position de M s’écrit : OM = X?ﬁ—Y?ﬁ—Z?Z

1.2.1 Champ scalaire :

Un champ scalaire donne la valeur d’'une grandeur physique scalaire en fonction de la po-
sition, pour un temps donné. exemple de : température, densité, pression...etc. La fonction

f(M) est dite fonction scalaire de point M ou champ scalaire si :f (M) = f(x,y, z).

On parle de champ scalaire lorsque la grandeur physique est un nombre (réel). La température
et la pression d'une zone sont décrits par des champs scalaires. Il existe différentes
manieres de représenter un champ scalaire selon son application : coloriage de contours,

équipotentielles, graphe 3D...

1.2.2 Champ vectoriel :

Pour un moment donné, un champ vectoriel, ou champ de vecteurs, donne la valeur d’une
grandeur vectorielle en fonction de la position M. Autrement dit, chaque point de I’espace
est mis en correspondance avec un vecteur. Comme pour les champs scalaires, un champ
vectoriel peut étre étudié dans un espace 2D, ou 3D et dans le temps. Par exemples, le
champ de la pesanteur, le champ magnétique, en mécanique des fluides le mouvement de

gaz ou de liquides est étudié en utilisant des champs de vitesse.

Le vecteur vitesse 7(]\/[ ) est dit fonction vectorielle de point M ou champ vectoriel si :

7(M) = ﬁ(x, Y, z)?gC + 7(m, Y, z)?y + 7(1’, v, z)?z
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/7_)\
/———P\

X

Un champ vectoriel établit un lien entre une position de I’espace est une grandeur physique
vectorielle. Les champs de vitesse en sont un exemple. Le champ de pesanteur est un
champ vectoriel uniforme localement. Les champs électriques et magnétiques sont d’autres

exemples de champ vectoriels.

1.3 Comment utiliser Nabla ?

On I'appelle Nabla ou aussi 'opérateur d’Hamilton chez les mathématiciens, les opérateurs
mathématiques (Gradient, Divergence et rotationnel) peuvent étre appliqués mathématiquement
et utilisés sur des champs scalaires et vectoriels a travers I'opérateur différentiel Nabla,
pour retrouver : le Gradient, la divergence, le rotationnel, Laplacien scalaire et Laplacien

vectoriel.

Pour présenter le concept tres utile de 'opérateur Nabla, il faut insister de connaitre
le principe du champ scalaire et champ vectoriel (définis précédemment), pour ne plus
confondre entre les deux notions intuitives.

— Champ scalaire : soit une fonction ¢, en coordonnées cartésiennes son champ

0: R — R
scalaire est définie par :

M(z,y,2) — @(x,y,2) = p(M)

exemples : température, pression ; énergie potentiel...etc.

— Champ vectoriel : soit un vecteur Z(M ), mathématiquement on défini le champ
(

X:R?’—)R?’
(

) A$($1,y1,21>
vectoriel de ce vecteur par :

?(Jc,y, z) — 2(7) =\ Ay(x2,y2, 22)

\ A (3,3, 23)
\
c’est dans le cas d'un état stationnaire; c’est a dire, qui ne dépend pas de t (temps).
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exemples : champ des vitesses, champ des forces, champ magnétique, champ électrique

...etc.

Donc, pour trouver les notions de gradient, divergence et rotationnel, on va utiliser
lopérateur différentiel Nabla. C’est le symbole triangle tete en bas avec fleche <« V >,

on le note formellement dans le systeme de coordonnées cartésiennes par :

V! o

Remarque : Il est alors évident que pour avoir les composantes de cet opérateur dans

les différents systemes de coordonnées, il suffit de reprendre celles du gradient (ci-apres)

et d’enlever la fonction ¢ .

1.4 La signification du Gradient

. — .. . .y
— Le gradient : grad est une quantité vectoriel et est appliqué seulement pour

un scalaire et non pas sur un vecteur. on dit le gradient d’un champ scalaire.

dp
ox

pour trouver le gradient d’une fonction ¢, on écrit : grady = ?gpz %ﬁ ; comme un
Y

Op

0z
produit scalaire entre Nabla et la fonction scalaire (.

Il faut noté! Le gradient donne donc des informations sur la direction, sur le sens de la

variation de la fonction f mais aussi sur 'importance de cette évolution.

1.5 La signification de la divergence

— La divergence : div A est une quantité scalaire et elle méme appliquée & un

9
oe Ay
vecteur X, on écrit : de = ? ° X_ g o] A, | =%+F+ %5
9
o A

comme un produit scalaire entre Nabla et le vecteur X
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L’expression de la divergence dans les différents systemes de coordonnées est présentée

dans la suite :

, , . g _ 0A, 0A, 0A,
Coordonnées cartésiennes : deUZ = 5 + o + o

, o . 10(rA, 104 A,
Coordonnées cylindriques :dwﬁ == (ar ) + = 899 T o

Z d(r2A i
. , . L7 1 r 1 O(sinbA 1 OA
Coordonnées sphériques :div A = o) (ar ) + 7o ( 90 0) + P 8;

Remarque : en coordonnées cartésiennes, il faut utiliser ? . Avec les coordonnées
sphériques, compte tenu des multiples implications de ? sur la base, il sera préférable
d’utiliser le théoreme d’Ostrogradski-Green (voir section 3.3). Dans le cas des coordonnées

cylindriques, les deux possibilités sont a peu pres équivalentes.

1.6 La signification du rotationnel

— Le rotationnel : est une quantité vectoriel et est appliqué sur un vecteur

Z (tres utile en mécanique des fluides et électromagnétisme), on écrit : rotX =

K 04, 04y
ox Ax Oy Oz
? dy Ay ox + Oz
0z AZ oz Oy
9A. _ 0A,
dy 0z
— Coordonnées cartésiennes :rotz = aaﬂ _ %
z X
0Ay  9A,
ox Jy
l 0A, _ a(rAG)
r 00 0z
, . . —
— Coordonnées cylindriques :th = % — 3{%
z T
1 (0(rAg) _ 8A,
r or o0
1 O(sinfAy)  0Ag
rsind 00 dp
— Coordonnées sphériques :th = 1(_L 24, _ 9(rdy)
r \ sinf Oyp or

1 (9(rAe) _ 94,
r or 00

Remarque : une remarque fondamentale consiste a dire que le caractere rotationnel
n’est pas lié a la courbure des lignes de champ. Il ne suffit pas que ces lignes de champ
soient rectilignes pour que 1’écoulement soit irrotationnel bien au contraire! Cet opérateur

nous donne donc des informations sur le caractere localement tourbillonnaire du champ
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vectoriel.

1.7 La signification du Laplacien

— Le Laplacien : il faut faire attention! Il y a le Laplacien scalaire et le

Laplacien vectoriel. il est noté par le symbole triangle téte en haut < A .

1. Le Laplacien scalaire : Le Laplacien d'une fonction scalaire ¢ est : Ap =

o0 o ¢
ox ox ox
—

; — i ) — p) ) — 9 (9 0 (99 9 (9¢) _
dw(gradg&) = div 5‘5 - F) hd 5;5 T oz (Bz) + dy \ Oy | 0z (az) -

o0 P e

0z oz Oz

32

2. Le Laplacien vectoriel : Le Laplacien d'un champ vectoriel (vecteur A )

ANA,
_>X N . .
t: AA =1 A A, |, & noter que Ay, AyetA, ce sont des champs scalaires. il

ANA,
est bien appliqué en mécanique des fluides dans le cas des calculs des équations de

Navier-Stokes.

AA, = div(gradA,) = L4 + LA | P4

0x2 Oy?
ACT] - %A %A 92A
t _ _ y y y
donc, on ecrit : AAy dflrv(g'radA ) — —+ —+ 5

ANA, = div(gradA,)

8 Az 02A, 02A,
+ Oy? + 022

on obtient a la fin le Laplacien d’un vecteur Z , qui s’écrit sous cette forme de vecteur :
2 2 2
0 Ay 4 B Ag + 8 Aq;

axQ 2
RA — aAy+a2Ay+aAy
Ox2 Oy? 0z2

0%A 9%A 9%A,
8122+ 8yz+ 022

Remarque : la majorité des étudiants se trompent dans I’écriture du Laplacien de

0%A,
Ox?

. ~ 2 . .
vecteurX, ou il mette :AZ = ‘98‘42@ ; qui est évidemment faut !
Y
O2A,
022

Remarque trés importante : il faut bien noter qu’on ne peut pas utiliser un pseudo

opérateur Nabla ”V” en coordonnées cylindriques, cylindropolaires ou sphériques. Atten-
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tion! Ca ne marche pas et ¢a ne fonctionne que en coordonnées cartésiennes, car c’est le

seule systemes de coordonnées avec lequel on peut trouver ces opérateurs sus-cités.

1.8 Quelques relations importantes

—
— div (rotA) = 0 : ceci est évident en écrivant cette relation avec 'opérateur nabla :
—

div (TotA> = ? . (? A Z) =0. Cette égalité implique que si la divergence d'un

—

champ vectoriel § est égale a 0, nous pourrons mettre B sous la forme B =rotA
— 7 . . L .

— rot(gradf) = 0 :en utilisant 'opérateur nabla, cette égalité est elle aussi évidente :

E——
rot(gradf) = ?A? f. En mécanique des fluides, si le rotationnel du champ des

vitesses est nul, on parle d’écoulement irrotationnel et 'on introduit la fonction

scalaire potentielle des vitesses ¢ définie par 7 = gmd(—@; .

1.9 Applications :

Exercice 1 : Soit deux points M et P de coordonnées respectives M(x,y,z) et P(zp,yp, zp)

1. Calculer 7 = PM et r = HWH
2. Calculer?(%) au voisinage de M.

3. Caleuler V x 23)

/‘\

au voisinage de M.

wlﬁi

4. Calculer?

) au voisinage de M.

Réponses :

4

z

—
1. Le vecteur position PM :7 = (z — xp) €0+ (y — yp) €y + (2 — 2p)

—
et le module du vecteur position PM :7 = (z — 2p) €y + (y —yp) €y + (2 — 2p) €

z

9 ?( ) (z—2p)€ut(y—yp) € +(z—2p)€. 7

@2+ y—yp)+(—zp)PP 1

3. En tenant compte du résultat précédent et sachant que le rotationnel d’un gradient est

nul, on obtient le produit vectoriel :

v (3)=7
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4. Le produit scalaire est :

Exercice 2

Soit : f(z,y) = 22 + ¢3
1. Calculer la divergence de f: (Vf)

2. Calculer Laplacien de f: (Af)

15



Chapitre 2

La physique des fluides

On appelle Mécanique 1’étude des déplacements et des déformations des corps au cours du
temps, y compris I’étude des conditions qui entrainent ces mouvements. Nous considérerons
ici la Mécanique au sens restreint ol n’interviennent ni changements d’état physique, ni
transformations chimiques (vaporisation, cavitation, combustion. . .). Ce chapitre contient
des rappels de base en mécanique des fluides, liés a la physique des fluides et ses concepts

fondamentaux.

2.1 Introduction

La dynamique est la partie de la Mécanique des fluides qui étudie (sans expliciter la
variable température T) les mouvements ou le repos dans leurs rapports avec les forces
qui les engendrent. La cinématique fournit le cadre spatiotemporel dans lequel sont décrits
les mouvements dans ’espace euclidien a 3 dimensions. La cinétique se construit a partir

de la cinématique en introduisant la notion de masse.

La Mécanique des fluides (MDF) étudie la physique des fluides, afin de décrire un fluide

en repos ou en mouvement.
Dans la physique du solide : on s’intéresse a la distance : d (M;My)= C=*

— V.AB=V ;4B

on peut tirer un champ de vitesse pour solide, c’est la projectivité des vitesses (translation,

rotation ou les contrainte).

16



CHAPITRE 2. LA PHYSIQUE DES FLUIDES 17

ot : V=V 4+ GAAB.

Pour un fluide : les molécules peuvent se déplacer < librement >, les unes par rapport aux
autres, et donc la distance d(M;M,) peut varier a n’importe quel instant.

On ne peut pas suivre les particules une par une (impossible!), en thermodynamique
(1 mole — A4'=6.10%%) d’un systéme en équilibre - dit volume de contrdle (VC) - est
décrit par des grandeurs moyennes intensives “p,x, P, T” et extensives “volume, masse”.
Cela n’est pas suffisant dans le cas de 'hydrodynamique des fluides, car elles sont non
homogenes sur I’ensemble du VC, et les différentes propriétés du fluide ne sont plus les

mémes dans les différents points du volume de controle.

2.1.1 Echelle mésoscopique

Entre 1’échelle microscopique et macroscopique, il y a I’échelle mésoscopique (échelle ponc-

tuelle). C’est une échelle située entre les deux échelles micro et macro.

Définition : I’échelle mésoscopique < ponctuel > est une échelle inférieure aux aux échelles
sur les quelles les grandeurs moyennes varient suffisamment grand pour décrire 1’échelle

moyen et sa variation est tres petite d’un point matériel a ’autre.

2.1.2 Champ des vitesses dans un fluide

Pour un petit élément de fluide a ’échelle mésoscopique, le champ des vitesses en un point
M est présenté par : o (M) = (7;).

En chaque point M, il y a une vitesse spécifique V' lié & ce dernier.

Soit deux points matériels M et M’ de masse m et de volume élémentaire V suffisamment
petit (V=0).

En peut définir des champs des différent parametres :

— Champ des masses volumiques, p(M ) = ‘Cil—?}

— Champ des températures T(M), d’apres les lois de la statistique a 1’équilibre d'un
systeme, la description des particules ne change pas .

— Champ des vitesses (M) : la distribution de la vitesse obéie a la probabi-
1,2
MUy

lité :P(v,) = Kexpi kpT
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2
R . « o, . . . . .
c’est une Gaussienne de forme : € 22, la densité de distribution de vitesse est unique

a ’équilibre et la seule différence est la largeur de la gaussienne <%m02):( %k‘BT > La

température est le seule et unique parametre qui détermine la vitesse.

Champ de pression : P:%mer ou P = nkT, c’est la pression exercée par un fluide sur

une paroi immergée dans un fluide.

La 2" loi de Newton : mdzi = ?Z , a un instant <t > il y a des milliard de molécule

qui viennent frapper la paroi.

On a: d? = P.dS.ﬁ)L, avec : P = nkgTet n = ¥ = nombredeparticules

\4 volume

ou: PV = NkgT = PV =nANykgT — PV =nRT.
Une fois qu’on a compris qu’il y a une distribution de vitesse pour un systeme a 1’équilibre,
caractérisée par une grandeur de T et avec le calcul de la pression, on trouve PV = nRT'.

Cela est a 1’échelle moléculaire (cad microscopique).

Lorsqu’on a un large systeme, on n’est pas obligé de suivre chaque molécule, car des que
le systeme est suffisamment vaste (largement grand) et a 1’équilibre, alors la distribution

des vitesses est déterminée de la distribution dite de Maxwell Boltzmann.

— . .
Pression en un point du fluide & I’équilibre = > ?wt = 0 (c’est I’état statique du fluide).

2.2 Equation fondamentale de I’hydrostatique

%
En général, lorsqu’il s’agit d'un systeme solide en équilibre, on a : (7 = 0et 6 =

Tandis que pour le cas d’'un fluide en équilibre, on a : (V' (M) = 0 ;VM=74 =
Vo+ B AGM

cad. <md£> = <7¢>:>M.d§t€ — Z?m

Soit un point matériel M de fluide (élément de volume dV = dxzdydz). En plus des forces

standards (poids) qui s’exerce sur I’élément il y a aussi les forces de pression. Dans un
récipient, il y a une infinité de particule fluide.
Au repos, le bilan de forces : > 7611 = 0, le fluide est a I’équilibre statique et il est

soumis a des forces standards :

— poids : dm?zpdV?z pdxdydz?
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plx, y, =+ -|.-. :..-| ly l . | /;:'| x+dx, y, 2)dw

—_—
_I__II ¢ ;
A L T B / |_|'.l| @, 2 Jdady
i .

FIGURE 2.1 — Bilan de forces sur un élément de fluide dV

II-| N '.:'w.i.."l | 2

— autres forces éventuelles (magnétique, inertie)

— forces de pression : comme les forces exercées sur chaque parois solide.

2.2.1 Forces de pression d’un fluide en repos
2.2.1.1 Cas de contrainte normale

Pour un élément de volume dV = dxdydz en équilibre, les projections des forces exercées

sur cet élément par rapport aux axes donnent :

OX :dF, = Fy— Forge = Podydz. i — Pyygndydz. 7 avec : Pyygy — Py + dP,

d’ou : d?z = —dPx.dydz.7> — F, = —g—fdxdydz; car :df, = %dn

de méme pour les autres axes :

OY : dF, = F,— Fray—>dF, = —dP,.ded= ] — F, = —2dydud:

0L :dF, = F. — Forge =dF, = —dP,.dady. k = F, = —2Ldzdzdy

alors, la variation de force de pression est écrite : d?mession = — [%7 + %—];? + 3_12? dxdydz

ona:dP= WlP.d? avec :d T = alaz:?> + dy7> + dz?

donc : d?pressi(m = —WZP.OZV; c’est l'effet de variation des forces de pression.

et pour les forces volumique (gravitationnelle), on a : d?gruvité = p.?.dV

Dong, a Iéquilibre :> 76:015 = 6>
— d?pression + d?gravité ~0
——gradP.dV + p.g.dV = 0

:>MZP = p.?
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—
F1
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Fz2
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'y
vl P1 P2
Liquide

FIGURE 2.2 — forces de vérin hydrostatique

Vérin hydrostatique :

Soit un dispositif de vérin hydraulique, le systeme est en équilibre et les pistons sont
maintenu dans le méme niveau. Si on applique une force F1 de 100N sur le piston P1,

quelle doit étre la charge possible a soulever par le vérin. On donne le rapport de diametres

(S2/51=10).
F1 : La force de pression au point 1 en [N].
F2 : La force de pression au point 2 en [N].
S1 : La surface pressée 1 en [m?].

S2 : La surface pressée 1 en [m?].

B _ B
S1 T Se

Dans cet exemple, les forces de pression de variation importante sont celles agissent dans
la direction verticale. Faisant un bilan de forces sur (OZ) pour chacun des deux cotés du
systeme.

On a a I’équilibre du vérin : F5 + P, So — P,So = 0= F5, + PS; =0

et a I’équilibre de la pompe : F} + Py, S1 — PLS1=0= F; + PS; =0

a ’équilibre de tout le systéme, on a : z; = 29t P, = Pyd'ou : g—; = %,donc By =

F1(S3/S1) = 100 x 102

= I, = 10K N. (c’est la charge qui peut étre soulevée).
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Poussée d’Archimede :

On prend 'exemple d’un corps completement émergé dans un fluide, ce dernier recoit de
la part de ce fluide une force verticale appelée (poussée d’Archimede), dirigée vers le haut
dont l'intensité est égale au poids du volume du fluide déplacé (ce volume est donc égal

au volume immergé du corps), voir figure ci-dessous (1.2).

. n -
Poussée

d'Archiméde IT :
1T =F (B) - F(A)

FiGURE 2.3 — Poussée d’Archimede

La différence d pression est : Fig — Fa = p¢.Vimmerge-g

La force de poussée est donnée comme suit : Fga = pr.Vimmergeé-g

a ’équilibre, ona:Z?mt:0:>FB—FA—P:0:>H.A—P:O
avec : P=m.g. = p.V.g

Alors : ILA—p.V.g=0,dou: II.LA=pVyg

2.2.1.2 Cas de contrainte tangentielle

On prend 'expérience de Couette, le cas d'un fluide entre deux plaques paralleles de méme
surface A, distantes de h (voir Figure 2.3), I'une fixe et 'autre est mobile. La plaque mobile

se déplace avec une vitesse horizontale U et la force qui cause son déplacement est F.

Il est montré expérimentalement que suite a 'effet de la force F, il résulte une contrainte
de cisaillement dans le fluide entre les deux plaques. Cette contrainte (tension) est opposée
au mouvement de la plaque et du fluide, elle est exprimée par : 7 = % [%}

Remarque : L’'unité de cette contrainte (de cisaillement) est du Pascal : % = Pa, il

s’agit d’une force F par rapport a une surface S, seulement cette force est est de direction

tangentielle et elle n’est pas normale comme pour la pression ordinaire notée par P.
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F Flague mobile
e T T T e o ———

B4 e
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/ 1l
[ dy EE iI — taux de cisaillemert
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o
Fi T contrainte de cisaillement
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SRR
\\ Flague fixe u=0

FIGURE 2.4 — Expérience de viscosité

Il est prouvé aussi que la contrainte de cisaillement est proportionnelle au gradient de

vitesse u suivant la distance h entre les deux plaques : 7 ~ g—;

Autrement dit, la contrainte de cisaillement est proportionnelle au taux de déformation

et la constante de proportionnalité est le coefficient de viscosité dynamique (p) :

T = p— (2.1)
dy
Fs
/ )4 ., _ Contraintedecisaillement __ As __ _dU .[N.s] _[ kg
Un réarrangement de 1'éq. (1) donne : py = =24 T@eCecralicnient — i % ,[ 2] = [m_s]ou

[Pa.s]

La viscosité cinématique () est définie comme étant : la viscosité dynamique sur la

. o, s . , . 2
masse volumique, son unité est [m?/s]. Elle est exprimée comme suit : v = %[m?}

2.2.1.3 Variation de force de pression

Pour les gaz (fluide compressible) et dans le cas de I'air (atmosphere), la pression varie

avec 'altitude, et obéie a la loi des Gaz Parfait. (figure 2.4)

35

P(z) = Poe:v]f( )z

M

tel que : P, = exp_(TTf))zo , pour I'atmosphere a : Ty = 300K

Tendis que pour les liquides (fluide incompressible), la pression varie avec profondeur et

obéie a la loi de I’hydrostatique. (figure 2.4)
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La pression aimaosphérique
aal il g podds de Pain

2000 m 0.8 har

Surface de la mer - 1 bar

=25

14 2=3bars 10

1+28=38bars
Fression totals (ou absolus) /7

FIGURE 2.6 — Liquides en mouvements uniformes
P(z) = Py + pgh

avec : h = z — zp est la différence de profondeur et Py = P(2).

«~+— Liquide

7
>,

)
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2.2.2 Forces de pression d’un fluide en mouvement (uniforme)

L’étude de déformation de la surface libre d'un liquide en mouvement uniforme (a vitesse

constante). Par exemple, les deux cas (connus), celui du réservoir (contenant un liquide)

en translation a vitesse linéaire constante (7 = Cste) et le second cas est le vortex forcé

qui tourne & vitesse angulaire constante (w = C**¢). Dans cette catégorie de probleme, il

est nécessaire d’appliquer la loi fondamentale de I'hydrostatique. (figure 2.5)
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FIGURE 2.7 — Conduite avec tube en U

2.2.3 Forces de pression d’un fluide en mouvement (quelconque)

L’étude de mouvement quelconque d’un fluide (ex. conduites), nécessite parfois la mesure
de pression locale ou totale a des endroits bien spécifiés. Pour cela dans l'ingénierie, les
instruments de mesure souvent employés utilisent des techniques basées sur I'application
de la loi fondamentale de I’hydrostatique, par exemples : les barometres en U, a cuvette,

a siphon, les tubes de Pitot et les 'effet de Venturi...etc.

Bien stir, ¢ca nous ramene a introduire la notion de conservation d’énergie dans un volume
de controle (V.C.). C’est a dire, on va ajouter un 3éme terme a ’équation fondamentale

de I'hydrostatique et qui deviendra 1’équation (tres connue) de Bernoulli.

Dans ce genre de probleme, on fait appel a la fois a I'équation de Bernoulli et aussi
a Iéquation de 'hydrostatique (au niveau des sondes de mesure de pression). quelques

exemples d’application sont présentés ci-apres.

Application 1 : conduite avec tube en U

De l'huile de densité 0,75 circule a travers une conduite horizontale (figure 2.7), et fait
monter le mercure dans le manometre en "U". Calculer la valeur de la hauteur h, si la

pression mesuré au point A est égale & 1,4kg/cm?. On donne : z= 0,825 m.
Réponse :
On a: Pgp = Pr (points B et C méme niveau et méme fluide).

En appliquant la loi fondamentale de I’hydrostatique entre les points A-B et C-D, on
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A
_________________ =
v, =0 P, N\
—_—>
-VB —_—p vE PB
L]
B
® h

FIGURE 2.8 — Principe de la sonde de Pitot

trouve :
—> Ps+p.g.(2z+h)=Pp+ pm.g.h

= h.g.(pm +p) = Pa— Pp+p.g.2

— Py—Pp+p.g.2
h 9-(pm+p)

) _ 1.4x105-1013254750x10x0.825
AN. = h= 10.(113600+750)

=— h =1.14m

Application 2 : sonde de Pitot < tube en U >

La sonde de Pitot permet de mesurer la vitesse d'un écoulement d’air autour d’une struc-

ture, par exemple un avion.

A Tentrée du tube, en A, la vitesse de l'air est nulle. Au point B, la vitesse de I'air est
sensiblement égale a sa valeur non perturbée par 'instrument. L’équation de Bernoulli

nous donne :
> PA = PB—|—§U2

dong, la vitesse de l'air est : v = m m/s

L’équation de Bernoulli permet de comprendre le principe de divers instruments et ap-
pareils tels que trompe a eau, bec Bunsen, pistolet a peinture, carburateur, etc... En
revanche, elle ne permet pas d’expliquer les pertes de charge dans les tuyaux, car le fluide

est supposé non visqueux.
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Application 3 : deux conduites avec tube en U

Soit deux conduites de sections S et S, qui contiennent de I’eau aux pressions respectives
de 2,80 et 1,40 bar. on demande de calculer la dénivellation h de mercure du manometre
différentielle. On donne : x + y = 2m. La densité du mercure est : d = 13, 57.

Eau

S S Sy Ty ey T Sy Ty S Ty Ty T Ty T T Ty

FIGURE 2.9 — Différence de pression entre deux conduites
En appliquant I’équation de I’hydrostatique entre les points A et C, on trouve :

Po — Ps = peau-9-(Za — Zo)=— Po = Pa + peau-g9-(h + )
En appliquant I’équation de I'hydrostatique entre les points C et D, on trouve :

Pp — Pc = pmercure-9-(Zc — Zp) = Pp = Po + d.pequ-g-(—h)
= Pp = Pa+ peau-9-(h + ) + d-peau-9-(—h)
=—=Pp = Pa+ pean-9-T + pean-9-h(1 — d)
En appliquant 1’équation de I'hydrostatique entre les points D et B, on trouve :
Pp — Pp = peau-9-(Zp — Zp) = Pp = Pp — peau-9-Y

= Pg = Pa + peau-9-( + Y) + pean.g-h(1 — d)

5 5
Pg—(Pa+pean.g.(o4y)) _ 2:8%10°—(1,4x1094+1000x9,81x2)

h = peau-g-(1—d) - 1000x9,81x (1—13,57)

AN : h = 0,95m.
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2.2.4 Application de de I’équation de BERNOULLI (approche

statique)

Le passage de la loi fondamentale de I'hydrostatique a ’équation de Bernoulli, s’effectue
selon le principe de conservation d’énergie. Tout en considérant la variation de 1’énergie

cinétique, qui est (toujours) égale a la somme des travaux des forces extérieures.
dEC = Z oW = _dEP + 5Wf0rcespression: %U2+%Z+§ ="

et ’énergie totale d’un fluide statique est conservé tout point de ce fluide.

3 _ _ t
cad. Etotale - Ecinétique + Epotentiele + Elocale =C"

2.2.4.1 Effet de gravitation sur un liquide

Application de vidange d’un réservoir (formule de Torricelli) Considérons un
réservoir de grande section, rempli d'un liquide qui s’écoule a travers un orifice de section
faible (devant celle du réservoir) et situé a une hauteur sous la surface libre (voir figure).
La pression atmosphérique P s’exerce a la fois sur la surface libre et sur le jet a la sortie
de l'orifice. En supposant que le liquide est incompressible et non visqueux, il est possible

d’utiliser I’équation de Bernoulli pour déterminer la vitesse de vidange du réservoir.

bocoooooooonocoocooooad

F1GURE 2.10 — Vidange de réservoir

Considérons un point A de la surface libre et un point B situé dans le jet. Il existe une
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ligne de courant passant par ces deux points et le long de laquelle on peut appliquer

I’équation de Bernoulli :
Pa+pgZa+ 5pU3 = Pp + pgZp + 50U}

Compte tenu du rapport de section entre le réservoir et lorifice, on peut y négliger
Uadevant Up (Us << Up), car la surface du récipient est grande vis-a-vis de celle de
la section l'orifice : U4 =~ 0 . Par ailleurs, le point A étant situé sur la surface libre,
on peut admettre que : P4,=Pp pour de petites différences d’altitude. Dans le domaine
du jet ou se trouve le point B, les lignes de courant sont rectilignes et parallele et par
conséquent la pression motrice P est uniforme sur une méme section. En négligeant les
variations d’altitude au sein du jet, il s’ensuit que la pression statique est également a
peu pres uniforme sur une méme section. Or, par continuité de la pression a l'interface
jet-atmosphere, la pression atmosphérique régne donc en tout point du jet (ce résultat
peut étre généralisé a toute situation dans laquelle un liquide s’écoule sous la forme d’un
jet libre).

Appliquant Bernoulli entre A et B : Py + pgZ4 + %pUi =P+ pgZp + %pU%

Comme : P,=Ppg et Uy =~ 0, I’équation de Bernoulli prend la forme suivante :
= Py+pgZa+0= P+ pgZp + 3pU}
172 _
= 50U = pg(Za — Zp) = pgH

qui, apres simplification, permet d’écrire la formule non-uniformede Torricelli : Ug =
V29H
Remarque :

La vitesse d’écoulement du liquide et le temps de vidange sont indépendants de sa masse
volumique du liquide ; le seul parametre dont ils dépendent est donc la hauteur séparant

I'orifice de la surface libre du liquide.

Exercice d’application (Cas d’un Siphon) : On considére un siphon de diametre

d=10 mm alimenté par un réservoir d’essence de grandes dimensions par rapport d et

ouvert 'atmosphere. On suppose que :
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- le fluide est parfait.

- le niveau du fluide dans le réservoir varie lentement.
- L’accélération de la pesanteur g = 9.81m.s?.

- le poids volumique de I'essence : w = 6896 N/m? .

“H =24 Zs=25m.

A hsz

Reservmr/ R N

i Af — H

FIGURE 2.11 — Siphon

1) En appliquant le Théoreme de Bernoulli entre les points A et S, calculer la vitesse
d’écoulement VS dans le siphon.

2) En déduire le débit volumique gy .

3) Donner 'expression de la pression Pg au point B en fonction de h, H, et P,,,. Calculer
Pg pour h = 0.4m.

4) h peut-elle prendre n’importe quelle valeur ? Justifier votre réponse.

Solution :

1) Appliquant I’équation de Bernoulli entre les points S et A : % +Zs+ % = % + 24+ %
ona:Ps=Pys=Pu, Ugs=0etlyZs=H

Us =+2gH, AN. : Us = /2 x 9.81 x 2.5 = Tm/s

2) Le débit volumique : ¢,/ = Ugx.S = st”TdQA.N. L qyys = TX w:5.5x104m3/5 =
0.550/s

3) Théoreme de Bernoulli entre B et S : IZ)—B +Zp+ % = % +Zs+ &

2
S
2w

OI‘ZUS:UB,ZB—ZS:(H+h)etPS:PGtm
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Pp = Py~ w(H + h) AN. : Pg =10°-6896 x (2,5 + 0,4) = 80001, 6Pa = 0, 8bar
4) Non! Il faut que Pg >0

E/)quivauta:h<P“%—H, A.N.:h<%—2.5:12m.

Exercice d’application (tube de Pitot) : Le tube de Pitot, représenté ci-dessus,

permet de mesurer la vitesse (ou le débit) d’un fluide dans une canalisation de section S.
Le fluide circulant dans la canalisation est animé d’une vitesse U et possede une masse

volumique p; alors que le tube en U est rempli d’un liquide de masse volumique ps.

Enoncé

FIGURE 2.12 — Tube de Pitot

Le fluide est incompressible (p = Cste)et parfait (u = 0) . - L’écoulement est permanent
(OU/0x = 0).

Nous pouvons donc appliquer la relation de Bernoulli sous la forme :
P+ pgZ + $pU? = Csste

— L’ouverture B est dirigée face au jet et constitue un point d’arrét (la vitesse du
fluide en B est nulle, Ug = 0).

— Za=1p

— Up=Up =Ux =0

— La vitesse dans le tube est nulle (pas de mouvement), ce qui nous laisse écrire en
appliquant le principe fondamental de la statique des fluide ans cette partie du

systeme :
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Ppr — Par = pagh
Py — Pa=p1g(Za— Zu)

PB/_PBZPQQ(ZB_ZB/)

Pa+p1gZa+ %PIUE} = Pp+p1gZp + %P1U§;
= Pgp = P4+ %plUﬁ
PA’ _PA:plg<ZA_ZA’)
_ 1 2
Pg/ — p2g (ZB — ZB/) = Py + §p1UA — P19 (ZA — ZA/)

— U, = 2hg(g—j—1)

2.3 Théoremes de transport

2.3.1 Volumes et surfaces de controdle

Un volume de controle est un volume imaginaire sur lequel au procede au bilan intégral
d’une grandeur physique comme la masse, la quantité de mouvement ou encore 1’énergie.

On appelle surface de controle I'enveloppe délimitant un volume de controle.

Le fluide peut entrer et sortir d’'un volume de controle c’est-a-dire traverser la surface de

controle qui peut elle méme étre fixe ou mobile.

Le volume de contrdle peut étre sous différente formes. Il peut étre fixe (constant),
matériel a volume variable (masse constante), ou encore arbitraire dont le déplacement et

la déformation sont différents de ceux du fluide qui le traverse.

2.3.2 Théoreme de transport

En Mécanique des Fluides, ’évolution des grandeurs matérielles est analysée a 'aide
d’équations intégrales de bilan sur des domaines fluides macroscopiques. Le transport
de ces grandeurs dans l’écoulement est explicité en suivant le mouvement; il est par
conséquent nécessaire d’établir 'expression de la dérivée particulaire d’une intégrale vo-

lumique.
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Généralement, un volume de controle arbitraire est noté par Va(t) limité par ’enveloppe
fermée Sa(t). Soient f(,t) une fonction scalaire continue et dérivable et I(t) son intégrale

sur le volume Va.

I(t) = gf (@, t)dv

Le taux de variation dans le temps de I'intégrale I(t) est donné par :

10 = G4V = [[[ GV + [ F(Vae7)dS —————(")

Va(t) Sa (t)

ol 7@ désigne la vitesse locale de la surface de controle et 7 la normale extérieure. La
relation précédente (*), est connue sous le nom de la régle de Leibnitz, s’'interpréte comme

suit :

Taux de variation de Intégrale de la variation Flux de f (7, t)
Pintégrale de f(2',t) | = | temporelle de f(Z,t) | + a travers

sur le volume Va(t) sur le volume Va(t) I'enveloppe Sa(t)




Chapitre 3

Equations d’Euler (fluides parfaits)

3.1 Rappel de cinématique

La cinématique des fluides est I’étude des mouvements de fluides sans tenir compte des
forces exercées sur le fluide. Dans la cinématique, on s’intéresse uniquement a I’étude du
champ des vitesses. on trouve deux approches différentes, l'une est de Lagrange (approche

Lagrangienne) et 'autre est de Euler (approche Eulérienne).

3.1.1 Approche de Lagrange

Le point de vue Lagrangien, est de suivre I’élément du fluide dans son mouvement, cad.
suivre sa position a tout moment ; i.e. connaitre les coordonnés du point M(x,y,z) a chaque

mstant < ¢ >.

5 _ av ” T(t4dt) — 7 (1)

T dt ailo dt (3.1)
une
@ = ﬂ - 7 (3.2)
dt dt?
O—A>4(t> :?(t,?o)ﬁﬁ(‘c,?o)zi(?(t, ?0)) = Cllz'_%?(Hdt’?o)*d?(t)*?(tv?o)

33
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FIGURE 3.1 — Approche de Lagrange

Les lignes de trajectoires représentent les chemins suivis par les particules fluides dans
I’espace avec 1’évolution du temps, comme 'explique la figure 3.2. Théoremes de
transport

[Trajectoire d= @] [Trajectaire de @)

:1_12: Trajectoire de .:1:t_-j: Trajectoire de .

FIGURE 3.2 — Lignes de trajectoires
3.1.2 Approche de Euler

Du point de vue Eulérien, on s’intéresse au champ des vitesses de la particule fluide
(élément de volume) en mouvement o (77, ¢). L'équation de Euler détermine 1'évolution
des vitesses dans un volume de fluide. Donc, la question est comment déterminer cette

équation ?

Y a ¥ +d¥

H\F

F1GURE 3.3 — Approche Eulérienne

Les lignes de courant représentent des profiles de 'espace (courbes), décrivent le fluide
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squipotentielle

FI1GURE 3.4 — lignes de courant

en mouvement et qui, a tout instant, possede en tout point une tangente parallele a la

vitesse des particules de ce fluide.

3.2 Dynamique des fluides parfaits

3.2.1 Notion de dérivée particulaire :

on a laccélération d'un élément de fluide : @ = 22 = [ ?(7+d?’td+tdt)77(?’t)

Si on a une fonction f(x,y,z,t), on sait que : f(z+dzx, y+dy, z+dz, t+dt) = f(z,y, 2 t)—i—af dz+

Ly + 8z + Yt

e W(FHAT t4d)—T (T 1) 1 [o% 87 oY 27 O de | 97T d o7 dz |
a_ullfﬁ% dt _Cllt_%dt[ dv + 5, dy + Grdz + dt:|_cllt7’7no|:8a:dt+8y a T g T

oY o o oY

, v
—a = lZm [8$Um+a—yvy+51}z—|— 6t]:>a —<Ux8x+vyay+vzaz)7+

—7 :(7?) T4 2
e (PY)

C’est la variation temporaire d’'une particule fluide, du point de vue Lagrangien, en la

— Dérivée particulaire : 4 —
suivant dans son mouvement,

avec : d et Test le vecteur position.

d'ois % _87 + (7. ?) (3.3)

Lagrangien FEulerien
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Donc, I'approche de dynamique des fluides parfaits est basée sur I’étude des écoulements
de fluides, tout en considérant les forces extérieurs sans prise en compte des forces de frot-
tement ( ou forces visqueuses). Les écoulements parfaits sont gouvernés par les équations

connues sous le nom des < Equations de Euler .

3.2.2 Equation d’Euler :

. . v _ )
Pour une particule fluide de volume dV et de masse dm=pdV — pdVdd—t —2?,

? : forces extérieures qui influent sur la particule fluide.

ot

— pdV (@ + (7?) 7) 57 (3.4)

Il y a les forces volumiques (poids) et les forces de pression.
e
poids : d?pm-ds:pdV7 et pression :d?messi‘m = —dVgradP

on peut traiter le cas particulier des forces de poids et de pression, donc on obtient :

pdV (% - <7€) 7) :E?:d?poids"i_d?pression

= pdV L+ pdV (.5 ) T=pdV G —dV gradP=sp%E + p (T V) T=p 7 —gradP

oV 1 —
— + <7€) v = 7 — — gradP (3.5)
ot terme de gravité Pterme pression

terme temporaire terme convectif

(6)--+C’est la dite équation de Euler (1755).

Soit une fonction G ; sa dérivée particulaire est : % = % + <7?) G
Lagrangien Eulerien
ple; ]

terme temporaire .
P terme local transport ou terme convecti f

Pour le transport d’une grandeur physique dans 'espace, il y a deux fagons présentées

par :

— le terme d’advection (de convection ou convectif).



CHAPITRE 3. EQUATIONS D’EULER (FLUIDES PARFAITS) 37

— le terme de diffusion (de conduction).

Remarque : Dans la dynamique des fluides, le terme de diffusion est lié aux forces de

frottement entre les particules et qui dépend de la viscosité du fluide, appelé aussi le terme
visqueux. Ce terme n’apparaitra pas ici avec Euler), il s’agit du cas d’écoulements réels,

qui seront présentés avec les équations de Navier-Stokes dans le dans la chapitre suivant.

3.2.3 Equation de BERNOULLI : ( autres approches)

Approche Bernoulli = Euler :

En partant du principe de thermodynamique, par 'application de la loi de conservation

d’énergie sur un volume de controle :
AB. = S0W (f car) =W (£ yoias) + W (F pression ) =pod — dP
et d’autre part, on a : [m% = 27] .d?
avec : d7 le vecteur de déplacement
—m@ 47 =27
—mdl 4T = DWW

—=mV.dv = DWW
sur laxe (0Z) : =d (3m¥'?) = oW

et on a : SOW = 6Wooias + W pression= m G dT — VN PdT

d’ol1, on obtient sur I'axe (OZ) : d (3pV0?) = —pVgdz — V4L dz
= d (%pvz) =—pgdz — dP
apres intégration, on aura : % pv? =—pgz — P+ C

= %pv2 + pgz + P = C --+1’équation de Bernoulli sur 'axe OZ.
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on dérive I’équation de Bernoulli, par rapport a (OZ) : = d(%vQ) + /l)dP —qgdz=0

d’apres le théoreme de Green Ostrogradski : %gradv2 = <7€) v - 7"—07>57 ATV

alors; on peut écrire : (7?) v - 770_%7 AT+ %gr—aglP — 7 =0
= (7.9) 7 —rot @ AT =7 — Lgradp
pour un fluide irrétationnel rot v = ﬁ et instationnaire (aa—? #0) :
— ¢ df <ﬁ ?) v = 7 — fgradP --»c’est ’équation d’Euler

Approche Euler = Bernoulli

Maintenant, on prend la démarche inverse et partant de I’équation d’Euler , on a : 86—? +

H
(7.9) 7 -7 - et
et en utilisant le théoreme de GREEN OSTROGRADSKI (7?) v = %grade—H“_o_%?/\
7

on aura :

2gmdv +r0t7 AT =74 — gmdp

, . . . . — —
pour un écoulement incompressible stationnaire (% = 0) et irrotationnel (rof v = 0),

I’équation précédente devient :

- —
1 2 gradP
= sgradv” = 7 — ==

et le long d’une ligne de courant, on a :d 7= T dt; tel que ( ) est le vecteur déplacement

d’une particule quelconque d’un fluide incompressible. d’ol, on peut écrire :

— [3grade? + grad(£) = 7] .47 =0
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— [%6—87—1)2 + a_a_r’<§) — 7] A7 =0

apres la projection sur I'axe (OZ) : [%%vz - %% — 7] dz=0

= d(50?) + /l)dP — gdz = 0; et en intégrant :
= %pv2 + P — gpz = C®'¢ ——» équation de Bernoulli sur I'axe OZ

0 dx
avec : 7: 0 ;d? = | dy =projection sur OZ : 7d7 = g.dz

g dz

3.2.4 Ecoulement irrotationnel :
.= —
Si:rot v = 0 partout , alors :
% pv® + P — gpz = C***(écoulement uni-directionnel)

si : un écoulement est irrotationnel initialement (u = 0) viscosité négligeable, il restera

irrotationnel dans tout le fluide.
Exercice 1 :

On considere un siphon de diametre d = 10 mm alimenté par un réservoir d’essence de

grandes dimensions par rapport a d et ouvert a I’atmosphere. On suppose que :

- le fluide est parfait.

- le niveau du fluide dans le réservoir varie lentement.

- Paccélération de la pesanteur g = 9.81m/s?.

- le poids volumique de I'essence : W = 6896 N/m?> .

-H=74—Zg=2,bm.

1) En appliquant le Théoreme de Bernoulli entre les points A et S, calculer la vitesse
d’écoulement v dans le siphon. 2) En déduire le débit volumique g, .

3) Donner I'expression de la pression Pg au point B en fonction de h, H, W et Pyy,,. Faire

une application numérique pour h = 0.4m.
4) h peut elle prendre n’importe quelle valeur ? Justifier votre réponse.

Réponse :
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: e Vi 2
1) Appliquant Bernoulli entre S et A:Q—S + Zs+— = 2’4 +Za+ — 3
g w g w
o 52 Po=F =P o« Vi et Ly— BT
Ve =2, AN Vo =4/29 812 5 ="Tnifs
wd? 7(0,01)2
2) Le débit volumique : ¢, = Vs - ”4 gy =T = ”(4) =550 T s =B 550
: : . o V5 Ps V3 Ps
3) Théoréme de Bernoulli entre B et S : 5 +Zp+ — = 5 + g+ — .
g W g w

Or V,=Vg, Zg-Zs= H4h ei P,= Pu
Pg = Pom —w(H + h) AN.: Pg=10°—6896.(2,5+ 0,4) = 80001, 6Pa = 0, 8bar.
10°

Patm
4) Non. Il faut P 0 équivaut a : h — L ANE R < 0.6 = 1,
) on aut que g > Uequivaut a : v < = ; 1 < 9.81- 700 . D m




Chapitre 4

Equation de continuité (conservation

de matiere)

La matiere a une structure discontinue et la notion de milieu continu est une pure no-
tion < schématique >. Elle consiste a admettre que la masse et toutes ses propriétés sont
réparties continument dans le matériau (ce qui n’exclut pas les discontinuités aux in-
terfaces). Bien entendu ce schéma ne prétend représenter que les phénomenes macro-
scopiques ou mésoscopique dont les échelles caractéristiques sont tres grandes devant la
distance intermoléculaire moyenne. Comme il n’est pas question d’ignorer completement
les phénomenes dont le siege est a I’échelle moléculaire (comme celui de la diffusion), ceux-
ci devront étre représentés a travers une description macroscopique (ou mésoscopique) de
leurs conséquences a grande échelle. Le concept du continuum présente I'immense avan-
tage d’autoriser le calcul différentiel et intégral dont les outils sont présentés au premier

chapitre d’analyse vectoriel.

4.1 Courant de matiére

Soit un flux de matiere qui travers une surface élémentaire dS. La quantité de matiere

traversant dS pendant un temps dt est : dm = pqy = pV.dt.cﬁ = pﬁcﬁ.dt: pﬁﬁl.ds.dt

= dm :pﬁcﬁ.dt

Par définition : j = p 0 est la densité de courant de matiere (ou de masse).

41
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donc, %—T‘/dsz?.cﬁ

ds =dSn

U(r,t) LdS U(rt +df)

FIGURE 4.1 — Flux de matiere

La quantité de matiere qui travers dS (ou dite aussi 'intensité de masse), par analogie au

— —
courant électrique : %‘/dS:j .cﬁ——w)/ds:j cﬁ%’ (flux).

I/S://S?cﬁ://smﬁ (4.1)
[\

[
,

FIGURE 4.2 — Courant de maticre

exemple d'une cExercice 1 : analisation, le flux de matiére est conservé : I/, =, = CZ—T ‘ /5
Umy = Omsykg/s| : le débit massique est conservé le long d'un tube de lignes de courant
(figure 4.3), entre l'entrée (section S1) et la sortie (section S2), c’est similaire & une

conduite réelle.

Par analogie au circuit électrique, le courant est conservé le long du circuit (figure 4.4).

> -
N
lSI -S‘.al
'I*-T:

FIGURE 4.4 — Analogie au circuit électrique
Enoncé

:f!?.cﬁ
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|:-l-=..‘_i_f b l1“5-‘:".«’.L”"ri.m'-
o O —
= '....-"f
(S2)

FIGURE 4.3 — Conservation de débit d’'une conduite

Un écoulement stationnaire et incompressible, le flux de matiere est conservé, comme dans

le cas du courant le long d’'un dans un fil électrique, et donné par : I,5,=1,5,=1s,.

4.2 Bilan de matiére (conservation de masse)

Soit un élément de volume dxdydz : dm = pdV = pdzdydz

y+dy

X dx x+dx

FIGURE 4.5 — Bilan de matiere suivant < ox >

%
Pendant dt la quantité de matiere entrante dans I'élément suivant (ox) est : j (5).dS T p.dt :p.ﬁ.dydz.ﬁ
ﬁ
La quantité qui sorte suivant (ox) est : — j (x+dx).dS.ﬁ>x.dt :—p.ﬁ.dydz.ﬁx.dt

Le bilan de matiére sur suivant trois axes :

-
(ox) : ] dydz . dt = — j (Hdz).dydz.ﬁx.dt =0
— -
(0y) : 7 ()-dudz. ﬁ)y.dt =—7 (y+dy).dmdz.ﬁy.dt =0
— —
(0z) 1 J (»)-dyda. L.dt = — j (Z+d2).dydx.%>z.dt =0
ona: j) =) x.ﬁquj y.ﬁy—k J Zﬁz
- = -
alors : dm = —dxdydz.dt | Lt ") @ (etde) L@, 4 T <y+d§; L _>y + —] () AONT
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dm = —dV.dt | 207, 7dy 7,4+ L7 };» = —dV (3 )= e = —av (37)
NV — (7) — _div (pﬁ)
Donc :
f’lf + div (pﬁ) —0 (4.2)

C’est la dite équation de continuité ou bien dite : < équation de conservation de masse >.

4.3 Flux de matiere d’un volume fini "V"

Soit un volume fini de fluide "V" et de surface d’enveloppe (V).
Donc : ¥ fff dV ; avec : M = fffpdV

Par ailleurs, le bilan de matiere donne :

Flux de matiére entrant a travers 'enveloppe ¥ : ©4= (f 5@5 ¥ ).d?m
z(v
Flux de matiere sortant a travers I’enveloppe X : ﬁ g ( ? t). ?out

D’apres le théoreme de Green Ostrogradski :¢p ﬁ ¥ .d?z fffdi@ J.dV
S(V) %

Si le fluide est incompressible (p=C**¢) = %? + div <7> =0
= div <p7> =0
= div (7) =0
Courant a travers la surface de I’enveloppe fermée (V) est :

Im= {f j 745 = fffdwj AV =0

(V)

Application :

La loi des neeuds ( ¥ de tout ce qui entre = ¥ de tout ce qui sort) a travers la surface de

I’enveloppe :

dw( )=0= Ej(;é T8 = 0— g T A8 = —ffj A3 frow + ffj A o +
t/;f J ‘d?flow
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=0=5L+ L+ 3= 1 =1, + I3 (c’est la loi de noeuds en électricité).
Par analogie a la loi des nceuds d’électricité, la masse est aussi conservé dans une bifur-
cation de conduite, qui est considéré comme un noeud.

Selon la loi des noeuds la masse est conservée et le débit aussi, donc la somme des débit

entrant est égale a la somme des débits sortant dans le cas de la figure 3.6.

FIGURE 4.6 — Application de la loi des nceuds

Exemples de divergence ”div(ﬁ) " d’écoulement de fluide : la divergence représente la
variation de débit entre les lignes de courant pour un écoulement d’un fluide incompressible

(figure ci-apres).

écoul. uniforme écoul. laminaire source puits
| A
> — N | s/ v . 7
S _— = = N g N l /'
> [ 7> NY v © Ny
S <) — . <CON
/] ) AT, ¢ | \.
> > /./ Ny z./ | \
S —— — N R

div(T) = 0 div(T) =0 div(T) > 0 div(T) < 0

FiGURE 4.7 — Exemples de divergence

4.4 Equation de continuité

Rappel : L’équation de continuité traduit le principe de conservation de masse.

Soit un élément de volume dV = dxdydz, sa masse est dm = pdV = pdxdydz.

Si la matiere est conservée, sa variation dans le temps est nulle, pendant un temps < dt > on
a: CZ—T =0

alors :?ﬁz%—? = %—Tdt + %—ngx + %—’;Ldy + %—dez

Ona:%:Ojoz%—Tdt+%—?dI+%—Zdy+%—sz



CHAPITRE 4. EQUATION DE CONTINUITE (CONSERVATION DE MATIERE) 46

— Om 4 Om om om
=0= +8xu+8yv+8zw

ot
om _ _ (Om om om . . —
= G = <8Iu+3yv+8zw>,avec.m—pd‘/
OpdV [ 9pdV dpdV dpdV
= = <8xu+ gy Ut T W

o) . dpu dpv Jpw
:»6—§dv_—<%+8—g+%)dv

dp _ (9Opu  dpv  Opw
ot (a:p Ty T s (43)

S %Y (pﬁ>+2 PG

avec : q, > 0 cas de source et ¢, < 0 cas puits.
— écoulement permanent (stationnaire) : 2 = 0=V (pﬁ) =>" P
— écoulement incompressible : p = CSte—>? (pﬁ) =p>. g = ?ﬁ = qo.
— écoulement conservatif et incompressible : > g, = 0 j?ﬁ = 0 (ni puits, ni
source)
Exercice 1 : Soit un écoulement dont le potentiel des vitesses est donné par :
o(z,y) =22 — 2y — y®, avec : U = gr—agl(p = ?gp
— Démontrer que 1’écoulement est : bidimensionnel, permanent et incompressible
(vérifiant I’équation de continuité) ?
Exercice 2 : L’équation de la continuité pour I’écoulement permanent isovolume est-elle

vérifier 7 si les composantes de la vitesse sont les suivantes pour les deux cas (a) et (b) :

u=22%—ay+ 2*
a) v =% — 4y + 1>

w = —2xy — yz + y*

u= (20 —3y)t
b) v=(x—2y)t
0



Chapitre 5

Equations de Navier-Stokes (fluides

réels)

5.1 Généralités et définitions

L’étude des écoulements réels (visqueux) est gouvernée par ’équation dite équation de

Navier-Stokes :

dU

= _vp + ,uAﬁ + pd --» équationdeNavier — Stocks (5.1)

En pratique, la solution analytique de cette équation est impossible. Généralement, on
pose des hypotheses simplificatrices et on procede aux solutions numériques basées sur des
méthodes numériques (différences finies, volumes finis, éléments finis...etc). Dans toutes les
situations, les forces de frottements ont un grand role, ou la viscosité n’est plus négligeable

(fluide réel), ce qui fait la différence avec un fluide parfait.

5.2 Régime d’écoulement

Dans la pratique, parmi les effets de viscosité, on retrouve le changement de la nature et du

comportement d’écoulement avec 'accélération (vitesse) sous l'effet des forces visqueuses.

47
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Ce qui caractérise ce qu’on I'appel régime d’écoulement. O. Reynolds a réalisé une étude
systématique du régime d’écoulement en fonction des différents parametres intervenant
(débit, viscosité, dimension de géométrie ... etc). Il a montré que le régime dépend d’une
grandeur sans dimension Re = %, appelé < Nombre de Reynolds >, qui regroupe les
grandeurs dimensionnelles suivantes : la vitesse d’écoulement (U), la masse volumique
(p), la viscosité dynamique (i) et la longueur caractéristique de la géométrie (¢). D'un

point de vue sens physique, ce nombre adimensionnel, caractérise le rapport des forces

d’inertie sur les forces visqueuses.

5.3 Tenseur de contraintes

On a un point M qui appartient a une surface dS, la force de surfacique (de pression),

s’exprime : d? = —PdS, qui est normale a la surface dS.

Pour une contrainte quelconque, on a : d? = —?nds .

Soit la norme de cette surface : 77 L=Ng % +nyj +n.k

et dans ce cas : ?n = Txﬁx + Tyﬁy + Tzﬁz
Les projections de cette contrainte surfacique sur les surfaces L aux axes, soient :

— — —
— la projection de dS sur le plan 1a X est : ?x =042t +TypJ + Tz k

— a projection de dS sur le plan la Y est : Equation des moments?x = Tpyt +

— —
Oyy J +Toy k
— - —
— a projection de dS sur le plan la Z est : ?m =Tpet + Ty ] +0 k

— — — — —
Alors : ?n =T, 7, + Tyﬁ)y LTV, = (Opz @ + Ty J + Tox k )%}x + (Tuy @ + oy +

— - - —
Tuy K )ﬁy + (Taz @ + 7y +0..k )77,

on peur écrire sous forme matricielle : 7n = | Ty Oy Ty ny :>?n =T.7
Tmz Tyz O-ZZ nZ

--» c’est le tenseur des contraintes.

d’ou : on peut le décomposer par la sommation de deux matrices, un tenseur sphérique

et un autre de trace nulle.
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1 00 Ope Tyr Tox
=>? = aj + ?/teq T= 01 0| et F = | T gg’w Tay —c’est le tenseur des
0 01 Tez Tyz O,
contraintes visqueuses.
Opp = QU+ O';x
avec : Tyy ZOH-U;y et O';x—i-O';y-i-O' =0=-3a+ 0., +0yy +0..

’
O, =0+ 0,,

On écrit : ? ?ﬁza.?.ﬁ—i—?.ﬁza.ﬁ—l—?.ﬁ

ou : le 1°"terme

donc : dF = T..dS = a..dS+ T .7.dS = —P.

3l
.
nn
+

~
3l
U
nn

présente les forces de pression hydrostatique).

—/

dou: P = %T?” <?) et Tr(T ) =0 avec : a = —P c’est la pression hydrostatique.

5.4 Equation de Navier-Stokes

5.4.1 Notion du tenseur de déformation

Il faut voir aussi le tenseur de déformation < G = ?

soit un élément de fluide <« dV > en déplacement de M vers M’, le champ de vitesses

dérive de ce qui suit :

7/27+d7:7(7+d7):7(?)4—7(617) et on écrit :

u=u+ a“dx + a“dy + a“dz

v =0v+ @d:c + @dy + @dz — Equation des moments

w =w+ axdx—k 8“’dy—l— dwdz

I Ju Ju Ju
u u or Oy 0z dx

= » | = v o
v v - or Jdy 0z dy
w' w ow  Ow dw dz

ox oy 0z



CHAPITRE 5. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES (FLUIDES REELS) 50
on note :

ou du du

or Oy Oz

G = % g_z % (5.2)

ow dw Ow

ox oy 0z
5 : est la matrice Jacobienne ou le Jacobien

— V(7 +d7) =V () + Gd7

On appelle G le tenseur de déformation,

qui représente quatre types de déformation

(translation pure, élongation/contraction, déformation angulaire et rotation pure), comme

présenté sur la figure ci-contre.

- ,
! /
I / o

[ |

Translation EIongation/contraction Déformation Rotation pure
angulaire
FIGURE 5.1 — Cas de déformations
5.4.2 Décomposition du tenseur de déformation
on éerit : G = ¢ +
) 1 (o ) 1(0 8
ooob(Brs) s
o — 1 1(a ) ) 1(9 ) ) Atri
avec: e = | 2 (8_;‘ + B_Z) S_Z 5 (a_z + TZ) c’est un tenseur symetrique
1(0 8 1(ov | 0 d
Le+3) 1(p+vg) 2
1 (o Gl 1(0 )
o (&) sG-
T= | 1 a bl 1 (o 8 i AT
et w = 3 <_<9_Z + a_;> 0 5 a_z — 3_1; est un tenseur anti-symetrique.
1(d d 1 (o d
P(g-o) b(-%) o
0 GUd7)-9Q. Q,
Onnote:w= | Q, -Q,
-, Q, 0
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teq:wdT =] Q. 0 —Q, dy

0 —Q.dy  Q,dz
—Qdr  Q,dy 0
Remarque : On définie le mouvement et la déformation d’une particule fluide en termes

de simple translation, élongation/contraction, déformation angulaire et rotation pure, tout

en développent 'expression de variation de vitesse (dv)

— V() +Gd7 =V (7)+ ed? +5.d7
av

V(T +d7)= V(7) + &d? + S Ad?

dé formation rotation pure

{

translation

5.4.3 Equation de Navier-Stokes

Par définition d’un fluide est dit « Newtonien >, on a le tenseur de contraintes visqueuses

==/ —
T qui dépend linéairement du tenseur de déformation < e >.

e est symétrique — €;; = (8“1 + 8u”>:> eij = €ji
==/ _
On a la relation entre les éléments du tenseur T et e

pour un fluide isotrope :
O-z,'j = 2,11,67;]' + ,u/ (em + Eyy + ezz> 5ij__') (*)

avec, 0;; : symbole Kronecker et d,—; = 1 et §;2; =0
{4 : viscosité dynamique.
/

w1 viscosité de dilatation.

Les éléments diagonaux du tenseur < e;; > ne sont que la divergence de la vitesse,

3 3
c’est a dire : ey + e +e33 =) €5 = gz —l— —l— %f => gZ? = V7
=1 i=1 v

pour un fluide incompressible : VV =0,
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donc P'équation (*) devient : oy; = 2ue;;
car : €gy + €yy + €5, =0

==/ —
Alors, les éléments de T' et e} sont directement proportionnels et le coefficient de pro-

portionnalité est la viscosité dynamique du fluide.
==/ —
dou: T =2pue

D’apres la seconde loi de la dynamique (Newton) et avec ’hypothese de fluide Newtonien,

incompressible et isotrope :

ona: N =m @ = —dVVP +dVVT + pdVg = pdV L
= €P+2u€e+pﬁ_pdt

et comme egest la notation compacte du tenseur de déformation, qui est égale a :

??=;<§%%>7* z[zﬂm(mj %)la

Enoncé= Ve = %ZZ:%: <8x + &ngij) el = %; <282V> e; + 22 (Zax]>

le second terme est nul : 2 &C <Z Bx]> .EZ? =0;

car la divergence de vitesse est nulle pour un écoulement incompressible :

( gfﬂ—vv—())
J

et le premier terme est égale a Laplacien de vitesse :

ZB2V

done 9 - 45 (258 ) - b a2
7 j J 7

et pour un fluide incompressible : VV; = 0, alors :
Ve=1y(av) @ = AV

Donc, I’équation de la 2" loi fondamentale de la dynamique s’écrira :
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—?PJr,uAVer?—pdt
—?P + ,uA7 + p? = p2v 5 + p (76) 7 --+C’est I’équation de Navier-Stokes

avec:%z%—?—i—(??)?

Donc, la projection de ’équation de Navier-Stokes sur les trois axes, on obtient le systeme

d’équations en coordonnées cartésiennes :

G (ufs +od rwd) =~ (G4 5+ )
oG o (ugs +ofe v wd) =~ 50+ (G + 5 + 5) (5:3)

2w w w
p8t+p( o +wdy ):—g—f+u(g?+g7+f’ )—pg

Le systeme d’équations de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques,

. — la(TuT) 18'09 auz —
avec : U = (uy, Vg, w w) et S5 4 LT 4 S = ()

Our our 10u, _ wve our] __ _ Up 1 9%uy 92 ur
Pt + o [ur Gy + oo (D55 — ) 5] = - +M[ 2t T

+
p%?w[ura””v(%%——)+w5’”g}=—%% u (G +

10vg v 1 6%y 81}9
r Or 72 + r2 062 +

p+102 1 L%0 4 22) — o
(5.4)

oS+ p (e + 2098+ wle) = — 92 4 i (%3

Le systeme d’équations de Navier-Stokes en coordonnées sphérique,

: fy % Zﬂ laue v9cot9 ]. 8U<p
avec (U = (U, ug, u,) et G+ = 4 500 4 + rind o =0

Surl'axer :

2
our Our ug Our Uy QU _ oP
Por T oW T traaae 7 T ] = o T

rsind Oy r r

+M A2u, + 20ur 2ur 4 1 8%u, 4 cotf 8ur 4 1 0%u, 2 Ovg 2ugcoth 2 3u<p:|

or? r or r2 002 r2 2sin20 B2~ 12 80 12 r2sinf Op

Surl'azed :

2
Qug dug Urue ug Oug Up dug _ UpcolW|  19P
Pt +p |:Ur + + r 00 + rsinf Op r — r oo + f9

2 90 r2sin260 Oy

9?2 0 o o] 9?2 r 0
+M|: uUg +2 Uy n20+ 1 90%uyg _i_c?te Oug + 1  O%ug + 2 Ou 2cos  Ouyp

Or2 r or  rlsi 2 902 25120 0>

Surl'azxeyp :

Uy © Uvu(p ug Oup U Uy cOtl up, Oup | 1
pat +p|:u7’6 + + r 00 + r +rsim9 oo | rszn98<p+f90

32U<p 2 Ouy, 1 82“@ cot 8U<p 1 82“@ 2 Our 2cosf  Oug
T |: Or2 + T or r252n20 + 72 2 + 72 + r25in20 Op> + r25in0 Op + r25in20 Op
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5.5 Pertes des charges (application aux fluides réels)

Il existe deux types de pertes de charges, les pertes de charges linéaires liées a la longueur
et les pertes singulieres liées aux changement de formes du circuit de ’écoulement du

fluide ( variation des section de passage du fluide).

5.6 Pertes de charge linéaires

Les pertes de charge linéaires s’expriment par 1’équation (1) donnée Equation des moments

en fonction du coefficient de pertes de charge linéaire (\) :

Jis = AL (9) (5.5)

avec :
D : Diametre hydraulique,

L : Longueur de canalisation,

v : vitesse moyenne d’écoulement,
g : accélération de pesanteur,

A :coefficient de perte de charge linéaire, qui est lié aussi au coefficient de frottement (f :

friction factor), donné par I’équation ci-apres :

~
I
>

et f= % avec : T = ,ug—z n :normale a la direction d’écoulement.

An’est fonction que du nombre de Reynolds et de la rugosité relative de la paroi (¢/D),

qui peut étre obtenue du diagramme de Moody.
On distingue différent cas :

- Si Re <2300 : Cas du régime laminaire, appelé aussi droite de Poiseuille, o An’est

fonction que du nombre de Re :
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)\ = e

64

- 81 2300<Re>10000 : cas d’écoulement turbulent et paroi lisse, ou )\Equationdesmomentsne

dépend encore que de Re et on utilise la droite de Blasius :

Equation des moments\ = 0.316 x Re 02

ou encore 1’équation de Van Karman : % = 2log (Reﬁ) - 0.8

qui se résout par méthode itérative (Newton) avec : A\g = 0.02 comme solution initiale.

- Si Re>10000 : Cas de régime d’écoulement turbulent et rigoureux, alors Ane dépend plus
du nombre de Reynolds. D’apres le diagramme de Moody, en tres peu de cas la courbe
e/D est presque une droite horizontale. Pour les calculs industriels o, utilise la relation

de Blench :
A= 0.790\/%——9 équation de Blench

Remarque : pour les conduites expérimentales de rugosité uniforme, on utilise la relation

de Karman Nikuradse :

75 = 2log (52) + 1.74

Loi générale du coefficient de pertes de charge en régime turbulent et paroi lisse ou rigou-
reuse, ainsi que pour le transitoire. Colebrook et White ont regroupé les lois de Prandtl

et Karman, en proposant ’équation suivante :

1 2.51
VU —2log (Reﬁ + 3.761D>

5.6.1 Application (mesure de la viscosité) :

Dans un large réservoir, on place un liquide de masse volumique p. On fixe au fond du
récipient un long tube fin horizontal (longueur L rayon R); les forces de viscosités sont
prépondérantes ici, ’écoulement est tres lent (goutte a goutte). La mesure du débit permet

de calculer la viscositép.

En appliquant Bernoulli, dans le réservoir (les forces de viscosité n’interviennent pas 1a)

on obtient :
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ua |

section S

h

orifice de

section s

FIGURE 5.2 — Mesure de la viscosité

AP = pgh — pv* =~ pgh.

- iseu . O = mR!pgh — mR! pgh
La loi de poiseuille donne : () = S L M= R0

par exemple, pour I’huile de masse volumique p = 860kg/m? h = 0.3m, R = 2mm, L =

0.15m et on mesure un débit : @ = 53ml/min. D’ou :

r(2.10-3)"
H= 8><(g)3.10—6)/60) SGOXS.?;XO':& = 0.12[kg/m?*.s] = 0.12[Pa.s]

5.7 Pertes de charge singulieres

Ce type de pertes de charge est lié a des accidents ponctuels (changement de forme de
tuyauteries), par exemple 1’élargissement et le rétrécissement brusques ou progressifs,
coudes, formes < U, T et Y >, vannes, robinets, clapets ...etc.

Elles s’expriment a partir d’un coefficient de pertes de charge adimensionnel noté par

< e > et donnée par la formule suivante :

2
— ¥
Js12 = €2
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avec :
e : coefficient des pertes de charge singuliere,

v : vitesse moyenne d’écoulement a la section de passage considérée,
g : accélération de pesanteur,

Le coefficient < e » est déterminé explicitement pour quelques cas (ou bien par formule
empiriques), ou encoure par des abaques. on peut retenir quelques exemples des cas ci-
apres :

. o \2
- Elargissement brusque : e = (1 — S—;)

2
- Rétrécissement brusque : e = 0.45 x ( — %)
- Tube plongeant dans un bac :e =1
- Coude 90° : ¢ = 0.8

- Vanne ouverte : e = 1.2

5.7.1 Coefficient de contraction :

L’évaluation du débit de vidange nécessite de prendre en compte la contraction du jet.
Comme le montre I'encart de la figure (..) , la vitesse évaluée précédemment correspond a
une section plus faible que celle de I'orifice. En conséquence, le débit volumique de vidange

s’obtient en calculant :q, = Ug X Sp

ou Sp est la section du jet ou les lignes de courant peuvent étre considérées rectilignes et
paralléles. On peut ainsi définir un coefficient de contraction C. = Sg/S, lequel dépend
essentiellement du type de paroi ainsi que du profil de l'orifice dans la paroi. On peut

alors reformuler le débit de vidange ainsi : :q, = Ug x SxC,

Exemple : Les figures ci-apres donnent de maniere non exhaustive quelques valeurs ty-

piques du ce coefficient de contraction.
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Moody Diagram
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Elargissement brusque
K=(1-8,/S,

Divergent
K=(1-8/8,)sna

S, i
J—ﬁ_L

Rétrécissement brusque Convergent
K=(/u-1) sS, K=(/u-1}sne
r=S./5, u=5/8,

Coude brusque

. . 4
K =sin® @ +2sin’

Entrée de canalisation brusque
K =05

|_|-b
—

K - o131+ 1847(n/R)]
w

Entrée de canalisation progressive
K =0,04

FIGURE 5.3 — Coefficient de contraction [5]

M

FIGURE 5.4 — Diagramme de Moody/[5]

5.7.2 Diagramme de Moody
Présentation et lecture du diagramme :

Utilisation en régime laminaire :

21 0.05
— 0.04
= 0.03
= 0.02

0.015

0.01

o]
(._:_‘
=
0.005 <=
@
7]
0002 =
N
o
0.001 =
5x10~48
ZxHI_P;‘
TG4 g;
Bx10~%"
Bim
1075
5x10~F°
10—

Le coefficient se lit directement a partir de la droite 64/Re, ( voir figure ci-dessous).
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Friction Factor

' 1
————r
" v
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.| Wamcmeind old 10 ------L---‘anon Factm AP ‘- Smooth Plpe I e : -‘-H*-- ‘”ﬂg
| ; : T 10

"
" P TR
L H HlH 1 H

16° 10 10’ 10” 10 10
Reynolds Number, Re = 2¥¢

Le coefficient se lit directement a partir de la droite 64/Re

FIGURE 5.5 — Régime laminaire

Utilisation en régime turbulent :

Le coefficient se lit directement a partir de la zone délimitée par les deux profils en rouge,
( voir figure ci-dessous).
On calcule la rugosité relative e et on sélectionne la courbe correspondante 0.02 ou 5.10~%
(ici, dans la figure ci-aprés). On détermine le nombre de Reynolds et on lit & I'intersection
de la courbe et de la verticale
— On voit qu’au-dela de la courbe «Complete turbulences, le coefficient ne dépend
plus que de la rugosité et est indépendant du nombre de Reynolds.
— La ligne <« Smooth Pipe » correspond a la limite du diagramme en régime turbu-
lent : les conduites ne sont plus rugueuses sur cette ligne.
On peut se demander quelle zone du diagramme est intéressante pour les écoulements
habituels dans les conduites horizontales : Si on fixe Re & 2000 (valeur critique laminaire
— turbulent), on peut calculer les vitesses critiques vx, au-dela desquelles le régime est

turbulent :
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Relative Pipe Wc:ﬁ.rsmm
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V > v* = 2000.v/D

ou : v est la viscosité cinématique du fluide.

vilesses critliques de l'eau [m/s]

t () 1/2” s g
i ] [m?/s] 16,4 mm 274 mm 53,2 mm
10°C L3010 " 0.16 0,09 0,05
50°C 0,54 - 10°° 0,07 0,04 0,02
S50°C 039- 10" 0.05 0.035 0,01

On voit bien que les vitesses critiques sont tres inférieures aux vitesses usuellement ren-

contrées donc les régimes seront toujours turbulents.

Exercice d’application :

Un pipe-line de diametre d = 25¢m est de longueur L est destiné a acheminer du pétrole

brut dune station A vers une station B avec un débit massique g, = 18kg/s.

Les caractéristiques physiques du pétrole sont les suivantes :
- masse volumique p = 900kg/m?,

- viscosité dynamique p = 0,261 Pa.s.

On suppose que le pipe-line est horizontal.

1) Calculer le débit volumique ¢, du pétrole.

2) Déterminer sa vitesse d’écoulement 7

3) Calculer le nombre de Reynolds Re.

4) Quelle est la nature de ’écoulement ?
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5) Calculer la valeur du coefficient des pertes de charge linéaire.
6) Exprimer la relation de Bernoulli entre A et B.
Préciser les conditions d’application et simplier.

7) Déterminer la longueur L. maximale entre deux stations A et B a partir de laquelle la

chute de pression (AP = P4 — Pg) dépasse 3 bar.

Réponse :
1) Débit volumi 5 AN 18 _ 0 02m3/
ébit volumique : ¢, = —, A.N.: ¢, = — = 0,02m*/s
4q, - o 4-0,02 ,
2) Vitesse d’écoulement : V' = ?r.(iir AN.: V= m = 0,407 m/s
V-d 0.407-0.25
3) Nombre de Reynolds : R = —— , AN.: R= ————— = 350,862
: K 0,269
P 900
4) Re < 2000 : il s’agit d'un écoulement laminaire.
64 64
5) Coefficient de perte de charge linéaire : \ = Re’ S e — 350 862 — 0,1824

- . oL o !
6) Equation de Bernoulli : 5(1 5—Vi)+9(Zg—Za)+—(Ps— Pa) = Ji
‘ P
Conditions d’application : "’TB:\-‘TA o ag—a

1
Equation de Bernoulli simplifié : —(Pg — Py) = Jg
P

1 Ve
7) Calcul de la longueur de la conduite : —(Pg — P1) = Jp avec : Jp = —\ (—)

p 2 14
Danc: I — 2d- (PB __PA).
/\ " p = 1 2
2.0.25-3.10°
AN.: L s - 5516, 137m

0, 1824 - 900 - (0, 407)2



Chapitre 6

Analyse dimensionnelle et similitude

6.1 Introduction

Les méthodes analytiques (ou modeles) utilisées pour résoudre les problemes de mécanique
des fluides ne sont pas toujours satisfaisantes dans la pratique (souvent des simplifications
sont nécessaires ou des analyses détaillés couteuses sont indispensables). La méthode alter-
native est d’utiliser ’expérience et d’en déduire des corrélations applicables a 1’ensemble
des cas de problemes du méme type. Comme les conditions des expériences effectuées au
laboratoire peuvent étre différentes d'un cas réel a 'autre (par exemple, les dimensions

de la maquette d'un avion et du prototype, les fluides différents...).

La solution adéquate est d’utiliser une méthode d’analyse dimensionnelle qui permet de
d’obtenir des corrélations sans dimensions, applicables dans des conditions pratiques de
facon quasi-universelle. C’est a dire ces corrélations sans dimensions peuvent étre ap-
pliquées dans des conditions dynamiques similaires a celle dans les quelles elles ont été

établies en utilisant, par exemple un fluide différent.

6.2 Procédure de ’analyse dimensionnelle

1. établir une liste de variable pertinentes du probleme considéré dépendantes ou

indépendantes.

2. Identifier le nombre et la forme des parametres adimensionnels.

63
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Une de ces technique consiste a appliquer le théoreme de Vaschy-Buckingham dit aussi

théoreme P1.

6.3 Théoreme de Vaschy-Buckingham
Enonce : Une équation physique complete de la forme générale :

f(q1>q27 "'7Qn> =0

ol ¢; représente les n variables physiques choisies pour décrire le probleme, exprimées en

terme de j unités physiques interdépendantes, peut étre réécrite sous la forme :
F(IIy, My, ..., 1) =0

ou II; sont les nombres sans dimension construit a partir des ¢; par kK = n — j équations

de la forme :

II, = a5 ..q)™

ou les m; sont des constantes.

En pratique soit :

n : le nombre de parametres indépendants du probleme.

j":le nombre de dimensions de base (M, L, T’ §...etc) exprimant les unités de n parametres.

j : le nombre de dimensions de base correspondant aux parametres répétés qui ne forme

pas un produit.

k : le nombre de produit [] indépendants permettant de décrire le probleme, soit : k =
n—3j.

Les étapes de démarche a suivre sont donc :

1. Lister les n parametres du probleme.

2. Exprimer les dimensions de chaque parametre en utilisant les dimensions de base
(M, L,T,0), compter le nombre des dimensions de base utilisés j* dans ’ensemble

de ces parametres.
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3. Trouver le nombre j en posant initialement j=j’. En suite chercher les parametres
répétés qui ne forme pas un produit []. Si ¢’est impossible réduire j un par un et
répéter la procédure.

4. Choisir j parametres répétés qui ne forment pas le produit ].

5. En considérant les parametres non répétés, un par un, former les produits [] en
mettant ensemble les parametres répétés et non répétés. En déduire algébriquement
les puissances de chaque parametre répété pour construire les produits [] sans

dimension.

6. Ecrire la combinaison des produits [] trouvés et les mettre sous la forme :II,, =

F(, 1, ... I1;).

6.3.1 Exemple d’application :

considérant le probleme d’un fluide visqueux dans un conduit cylindrique. On cherche la

chute de pression sans dimension en fonction des autres parametres sans dimension.
1- Les parametres du probleme sont :

AP : chute de pression.

V' . vitesse moyenne de ’écoulement.

D : diametre de conduit.

[ : longueur du conduit.

p : masse volumique du fluide.

1 2 viscosité dynamique du fluide.

e : rugosité de la parois du conduit.

Donc, on a AP est un parametre dépendant et le reste (V, D, 1, p, i, €) sont des parametres

indépendants. alors, le nombre des parametres du probleme est n=7.

2- La liste des parametres et leurs dimensions est présentée dans le tableau ci-dessous :

Parametres AP Vi |D]|I p ! €

dimensions | ML~'T2 | LT | L |L| ML | ML'T'| L

=-le nombre de dimension de base est : j' = 3.
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3- Choisir : j = j/ = 3 et les parametres répétés comme (V, D, p). Cependant ces pa-
rametres ne peuvent pas former un produit ] sans dimension (aucune combinaison ne

peut éliminer la masse de la densité et le temps de la vitesse).

4- V. D, p sont les parametres répétés qui ne forme pas le produit [] (étape identique a
3).

Donc, k =n —j =7—3 = 4. Alors, il existe 4 produit indépendants.

5- construction des produits [] :

[T, = VeDbpou = (LT-H)" (L)' (ML) (ML7'T-1)!

NB : Choisissons p comme parametre non répété.

Pour que le produit [ [, soit sans dimension, il faut que la puissance de chaque dimension

de base soit égale a zéro.

Ainsi, on a :
pourM:c+1=0=c=-1
pourL:a+b—3c—1=0=b=—1

pour T: —a—1=0=a=—1

: _ b
on a donc : [[, = D
on peut 'écrire sans perdre la généralité comme : [[; = # = Re; qui est le nombre de

Reynolds.

* Choisir [ comme parametre non répété (I : longueur de conduite et non unité de base).
[T, = VD'pl! = (LT)" (L)" (ML) (L)'

Alors,

pour M:c=0

pourL:a+b—3c+1=0=b=—1

pour T : —a =0

on a donc : [[, = % : le rapport longueur / diametre

6.4 La signification du rotationnel

, ¢’est un facteur de forme.
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* Choisir € comme parametre non répété :

[T, = VeDbrel = (LT (L) (ML) (L)'
dout:a=c=0et b= -1

alors : [[; = 5 : c’est la rugosité relative.

* Choisissons finalement AP comme parametre non répété :
[1, = VoD AP = (LT-H* (L))" (ML3)° (ML~'T-?)"
pour M:c+1=0=c= -1
pourL:a+b—3c—1=0=b=0

pour T: —a—2=0=a=-2

AP - :
alors : [[, = Sz« c'est le coefficient de pression.

6- combinaison des parametres : pATI; =f (#, %, %) ouCp=f (Re, l, 6‘)

le coefficient de chute de pression d'un écoulement visqueux dans une conduite ayant une
rugosité est une fonction de :

- nombre de Reynolds.

- longueur sans dimension du conduit.

- rugosité sans dimension du conduit.

6.5 Similitude

Considérons deux problemes différents par exemples deux écoulements visqueux distinctes
(p1, 1,11, V1) et (pa, pia, 2, Vo) concernant le méme phénomene (ici il s’agit de la viscosité).
Les problemes sont dits semblables si leurs équations sans dimension (équations réduites)
sont identiques et si les conditions aux limites et initiales des problemes exprimées sont

identiques.

Conséquence : deux problemes différents sont dits semblables si les parametres sans di-

mension ou parametres de similitude sont les mémes, deux a deux, et si les conditions

aux limites réduites sont les mémes.

On distingue trois types de similitude en mécanique des fluides : similitude géométrique,

similitude cinématique et similitude dynamique.
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FIGURE 6.1 — profil d’aile

6.5.1 Similitude géométrique

L’échelle linaire est la méme, les dimensions linéaires du modele réduit correspond a
celles du prototype définie pzr un facteur d’échelle constant. Exemple : considérant le

profil d’aile.

si :SF), est le facteur d’échelle :SF), = = = L

Lm
Tp Ly

Dans ce type de similitude on conserve les mémes angles, les mémes directions d’écoulement,

la méme orientation par rapport a 'environnement (angle d’incidence identique).

6.5.2 Similitude cinématique

L’échelle de vitesse est la meéme, les vitesses aux points correspondants sur le modele et
le prototype sont dans la méme direction. Elles sont différentes seulement par un facteur

d’échelle constant f3.

Conséquence : les écoulements ont le méme motif de lignes de courant et le méme

régime d’écoulement.
exemple : écoulement autour d’un objet solide.

Les vitesses en chaque point sont proportionnelles par un facteur d’échelle constant f3.
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FIGURE 6.2 — Ecoulement autour d’objet solide
‘/poo = 5Vmoo7 ‘/pl = vah ‘/p2 = BVmZ

6.5.3 Similitude dynamique

La similitude dynamique est réalisée si le rapport des forces aux points homogenes sur le

modele et le prototype est identique a un facteur d’échelle constant.

Exemple : écoulement a travers une porte d’écluse permettant a un bateau de passer d’un

fleuve ¢ un bassin ou l'inverse.

La similitude dynamique se produit dans les conditions suivantes :
1. Ecoulement incompressible sans surfaces libres : Re,, = Re,
2. Ecoulement incompressible avec surfaces libres : Re,, = Re, et Fry, = Fry,
3. Ecoulement incompressible : Re,, = Re,; Ma,, = Ma, et vy = 7p.

4. Ecoulement avec tension surfacique :Re,, = Re,; We,, = We,.
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6.6 Régimes d’écoulement et parametres de simili-

tude

6.6.1 Nombre de Reynolds

Considérons un écoulement de fluide visqueux le long d’une plaque plane de longueur L.

On suppose les forces de volumes négligeables devant les forces visqueuses.

AN .‘j
>
—— Jf___.'}-
P —."
fr——— ety - }Ai_\‘t( )
——— \ \ ),
' > Vv = O 3
e
—
y z ‘ - e
é i ﬁ/\ s g /L.

L’expérience montre que si la parois est imperméable, le champ de vitesse est tangent a
la paroi et que la vitesse diminue pres de la paroi et s’annule sur la paroi si celle-ci est
immobile. On suppose que le champ de vitesse est parallele a 'axe des X et la viscosité
dynamique est fonction de la vitesse : p = U(y).

L’équation de bilan de quantité de mouvement s’écrit dans ce cas :

— 0%u
p%:—gmdP—i- p?—i—u Wl z
.NO ay
- forcedeviscosité
par unité volume

Adimensionnons cette équation de la maniére suivante :

ou Uy, Py, ty et L sont choisis comme grandeurs de référence.
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