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Université Batna 2                                                                                                      13 /05/ 2020 

Faculté : Institue d’Hygiène et Sécurité 

Département : Socle Commun HS 1ère année 

 

Corrigé de la série des exercices n°3  

 

 

Exercice n°1. Résolvons les équations à variables séparées : 

𝑎)𝑦′ = 𝑒𝑥+𝑦, { 𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦

, 𝑦′ = 𝑒𝑥+𝑦 ⟺  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥𝑒𝑦 ⟺

𝑑𝑦

𝑒𝑦
= 𝑒𝑥𝑑𝑥 ⟺ 𝑒−𝑦𝑑𝑦 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

∫𝑒−𝑦𝑑𝑦 = ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 ,    − 𝑒−𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑐 ⟺ 𝑒−𝑦 = 𝐶 − 𝑒𝑥;  −𝑦 = ln(𝐶 − 𝑒𝑥) 

𝒚 =
𝟏

𝐥𝐧 (𝑪 − 𝒆𝒙)
 

------------------------------------------------------------------------------------ 

𝑏) 𝑥 + 𝑦𝑦′ − 1 = 0, 𝑦𝑦′ = 1 − 𝑥 ⟺ 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 − 𝑥 ⟺ 𝑦𝑑𝑦 = (1 − 𝑥)𝑑𝑥 

∫𝑦𝑑𝑦 = ∫(1 − 𝑥)𝑑𝑥 ,
1

2
𝑦2 = 𝑥 −

1

2
𝑥2 + 𝑐,   𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝑪 

------------------------------------------------------------------------------------ 

𝑐) 𝑥𝑦𝑦′ = 1 − 𝑥2 ⟺ 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1 − 𝑥2

𝑥
⟺  𝑦𝑑𝑦 =

1 − 𝑥2

𝑥
𝑑𝑥 ⟺ 𝑦𝑑𝑦 = (

1

𝑥
− 𝑥)𝑑𝑥 

∫𝑦𝑑𝑦 = ∫(
1

𝑥
− 𝑥)𝑑𝑥,   

1

2
𝑦2 = 𝑙𝑛|𝑥| −

1

2
𝑥2 + 𝑙𝑛𝑐,     𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝒍𝒏𝑪𝒙𝟐 

 

Exercice n°2. Résolvons les équations homogènes 

𝑎)  (𝑥2 − 3𝑦2)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0, 𝑥 ≠ 0𝑒𝑡 𝑦 ≠ 0    

2𝑥𝑦𝑑𝑦 = (3𝑦2 − 𝑥2)𝑑𝑥 ⟺
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3𝑦2 − 𝑥2

2𝑥𝑦
=
𝑥2 (3

𝑦2

𝑥2
− 1)

𝑥2 (2
𝑦
𝑥)

=
3(
𝑦
𝑥)

2 − 1

2
𝑦
𝑥

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3(
𝑦
𝑥)

2 − 1

2
𝑦
𝑥

        (1) 

On pose : 𝑡 =
𝑦

𝑥
, 𝑦 = 𝑡𝑥 → 𝑦′ = 𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑥
+ 𝑡 

Et l’équation (1) s’écrit en fonction de 𝑡 ; 𝑦′ =
3𝑡2−1

2𝑡
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  {
𝑦′ = 𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑥
+ 𝑡

𝑦′ =
3𝑡2 − 1

2𝑡

→ 𝑥
𝑑𝑡

𝑑𝑥
+ 𝑡 =

3𝑡2 − 1

2𝑡
→ 𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
𝑡2 − 1

2𝑡
⟺

2𝑡

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 =

𝑑𝑥

𝑥
 

∫
𝑑𝑥

𝑥
= ∫

2𝑡

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 , 𝑙𝑛|𝑥| = 𝑙𝑛|𝑡2 − 1| + 𝑙𝑛|𝑐| 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑐 ≠ 0 

𝒙 = 𝒄(𝒕𝟐 − 𝟏),    𝒚 = 𝒄𝒕(𝒕𝟐 − 𝟏)  𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑡 ≠ ±1 

En éliminant 𝑡,            𝒙 = 𝒄 ((
𝒚

𝒙
)𝟐 − 𝟏) 

------------------------------------------------------------------------------------ 

    𝑏) 𝑥(𝑦 − 4𝑥)𝑦′ + 5𝑥𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2 ⟺ 𝑦′ =
𝑥2 + 𝑦2 − 5𝑥𝑦

𝑥(𝑦 − 4𝑥)
⟺ 𝑦′ =

(1 +
𝑦2

𝑥2
) − 5

𝑦
𝑥

𝑦
𝑥 − 4

    (1) 

On pose : 𝑡 =
𝑦

𝑥
, 𝑦 = 𝑡𝑥 → 𝑦′ = 𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑥
+ 𝑡 

Et l’équation (1) s’écrit en fonction de 𝑡 ; 

𝑦′ =
1 + 𝑡2 − 5𝑡

𝑡 − 4
 

{
𝑦′ = 𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑥
+ 𝑡

𝑦′ =
1 + 𝑡2 − 5𝑡

𝑡 − 4

→ 𝑥
𝑑𝑡

𝑑𝑥
+ 𝑡 =

1 + 𝑡2 − 5𝑡

𝑡 − 4
⟺

𝑡 − 4

1 − 𝑡
𝑑𝑡 =

𝑑𝑥

𝑥
    

∫
𝑑𝑥

𝑥
= ∫

𝑡 − 4

1 − 𝑡
𝑑𝑡           (2)   

𝑡 − 4

1 − 𝑡
=

3

𝑡 − 1
− 1 (𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛);  donc l’équation (2) s’écrit   

∫
𝑑𝑥

𝑥
= ∫(

3

𝑡 − 1
− 1)𝑑𝑡 ;    𝑙𝑛|𝑥| = 3𝑙𝑛|𝑡 − 1| − 𝑡 + 𝑙𝑛|𝑐|; 𝑐 ≠ 0 

𝑥 = 𝑐(𝑡 − 1)3𝑒−𝑡,    𝑦 = 𝑐𝑡(𝑡 − 1)3𝑒−𝑡 

En éliminant 𝑡,   𝒙 = 𝒄(
𝒚

𝒙
− 𝟏)𝟑𝒆−

𝒚

𝒙 

 

Exercice n°3. Résolvons les équations différentielles linéaire d’ordre 1 suivantes : 

𝑎)  𝑦′ − 2𝑥𝑦 = 𝑒𝑥
2
𝑠𝑖𝑛𝑥   

1. Résolvons l’équation homogène : 𝑦′ − 2𝑥𝑦 = 0,   {
𝑦′ = 2𝑥𝑦

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥

 ⟺
𝑑𝑦

𝑦
= 2𝑥𝑑𝑥  

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫2𝑥𝑑𝑥 → 𝑙𝑛|𝑦| = 𝑥2 + 𝑐 → 𝑦 = 𝑘𝑒𝑥

2
,   𝑘 = 𝑒𝑐 

Les solutions de l’équations homogène sont : 𝒚𝒉 = 𝒌𝒆
𝒙𝟐 
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2. Solution particulière par la méthode de la variation de la constante  

𝑦𝑝 = 𝑘(𝑥)𝑒𝑥
2
;      𝑦𝑝

′ = (𝑘(𝑥)𝑒𝑥
2
)′ = 2𝑥𝑒𝑥

2
𝑘(𝑥) + 𝑘′(𝑥)𝑒𝑥

2
 

𝑦𝑝
′ − 2𝑥𝑦𝑝 = 𝑘′(𝑥)𝑒𝑥

2
 

Donc 𝑦𝑝 est une solution de si et seulement si 

𝑘′(𝑥)𝑒𝑥
2
= 𝑒𝑥

2
𝑠𝑖𝑛𝑥 → {

𝑘′(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑘′(𝑥) =
𝑑𝑘(𝑥)

𝑑𝑥

→ ∫𝑑𝑘(𝑥) = ∫𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 ⟹ 

𝑘(𝑥) = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶 

Ce qui donne un solution particulière ; 𝒚𝒑 = (𝑪 − 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒆𝒙
𝟐
  

Les solutions générales de :  𝑦′ − 2𝑥𝑦 = 𝑒𝑥
2
𝑠𝑖𝑛𝑥 sont données par 

𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 ⟺ 𝑦 =  𝒌𝒆𝒙
𝟐
+ (𝑪 − 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝒆𝒙

𝟐
 

𝒚 =  𝑲𝒆𝒙
𝟐
− 𝒆𝒙

𝟐
𝒄𝒐𝒔𝒙 ;       𝑲 ∈ ℝ 

 

    𝑏) 𝑥2𝑦′ + (1 − 2𝑥)𝑦 = 𝑥2 

1. Résolvons l’équation homogène : 

𝑥2𝑦′ + (1 − 2𝑥)𝑦 = 0, {
𝑦′ =

(2𝑥 − 1)𝑦

𝑥2

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥

⟺
𝑑𝑦

𝑦
=
2𝑥 − 1

𝑥2
𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫(

2

𝑥
−
1

𝑥2
)𝑑𝑥 → 𝑙𝑛|𝑦| = 𝑙𝑛𝑥2 +

1

𝑥
+ 𝑙𝑛𝑘 → 𝑦 = 𝑘𝑥2𝑒

1
𝑥 

Les solutions de l’équations homogène sont 𝒚𝒉 = 𝒌𝒙
𝟐𝒆

𝟏

𝒙 

 

2. Solution particulière par la méthode de la variation de la constante  

𝑦𝑝 = 𝑘 (𝑥)𝑥2𝑒
1
𝑥 → 𝑦

𝑝
′ = (𝑘 (𝑥)𝑥2𝑒

1
𝑥)
′

= (2𝑥𝑒
1
𝑥 − 𝑒

1
𝑥)𝑘(𝑥)+ 𝑘′(𝑥)𝑥2𝑒

1
𝑥 

𝑦𝑝
′ = (2𝑥𝑒

1
𝑥 − 𝑒

1
𝑥) 𝑘(𝑥) + 𝑘′(𝑥)𝑥2𝑒

1
𝑥 

             En reportant 𝑦𝑝 et 𝑦𝑝
′  dans l’équation 𝑥2𝑦′ + (1 − 2𝑥)𝑦 = 𝑥2, on trouve : 

{
𝑘′(𝑥) =

1

𝑥2
𝑒−

1
𝑥

𝑘′(𝑥) =
𝑑𝑘(𝑥)

𝑑𝑥

⟺ ∫𝑑𝑘(𝑥) = ∫
1

𝑥2
𝑒−

1
𝑥𝑑𝑥 = 𝑒−

1
𝑥 + 𝑐;   𝑘(𝑥) = 𝑒−

1
𝑥 + 𝑐 

            

Ce qui donne une solution particulière : 𝒚𝒑 = 𝒙𝟐(𝟏 + 𝒄𝒆
𝟏
𝒙) 
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Les solutions générales de 𝑥2𝑦′ + (1 − 2𝑥)𝑦 = 𝑥2 sont données par  

𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 ⟺      𝒚 = (𝒙𝟐 +𝑲)𝒆
𝟏
𝒙 

 

Exercice n°4. Résolvons les équations différentielles linéaire d’ordre 2 suivantes : 

𝑎) 3𝑦′′ + 𝑦′ − 4𝑦 = 𝑥2       (1)        

1. Résolvons l’équation homogène : 3𝑦′′ + 𝑦′ − 4𝑦 = 0 

 L’équation caractéristique : 3𝑟2 + 𝑟 − 4 = 0 

 ∆= 7 > 0;   𝑟1 = −
4

3
;      𝑟2 = 1  

 L’ensembles des solutions sont :  𝒚𝒉 = 𝑪𝟏𝒆
−
𝟒

𝟑
𝒙 + 𝑪𝟐𝒆

𝒙;  𝐶1, 𝐶2 ∈ ℝ
2  

 

2. Recherche d’une solution particulière par identification 
 

              Le second membre : 

𝒙𝟐𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑢 𝑡𝑦𝑝𝑒  𝒆𝜶𝒙𝑷(𝒙) 𝑎𝑣𝑒𝑐 {
𝛼 = 0

𝑃(𝑥) =  𝑥2 → 𝑝𝑜𝑙𝑦ô𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟é 2
 

 

              Donc la solution particulière est sous la forme  

  

                            𝑦𝑝 = 𝑒𝛼𝑥𝑥𝑚𝑄(𝑥) {
𝛼 = 0 ≠ 𝑟1,2  𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑚 = 0

𝑄(𝑥) est un polynôme de degré 2 ;  𝑄(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
   

 

             Alors la solution particulière s’écrit : 𝒚𝒑 = 𝒂𝒙
𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 

                                                                    

                                                                         𝑦𝑝
′ = 2𝑎𝑥 + 𝑏,     𝑦𝑝

′′ = 2𝑎 

 

             En reportant dans l’équation (1) 
3(2𝑎) + (2𝑎𝑥 + 𝑏) − 4(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑥2 

 
(6𝑎 + 𝑏 − 4𝑐) + 𝑥(2𝑎 − 4𝑏) − 4𝑎𝑥2 = 𝑥2 

 

Par identification : {
6𝑎 + 𝑏 − 4𝑐 = 0
2𝑎 − 4𝑏 = 0
−4𝑎 = 1

⟹ 𝑎 = −
1

4
, 𝑏 = −

1

8
   𝑒𝑡 𝑐 = −

13

32
 

 

            Donc la solution particulière est 𝒚𝒑 = −
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 −

𝟏

𝟖
𝒙 −

𝟏𝟑

𝟑𝟐
   

 

 Solutions générales ∶ 𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝;  {
𝑦ℎ = 𝐶1𝑒

−
4
3
𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑥

𝑦𝑝 = −
1

4
𝑥2 −

1

8
𝑥 −

13

32

 

𝒚 = 𝑪𝟏𝒆
−
𝟒
𝟑
𝒙 + 𝑪𝟐𝒆

𝒙 −
𝟏

𝟒
𝒙𝟐 −

𝟏

𝟖
𝒙 −

𝟏𝟑

𝟑𝟐
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------------------------------------------------------------------------------------ 

     𝑏) 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥      (2) 

1. Résolvons l’équation homogène : 𝑦′′ + 𝑦 = 0 

 Equation caractéristique : 𝑟2 + 1 = 0 

 𝑟1 = 𝑖,    𝑟2 = −𝑖 

 L’ensemble des solutions sont : 𝒚𝒉 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝑪𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 

2. Recherche d’une solution particulière par identification 

            Le second membre : 

 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 est du type 𝒆𝜶𝒙(𝑷𝟏(𝒙)𝐜𝐨𝐬 (𝜷𝒙) + 𝑷𝟐(𝒙)𝐬𝐢𝐧 (𝜷𝒙))𝑎𝑣𝑒𝑐 {

𝛼 = 0,   𝛽 = 1
𝑃1(𝑥) = 0 = cte → degré 0

𝑃2(𝑥) = 𝑥 → 𝑑𝑒𝑔𝑟é 1
 

 
𝛼 + 𝑖𝛽 = 𝑖 = 𝑟1 → 𝑦𝑝 = 𝑥(𝑄1(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑄2(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥) 

𝑑𝑒𝑔𝑟é (𝑄1(𝑥) 𝑒𝑡 𝑄2(𝑥)) = 1 → 𝑄1(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏,   𝑄2(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑 

 

𝑦𝑝 = (𝑎𝑥
2 + 𝑏𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 + (𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦𝑝
′ = [(2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑐𝑜𝑥 − (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥] + [(2𝑐𝑥 + 𝑑)𝑠𝑖𝑛𝑥 + (𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥] 

𝑦𝑝
′′ = [2𝑎 − (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥) + (4𝑐𝑥 + 2𝑑)]𝑐𝑜𝑠𝑥 + [2𝑐 − (𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥) − (4𝑎𝑥 + 2𝑏)]𝑠𝑖𝑛𝑥 

 

          En reportant 𝑦𝑝
′′ et 𝑦𝑝 dans l’équation (2) : 

[2𝑎 + 2𝑑 + 4𝑐𝑥]𝑐𝑜𝑥 + [2𝑐 − 2𝑏 − 4𝑎𝑥]𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 

         Par identification  {
2𝑎 + 2𝑑 + 4𝑐𝑥 = 0 ⟹ {

2𝑎 + 2𝑑 = 0
𝑐 = 0

2𝑐 − 2𝑏 − 4𝑎𝑥 = 𝑥 ⟹ {
2𝑐 − 2𝑏 = 0
−4𝑎 = 1

⟹

{
 
 

 
 𝑎 = −

1

4

𝑑 =
1

4

𝑏 = 0
𝑐 = 0

 

        Donc la solution particulière est 𝒚𝒑 = −
𝟏

𝟒
𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 +

𝟏

𝟒
𝒔𝒊𝒏𝒙 

 

          Les solutions générales sont : 𝒚 = 𝒚𝒉 + 𝒚𝒑  {
𝑦ℎ = 𝐶1𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑦𝑝 = −
1

4
𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 +

1

4
𝑠𝑖𝑛𝑥

 

 

𝒚 = 𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝑪𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 −
𝟏

𝟒
𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔𝒙 +

𝟏

𝟒
𝒔𝒊𝒏𝒙 

 


