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Introduction

Une généralisation des systemes linéaires de dimension finie est la classe
des systemes linéaires bien posés. Cette classe a été introduite par Salamon [4]
pour formuler et résoudre d’une facon unifiée des problemes de controle pour les
systemes décrits par des equations aux dérivées partielles ou par des equations
différentielles fonctionnelles.

Brievement parlant, un systéme linéaire bien posé est un systeme linéaire a temps
invariant tel que sur n’importe quel intervalle fini 'opérateur reliant I’etat initial
et la fonction de contrdle a l'etat final et la fonction de sortie est bornée. Ceci
implique qu’un systeme linéaire bien posé a une fonction de transfert G(s) bien
définie.

Une importante sous classe des systemes linéaires bien posés est formée par les
systémes réguliers (Tucsnak et Weiss [8]). Un systéme régulier est un systéme
linéaire bien posé satisfaisant la condition limgeg s—54o00 G(s) existe.

Notre but dans ce mémoire est de présenter une étude détaillée des systemes
linéaires bien posés. On procede comme suit :

Dans le premier chapitre, on définit quelques concepts pour les systemes de
dimension finie tels que : equations décrivant le systéme, linéarité, systeme a
impédance passive et systemes a diffusion passive.

Le deuxieme chapitre est dévoué a la description des systemes linéaires bien
posés. On commence par introduire le concept d’admissibilité pour les opérateurs
de controle et d’observabilité. Ensuite, on définit les systémes linéaires bien posés
et les systemes réguliers. Enfin, on illustre ces concepts de ”bien posé” et de
régularité par deux exemples.

Dans le dernier chapitre on présente une large classe de systeme linéaire a temps
invariant appelée systeme nceud.
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Chapitre 1

Systemes linéaires de
dimension finie

1.1 Représentation des systemes linéaires

Il y’a deux approches pour représenter les systéemes de controles linéaires
continues de dimension finie : 'approche temporelle et ’approche fréquentielle.

1.1.1 Approche temporelle

Dans cette approche on décrit le systeme par :

x(t) = Az(t) + Bu(t) (1.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) ’
ol :
e z(.) € X = R" représente 'etat de systeme.
o u(.) € U =R™(m < n) est la fonction de controle .
e y(.) €Y =RP(p < n) est la fonction de sortie.
e X U,Y sont appelés respectivement espace d’etat, espace de contrdle et

espace de sortie.
e A, B,C,D sont des matrices de dimension appropriée : A € R"*™ B €
R ™ C e RP*™ et C' € R™"™ avec n,m et p € N,
On note (1.1) par (X).
1.1.2 Approche fréquentielle

Les systemes de controles linéaires peuvent aussi étre décrits par

G(.) est la fonction de transfert.
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1.2 Relation entre les deux approches

En appliquant la transformation de Laplace sur le systeme X et en prenant
x(0) = 0 on obtient :

{ 2(s) = (s — A)~1Ba(s)
3(s) = (C(sI — A)"'B + D)a(s)

ol © représente la transformée de Laplace de ..
On a
G(s)=C(sI— A 'B+D

G(s) est une fonction analytique a valeur dans £(U,Y") définie pour
s € p(A). L’opération inverse est investie par la théorie de la realisation.

1.3 Propriétés du systeme ()

Supposons que u € L} (R,U) et y € L? (R,Y). Soit J un intervalle de R et
soit P ; lopérateur de troncature défini par :

[ w(t) pour teJ
Polt) = { 0 pour t¢.J

Si ’état initial z(7) et la réstriction de wu(.) sur [, ] sont donnés, alors

[ F( A LAt Bds ) P

P yy CeAt=7) D, —|—C’ft Alt=9) B.ds P yu

Notons

eA(t—T) j‘t A(t—s BdS
E(Tyt) = ( CeA(t—T) D. +Cf: A(t— S)B.dS

Donc Y(7,t) est un opérateur linéaire borné définie de X x L?([r,t],U) dans
X x L2([1,t],Y) .
Le systeme (X)) est appelé :

e Linéaire parceque les opérateurs (7, t) sont linéaires.

e Bien posé parceque les opérateurs X(7,t) sont bornés.

o A temps invariant parceque les opérateurs (7, t) ont la propriété suivante :

{ g(—tr)P[T,t]y ] -0 [ g(—?P[T,t]“ ] -

On note par S, le shift bilatéral droit par h (du h € R) sur L. (R, V) pour tout

espace de Banach V. Ainsi,

loc

[ u(t—nh) si h>0
&Mﬂ_{u@—MD si h<0
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(1.3) et (1.2) montrent que X(7,t) ne dépend que de la différence de temps t — 7.
A cause de ses propriétés (X) devrait étre appelé aussi systeme linéaire bien posé
de dimension finie & temps invariant(LTT).

1.4 Systeme a impédance passive

Définition 1.4.1. Supposons que U =Y et X sont des espaces de dimension
finie muni d’un produit scalaire. Le systéme (D) est appelé a impédance passive
si le long des solutions de (1.1) ,

& e(t) P < 2Re (ult), (1) (1)

Théoréme 1.4.2. Le systéme (D) est a impédance passive si est seulement i
la matrice

A B
v=[%e %)
est dissipatif c’est d dire T+ T* <0 .

Preuve. Soient xg € X et ug € U.
On a:
A B
(% %)
Alors
A* —C*
(o) (e %) (5 )

( (o))
() (A0 2 ) ()
)

() (e Eo o))

= (0, (A + A%)wo)+(x0, (B — C*)uo)+(uo, (=C + B*)z0)+(uo, —(D + D*)uq)
= (wo, Axo) + (w0, A*x0) + (20, Buo) — (w0, C*ug) — (uo, Cxo) + (ug, B*wo) —
(ug, Dug) — (up, D*ugp)

= 2Re (xg, Axo) + 2Re (o, Bug) — 2Re (Cxg, ug) — 2Re (Duyg, ug)
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= 2Re (xg, Axo + Bug) — 2Re (Czo + Dug, ug) .

Maintenant

T + T* est dissipatif < << 0 ) (T +T%) ( 0 >> <0
uo uo
< 2Re (xy, Axg + Bug) — 2Re (Cxg + Dug, up) <0
< 2Re (xy, Axg + Bug) < 2Re (Cxzg + Dug, up)

< (>)) est & impédance passive. O

Proposition 1.4.3. Si (X) est a impédance passive alors A est dissipative.

Preuve. Soient xg € X et ug € U

(X) est a impédance passive alors
2Re (xg, Axg + Bug) < 2Re (Cx + Dug, uo)

Pour ug = 0 on obtient :
2Re (xo, Azg) <0

alors A est dissipative. O

Proposition 1.4.4. Si G est la fonction de transfert d’un systeme a impédance
passive alors G est positive ce qui signifie que

G(s)+ G*(s) >0 pour tout s € Cy, (1.5)

avec
Co={seC Res > a}

Preuve. Soient t € X et u € U.
Puisque le systeme est a impédance passive, alors

()% %) ()=
(D ) ()

En particulier pour z = (sI — A)~'Bu avec Re > 0, on obtient :

Re<< (s]—i)_lBu > ( EA l—)B ) ( (s[—i)_lBu >>
() () ()

Donc
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Re (u, G(s)u) > Re ((s] — A)"'Bu, A(sI — A)"'Bu)+Re {(sI — A)~'Bu, Bu).
On a:

A(sTI — Ayt = —(sI — A—sI)(sI — A"t = —T + s(s] — A)~*

Donc

Re (u, G(s)u) > Re {(s] — A)"'Bu,(—1I + s(sI — A)"")Bu) + Re {(sI — A)"'Bu, Bu)
> Re{((s] — A)"'Bu,s(sI — A)"'Bu)
> Re(s) ||(sI — A)*lBH2 >0

Par conséquent
2Re (u, G(s)u) >0

D’ou
{u, (G(s) + G(s)")u) 2 0

Alors
G(s)+G(s)" >0 Vs € Cy

1.5 Systeme a diffusion passive

Définition 1.5.1. Le systéme (X) est appelée a diffusion passive si le long des
solutions de (1.1),

d 2 2 2

2 12O < @1 = y@)] (1.6)

Proposition 1.5.2. Le systeme (X) est a diffusion passive si est seulement si
les opérateurs X(7,t) de (1.3) sont des contractions.

Preuve. Soient x € X et uec U
(X) est a diffusion passive alors

L) < o) = o) P
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On integre sur l'intervalle [7,t], on trouve :

lz(* = lle(7)]* < / (lu()I* = ly(s)11*1ds

D’ou
t t
mmﬁ+/mmwﬁmzmmf+/mmgww

T

Par conséquent

2 2
Lo | <
Py XxL2([rY) Pirgu X xL2([r4,U)
qui n’est autre que
2 2
x(T x(T
ZCIEN W
[7.1] XxL2([rd],Y) [7.¢] XxL2([r,1],U)

Donc

Sl <

O

Théoréme 1.5.3. Le systéeme (D) est a diffusion passive si est seulment si :

B* -1 D*
C D I

A+A* B C*
<0

Preuve. En considérant le systéeme suivant :

ou u(t) est le controle du systéme (X) et y(t) = Cx(t) + Du(t) est la sortie du
systeme (X). .
On réecrit le systeme (X) comme suit :

#(t) = Az(t)+ [ B 0 ] [ 522) }

() 1
yi(t) | |0 51 0 u(t)
R R R R P
Alors
A B 0 A0 Cr
T=|0 —3I 0 , T*=| B* —{I D*
C D —3I 0 0 =3I
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Donc
A+A* B C*
T+T"=| B* -1 D*
C D I
Supposons que
T+T*<0

Alors
T 4+ T* est dissipatif.

Donc le systéme (X) est & impédance passive (d’aprés le théoreme (1.4.2))
par conséquent

d u(t
Gl < 2me (| 10

< Ju@)I* =yl

Alors le systeme (X) est a diffusion passive.
Maintenant, on suppose que le systeme (X) est a diffusion passive.
Alors

d 2 2 2
< _
2 1217 < [lu@®]” = lly @l
On a l'estimation

1

5 W) < Refua(t), gua(t) — y(t)

Donc
a ()] < [lu(t)]]® + 2Re(us(t) 1u2(t) —y(t))
dt - "2

< 2Re{u(t), u(t)) + 2Re(us(t), gu(t) — y(1)

<one([20 [ 10 )

Alors le systéme (X) est & impédance passive.
Ce qui implique

T 4+ T* est dissipatif.
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Proposition 1.5.4. Si (Y)) est a diffusion passive alors la matrice A est dissi-
pative.

Preuve. Soient x € X ,u; € U et ug e U
Supposons que (Y_) est & diffusion passive alors

T A+A* B C* T
< u |,| B* —I D* U1 > <0
U9 C D -1 U3

qui n’est autre que

x (A+ A*)x + Buy + C*ug
< ur |, | B*z—Iu; + D*uy ><O
U9 Cx + Duy — Tus

Donc
<£L’,A.’L‘> + <$7A*> + <$,BU1> + <.’L’,C*UQ> + <U1,B*JZ’> - <’U,1,’LL1> + <U1,D*UQ>

+ (ug, Cx) + (uz, Duy) — (ug,u2) <0
2Re (z, Az) 4+ 2Re (x, Buy) + 2Re (Cz, us) + 2Re (ug, Dup) — |lur||* — [|uz|®* < 0
Pour u; = uo = 0 on trouve

2Re (x,Az) <0

Alors A est dissipative. O

1.6 Relation entre impédance et diffusion passive

Les systemes a diffusion passive peuvent étre obtenus a partir de ceux a
impédance passive par la transformation de Cayley de la maniére suivante : si e
et f sont les signaux d’entrée et de sortie d'un systeme a impédance passive X,
alors les signaux d’entrée et de sortie d’un systeme a diffusion passive ¥4, sont

1 1
u:ﬁ(e—f),yzﬁ(e—l—f) (1.7)
alors :

1 1
ezﬁ(uﬂLy)’f:ﬁ(u—y)

Pour le systeme Xy,
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On a d
2
g 2O < 2Re e. )
Pour le systeme Y,
z(t) = Ax(t) + Bu(t)
(Xsca) { y(t) = Cxz(t) + Du(t)

D)1 < Ju(e) P~ (o)

Théoréme 1.6.1. X;,,, est a impédance passive si est seulement si Yge, est a
diffusion passive.

Preuve. Supposons que X, est a impédance passive alors

d
pr l2(£)|* < 2Re (e, f)
1 1
< 2Re ﬁ(u + ), —z(u - y)>
< Re(|u(t)|]” = (u,y) + (y,u) — [[y(®)|
< Re(|lu®)|I* = (u,y) + (v, w) — [y(®)*)
< Ju@®)® =y ()l

Donc Y., est a diffusion passive.

Maintenant supposons que Yy, est a diffusion passive alors

L@ < @) - Iy

dt
1 2 1 2
<|—=(e— —||—=(e+
<] L
1 1
§§<€+f,€+f>—§<€—f,€—f>
< 2Re (e, f)
Donc Y,y est a impédance passive. O

Proposition 1.6.2. (Staffans [5],[6]) Supposons que Aimp, Bimp, Cimp, Dimp détermine
via (1.1), un systéme a impédance passive Lip, alors la matrice

J oI 10 I 0
mp 0 % Cimp I+ Dimyp
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est inversible.
On définit le systeme Yseq par ses matcices Aseq, Bscays Csca, Dsca avec

Asca  Bsca o 0 0 Aimp Bimp -1
|:Csca Dsca:|_|:0 _I:|+|:O ﬂI]Ezmp

alors Yigeq est un systeme a diffusion passive.

R it S >
Nous avons : Eimp = Fyseq 0U

I 0
Csca 1+ Dseq

et Mimp peut étre récupéré d partir Xge, tel que

Az‘mp Bimp o 0 0 Asca Bsca Efl
Cimp Dimp | [0 =T || 0 V21 |75



Chapitre 2

Systemes linéaires bien posés

2.1 Intoduction

Soient X, U, Y trois espaces de Hilbert. Une large classe des systemes linéaires
de dimension infinie peuvent étre décrits sous la forme abstraite :

{ 2(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Ca(1) 21)

ou
e A:D(A) C X — X opérateur linéaire engendrant un Cy—semigroupe.
e B:U — X opérateur linéaire borné ou non borné.

e C: X — Y opérateur linéaire borné ot non borné.

Exemple 2.1.1. Considérons le systéme de contréle gouverné par l’equation de
la chaleur .

avec X =U = L*(0,1),Y =R
Ce systéme se réecrit sous la forme abstraite (2.1).
Les opérateurs A, B,C et D sont définis comme suit :

A:D(A) c L*(0,1) — L*(0,1)

_&f
Af = 3
D(A) = {f € L*0,1), Ziﬂ; € L*0,1), f(0) = f(1) = o} = H?(0,1)n H(0,1)

14
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A est un opérateur linéaire de domaine dense engendrant un Cy—semigroupe.

B:U—X
avec
Bf=f et BeL(UX)
C: X—>Y
avec

1
C’fz/o fz,t)de et CeL(X,Y)

Exemple 2.1.2. (Guo et Shao [2]) Soit Q un ouvert borné de R™ de frontiére
régquliére 000 =Ty UT.

Dans Q on considere ’equation de Schrodinger avec contréole et observation
frontiéres.

% (z,t) +idz(z,t) =0, 2€Q, t>0,
2(x,t) =0, zely, t>0,

z(z,t) = u(x, ), rely, t>0,
yt)=i%%2,  zely, t>0,

ot
e v est le vecteur normale a I'g s’orientant vers l'exterieur de 2, 5% est la
dérivée normale.
e u est le controle, et y est l'observation.
Soient X = H™1(Q) Uespace d’etat, et U = L?*(I'g) (Y = L?(I'g)) Uespace de
contréle (I’espace d’observation).
Ce systeme se récrit sous la forme abstraite

{ #(t) = Ax(t) + Bul(t)
y(t) = B z(t)

ot

e A:DACX —X
Af = —iA, D(A) = HL(Q)

e B:U — X=H19Q
Bu =iAYTu
ou YT € L(L*(Ty), L*(Y)) est l'opérateur de Dirichlet défini par
Av =0 dans 2

Tu=v siest seulement si v=0 surly
v=u sur Iy
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2.2 Les espaces X; et X_;

Soient X un espace de Hilbert et A : D(A) € X — X le générateur
infinitésimal d’'un Cy—semigroupe T sur X.
On définit les espaces de Hilbert suivants :
e X; est D(A) muni de la norme ||z||, = ||[(B] — A)z||x ou B € p(A).
e X _; estla complétude de X par rapport alanorme ||z||_; = H(ﬁ] - A)_leX
ou € p(A).
X_1 est la dual de D(A*) par rapport a l’espace pivot X, et on a

XicXcX, (2.2)

Le semigroupe T peut étre prolongé a X_1, et son générateur est une extension
de A son domaine est X.
On définit les espaces de Hilbert suivants :

e X est D(A*) avec la norme HzH”ll = |[(BI — A*)z]|.

e X7, estlacomplétude de X par rapport & la norme ||z||ci1 = H(BI — A*)_le.
Le produit scalaire de X possede une extension continue de X; X Xﬁl a
Xfl x X_1, alors Xﬂl est le dual de X et X_1 est le dual de X{l par rapport a
I'espace pivot X .

2.3 Opérateurs de controle admissibles

Soient U un espace de Hilbert, B € L(U, X_1). Pour ¢ > 0, on définit I'opérateur
®, € L(L*[0,00);U), X_1) par

By — /0 T(t - o) Bu(o)do (2.3)

Définition 2.3.1. B € L(U, X_1) est appelé un opérateur de contréole admissible
pour T si pour t > 0 (et donc pour tout t >0), du € X.

Remarque 2.3.2. Si B € L(U,X), alors B est admissible.

Proposition 2.3.3. (Tucsnak et Weiss [7]) Supposons que B € L(U,X_1) est
un opérateur de controle admissible pour T .

Alors pour chaque zo € X et chaque u(.) € L3 ([0,+00);U), le probléme de la
valeur intiale

z(t) = Az(t) + Bu(t)
z(0) =z

a une solution unique dans X_q. Cette solution est donnée par
z(t) = T(t)xo + Pru

et elle satisfait
x € C([0,+00); X) N HL.((0,400); X_1)
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2.4 Opérateurs d’observation admissibles

Soient Y un espace de Hilbert et C € L£(X;,Y). Pour ¢t > 0, on définit
l'opérateur U; € L£(X1, L?[0,t);Y)) par

(Uyzo)(1) = CT(1)x9 ¥V 7 €I0,1] (2.4)

Définition 2.4.1. L’opérateur C € L(X1,Y) est appelé un opérateur d’obser-
vation admissible pour T si pour t > 0, ¥, a un prolongement continue a X.
Ceci est équivalent a dire que pour t > 0 il existe une constante k > 0 telle que

t
| IeT@al dr < kol ¥ a0 € Xy
0

Remarque 2.4.2. Si C € L(X,Y) alors, C est admissible.

2.5 Dualité entre les deux concepts d’admissibilité

Proposition 2.5.1. (Tucsnak et Weiss [7], [8] ) C € L(X1,Y) est un opérateur
d’observation admissible pour T si et seulement si C* € L(Y,X%)) est un
opérateur de controle admissible pour T*.

2.6 Fonction de transfert engendré par (A, B,C)
Définition 2.6.1. Notons par
Cwo('ﬂ‘) = {S eC ’ Res > wo(T)}
Soit la fonction
G: Cwo(’]l‘) — ,C(U, Y)
telle que pour chaque s, 8 € C (1)
G(s)— G(B) = (B—s)C(BI-A) " (sI-A)"'B=C[(sI-A)"' = (81 - A)'|B

(2.5)
Alors G est appelée la fonction de transfert engendré par le triplet (A, B,C).

2.7 Systeémes linéaires bien posés

Définition 2.7.1. Le triplet d’opérateurs (A, B, C) définit un systéme bien posé
sur (U, X,Y) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) A est le générateur d’un Cy—semigroupe T sur X,

(2) B e L(U,X_1) est un opérateur de contréole admissible pour le semi-groupe
T,

(3) C € L(X1,Y) est un opérateur d’observation admissible pour le semi-
groupe T,
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(4) Pour xo € X, et u(.) € L%*([0,t];U), letat et la sortie correspendants
vérifient l’estimation :

t t
le@I% + /0 ()2 dr < e, (||m<o>||§+ /0 Hu(T)IIQUdT>

Proposition 2.7.2. (Tucsnak et Weiss [8]) La condition (4) de la définition
2.7.1 est equivalente a :

(5) certain (ainsi chaque) fonction de transfert G associée a (A, B,C) (c’est
a dire, satisfaisant (2.5)) est propre (c.a.d elle est borné sur le demi-plan droit

SUPRes>a H G(S)H < OO)

(6) certain (ainsi chaque) fonction de transfert G associée a (A, B,C) (c.a.d
vérifiant (2.5)) est borné sur une ligne verticale {s € C | Res = a}
ot a > wo(T).

2.8 Systemes réguliers

Définition 2.8.1. Soient X etY deux espaces de Hilbert et soit C € L(X1,Y).
A-extension de C est l'opérateur

Cpzo = lim CAXN — A) 1z
A—00
avec
D(Cy\) ={z0€ X | lmy_oo CAWN — A) 12y emiste }

Définition 2.8.2. Le systéeme X est appelé régulier si la limite suivante existe,
pour chaque v € U

limy— 400 G(A)v = Dv (2.6)
Lopérateur D € L(U,Y") défini par (2.6) est appelé l'opérateur de ”feedthrough”
de 3.

Théoréme 2.8.3. (Weiss [9],[10]) Si X est régulier, la sortie y de X est donnée
par
y(t) = Crz(t) + Du(t) (2.7)

Théoréme 2.8.4. (Weiss [10]) Supposons que ¥ est régulier. Alors G est donnée
par

G(s) =Cp(sI —A)"'B+D Res > wo(T')
(En particulier, (sI — A)~'BU C D(Cy)).
Théoréme 2.8.5. (Tucsnak et Weiss [8]) Les deuz propositions suivantes sont
equivalentes :

(1) X est régulier.
(2) 1 existe s € p(A) telle que (sI — A)"LBU C D(Cy).
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2.9 Exemples

Exemple 2.9.1. Soient X = 12, U = Y = C. On montre que le triplet
d’opérateurs A, B,C donnés par :

-1 1

ne décrit pas um systeme bien posé.

On a
A:D(A) C X - X
avec
(Az), = —kxyp  pour tout k € N*
et

DA) ={zel® | Azel?}
- {x e | |Az: < oo}

_ {x €l | e (14 el af? < +oo}
Les valeurs propres de A sont :

e =—k, keN

et les fonctions propres correspondantes sont données par

1 0 0 )
0 1
=200 =803 o =015,
0 0
Remarquons que les valeurs propres \, vérifient
sup Re(A\;) = —0 <0 (2.8)
keN
Le semigroupe engendré par A est défini comme suit :
(Tex), = e Mo = e M, pour tout k€ N¥ (2.9)

puisque 0 € p(A), la norme de X_1 peut étre définie par

2
lally, = At = 5 124
2
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Maintenant on vérifie que B € L(U,X_1) et C € L(X1,Y)
2 _ 2
1Bullx_, = [[A="Bu|[y
00 2
= Jul”
- 2
k=1 k
400

= () ) P

k=1
2
< lully

400 2
2
|Czly = Z Lk
k=1

+o00 1
= ngmk
k=1

(%) ()

k=1

2

2
< ealzlly,

Dans ce qui suit, on va montrer que B est admissible pour le semigroupe Ty, et
par conséquent C' est admissible pour le semigroupe Ty car B* = C et T} = Ty.
Pour ce faire on définit le critére de la mesure de Carleson et on enonce un
résultat caractérisant ’admissibilité en terme de ce critére.

Définition 2.9.2. Soit (A\;)ken une suite de nombres complexes satisfaisant
(2.8) on dit que la suite compleze b vérifie le critére de la mesure de Carleson
pour la suite (A\g)ken , St pour tout h > 0 et pour tout w € R

S aeeR(hw) | Brl® < Mh

ot by est la k éme-composante de b, M > 0 et indépendante de h et w
et R(h,w) ={z€C |0<Rez<h, |Imz—w|<h} pourtout h >0 etw €
R.

Théoréme 2.9.3. ( Ho et Russell [3]) Soit le semi-groupe Ty donné par (2.9)
satisfaisant (2.8). b est admissible si est seulement si b vérifie le critére de la
mesure de Carleson.

Soient h > 0 et w > 0. Il existe N € N*
tel que
O< - M<—X<-<=2An<h

et
—AN41 > h, —X; € R(h,w) pour tout k=1,---N
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Alors

N N
Skl =) k=) 1=N< Mh
—AsER(h,w) k=1 k=1
avec M = 1.
D’aprés le theoréme 2.9.3, B est admissible pour le semigroupe T;.
On vérifie que G n’est pas borné.
On a

G(s) = G(B) = (s = B)[-C(s] — A)"'(BI — A)"' B]
pour 3 =0 on trouve G(s) = G(0) — sC(sI — A)~}(—A)"'B
Alors G(s) = G(0) = > 1y T
pour s réel, lims oo | G(s)| = 00
Si a laplace de C, on considére l’opérateur

c=[1 -1 1 ...]

alors le triplet (A, B,C%) définit un systéeme bien posé.

La démonstration de l’admissibilité de C* pour le semigroupe Ty est similaire a
celle de ’admissibilité de B pour T;.

La fonction de tansfert correspondante vérifie

G(s) — G(B) = (s = B)[-C*(s] — A)H(BI — A)™'B]

pour 3 =0 on trouve G(s) = G(0) — sC%(sI — A)~Y(—-A)"'B
Alors

G(s) = G(0) = Y _ (-1 <k<+k>>

keN*

=G(0) - ) _ (-pF! (]1 - (Sik)>

keN*

1 1
=GO Gaonm T X Gramo DG

neN*

Les deux séries ), - m et Y ene m sont convergentes.
Alors G est borné dans Cqy et le systéme décrit par le triplet (A, B,C®) est bien
POSE.
Pour étudier la régularité de ce systéme on utilise théoréme 2.8.5 (2). Soitu € U.
Puisque 0 € p(A), montrons que (—A)"1BU C D(CY}), c’est a dire montrons
que la limite

lim CoA\ — A)~'A™'Bu

A—~00

existe.
Alors

u L - (_1)k+1)\
CNN — A)7PA™ 1By = (gN: k(Mk)) u
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On a

Donc
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A2+ 3) _ (—1)F+1N _A
20+ 1)(A+2) T 5 EA+Ek) — A+1
1 ) (_1)k+1/\
— < lim — <
2 7 Aotoe S k(A +E)

Alors la limite existe. Donc il existe s € p(A) tel que A~'BU C D(C%) ce qui
implique que le systéme décrit par le triplet (A, B,C?) est régulier.

Exemple 2.9.4. (Guo et Shao [2])
Le systéeme donné dans l’exemple 2.1.2 est bien posé avec espace d’etat H—1(£2)
et espace de controle et observation L?(T'g). Il est aussi régulier avec D = 0.



Chapitre 3

Systemes nceuds

3.1 Systemes nceuds et solutions des equations du
systeme

Définition 3.1.1. Soient U, Y deuz espaces de Hilbert, B € L(U,X_1) et
C e L(X4,Y). Soit G la fonction de transfert engendrée par (A, B,C) .
Alors Ynode = (A, B,C, G) est appelé un systeme neud sur (U, X,Y).

L’opérateur d’observation et de feedthrough combinés de X,,,4. est défini par
C&D [ Z ] = Clz — (B — A)"'Bu] + G(B)u (3.1)

avec

D(C&D):{[z] 6X><U|Ax—|—BueX}.

On a la relation suivante entre C&D et G :

sI —A)~'B
G(s) = C&D { ( I> } Vs € Cuyr) (3.2)
La norme naturelle sur D(C&D) est
2 1112
1] = el -+l + 14z + By (33)
D(C&D)

Avec cette norme, D(C&D) est un espace de Hilbert et
C&D € L(D(C&D),Y) (3.4)
Le systeme noeud X,,04c = (4, B, C, G) peut étre déterminé par :

S:[A B

oD } . D(s)=D(C&D). (3.5)

23
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qui est un opérateur densement définie et fermé de X x U a X x Y.
On définit ’espace

Z =D(A) + (BI — A)~'BU, (3.6)
qui est indépendant de 8 € p(A).

Z est un espace de Hilbert avec la norme

2 . 2 2
[l = inf {H-’L‘h + vl (3.7)

reX,velU
z=x+ (B —A)"'Bv

pour tout m > 0

Si [ * ] € D(S),alorsz € Zetonalz|, SmH[ o ]
v V 1llpcen)

indépendante de = et v.

Le systeme nceud est appelé compatible si C admet un prolongement continu a
un opérateur C € L(Z,Y).

Dans ce cas, on peut définir 'opérateur D € L(U,Y") par

D=G(B) - C(8I - A)"'B

et d’aprés (2.5) D est indépendant de 5 € p(A). Alors C&D et S prennent leur
forme qui est familiere a la théorie des systemes de dimensions finie :

C&D[f]:cx+Dy, S:[g g} (3.8)
et on a
G(s)=C(sI-A)'B4+D ¥V s¢cpA). (3.9)

Le systeme nceud est généralement associé a ’equation

A ) Vo t>0, (3.10)
[y(t) ] [ ]

ou S est 'opérateur du systeme X,,,4.. De maniere équivalente,

#(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = C&D [ igg ] , (3.11)

pour tout ¢ > 0.

Définition 3.1.2. Soit S un opérateur linéaire fermé de X x U a X XY, de
domaine D(S).

Le triplet (xz,u,y) est appelé une solution classique de (3.10) sur [0,00) si :

1. z € CY([0,00); X),

2. u€ C([0,00);U),y € C([0,00);Y),

x(t)

. >

3 [ u(t) ] € D(S) pour tout t > 0,

4. (3.10) est vérifiée.

Le triplet (x,u,y) est appelé une solution générale de (3.10) sur [0,00) si :
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5. z € C(]0,00); X),
6. ue L2 ([0,00);U),y € L2 ([0,00);Y)

loc loc

7. il existe une suite (xg, uk, yr) de solutions classiques de (3.10) de telle sorte

que z, = = dans x € C([0,00); X), ug — u dans L} ([0,00);U), yp — y
dans L7 ([0,00);Y).

Une résultat des conditions (1) et (2) de ci-dessus est que chaque solution
classique de (3.10) sur [0, c0) satisfait

(1) :
8. [u(t) } € C([0,00); D(S))

Proposition 3.1.3. Soit X,,,qc un systéme neud sur (U, X,Y). Siu € C?(]0,00);U)
et { 0 ] € D(C&D), alors les equations de (3.11) admettent une solution

u(0)
classique unique (x,u,y) satisfaisant ©(0) = xg. De plus, cette solution classique
satisfait
z € C*([0,00); X 1)

Preuve. Soient u € C?([0,00);U) et {xo } € D(C&D) c.a.d [ 0 ] €

u(0) u(0)
X x U tel que Axg + Bug € X
Supposons que B € L(U, X_1) est un opérateur de controle admissible.
On montre que le systeme

admet une solution classique unique (z,u,y) satisfaisant z(0) = zp et z €
C2([0, 00); X 1)

On note U = C([0,00);U). Pour tout ¢ > 0 on définit dans X x U 'opérateur
borné

[ 2]

0 S
tel que
du = fg T(t — o)Bdou(o)do

S; est le semi-groupe unilatérale shift gauche de générateur d%'

A B
T est un semi-groupe fortement continue, de générateur A = [ 0 4 0 } avec
i
dou = u(0), D(A) = {[ 20 ] € X x C*([0,00); U)| { z((]O) ] € D(C&D)}

o
u(0)
alors { zo } € D(A). Soit la fonction z(t) = T[ zo ] de classe C! & valeurs

Puisque u € C?([0,00); U) et [ ] € D(C&D)
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dans X x U, ce qui implique que z (la premieére composante de z) est de classe
C' & valeurs dans X. [ 20 } € D(A) implique que z est continue & valeurs dans

1

z est continue a valeurs
0 dg

D(A) ce qui implique que la fonction [ i ] = [
dans D(C&D).

On définit 'opérateur C : D(A) — Y avec C = C&D [ L0

0 8 ] c.a.d

[ ]=eer] ]

On a d’aprés la continuité de C&D sur D(C&D) que C est borné de D(.A) dans
Y. Pour

o
[ " ] € D(A)
on définit la fonction

y(t):CT[io}:C&D[zo]

alors y € C([0,00),Y) .

Donc (z,u,y) est une solution classique.
Montrons que z est une solution dans X_1 :
On a d’aprés la théorie des semi-groupes

]l e

pour tout ¢ > 0.
Donc

t
x(t) —xo = / [Az(0) + Bu(o)]do
0
Cette égalité est vérifiée pour tout ¢ > 0, donc z la solution de
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

est dans X_1.
L’uncité de la solution est donnée par cette proposition :

Proposition 3.1.4. (Tucsnak et Weiss[7]) Supposons que x(t) est la solution
de
z(t) = Az(t) + Bu(t)

dans X _1 et on note x(0) = xg. Alors x(t) est donnée par

x(t) = Txo + /Ot T(t — s)Bu(s)ds (3.12)
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En particulier pour chaque xo € X il existe au plus une solution de (3.12) dans
X 1.

Maintenant on montre que la solution z € C?([0,00); X_1) :
On décompose ¢ = x,, + T, ou x, est solution de

{ &y, = Axy + Blu — ug]
2n(0) =0

et . est solution de
{ T. = Az, + Bug
z(0) =z

Lemme 3.1.5. (Tucsnak et Weiss[7]) Si B € L(U, X_1) est un opérateur de
controle admissible de T;. Alors pour tout u € C*([0,00);U) avec u(0) = 0 la
solution z(t) de

z(t) = Az(t) + Bu(t)
avec £(0) = 0 est un élément de C%([0,00); X_1)

D’aprés le lemme de ci-dessus, z,, € C?([0,00); X_1). En utilisant
t
Tiz — 2z = A/ Tyzdo pour tout z € X
0
On obtient pour tout ¢ > 0
t
Az, = A(Tyxo + / T(t — 7)Bu(0)dr)
0
t
= A(Tyzo —|—/ T(o)Bu(0)do)
0

= ATz + A/Ot T(o)Bu(0)do)

= T(Azg + Bu(0)) — Bu(0)

De cette formule on obtient : . = T:(Azo + Bu(0)) alors z. € C?([0,00); X_1)
donc x € C%([0,00); X_1) O

3.2 Systémes linéaires passifs

Définition 3.2.1. Le systeme neud Y00, = (4,B,C, G) sur (U, X,Y) est
appelé a impédance passive si Y = U’ (le dual de U) et toutes les solutions
classiques de (3.10) satisfont, pour tout t > 0,

% lz(0)[1* < 2Re (u(t), y(t))yy - (3.13)
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Une condition équivalente est que toutes les solutions générales de (3.10)
satisfont, pour chaque 7 > 0,

()] = e <2 | " Re (u(t), y()gry dt (3.14)
0

Théoréme 3.2.2. (Staffans [5], [6]) Si U' = U alors Yp4e est a impédance
passive si est seulement si l'opérateur

T [ _Ac&%}, D(T) = D(C&D) (3.15)

est dissipatif sur X x U.
De plus, on a égalité dans (3.13) si est seulement si Re <T[ v ] ) { v }> =0

[

pour tout [ i } € D(C&D,).

Exemple 3.2.3. Soit H un espace de Hilbert.
On suppose que
AO : D(Ao) — H

est positif d’inverse borné.
On introduit ’espace de Hilbert scalaire H,, o € R comme suit : pour tout o >
0,Hy = D(AF), avec la norme ||z||, = [|A§ 2] -
L’espace H_,, est défini par dualité avec l’espace pivot H comme suit : H_,, = H,
pour tout o > 0. D’une facon équivalente H_, est le complément de H par
rapport a la norme la norme ||z||_, = HAaO‘ZHH.
L’opérateur Ay peut étre prolongé (restreint) a chaque Hy tel qu’il devient un
opérateur borné

Ag: H, — Hy_1 V a€eR

On définit 'opérateur linéaire borné
C() cH, - U
2

ot U est un autre espace de Hilbert identifié U avec son dual.
On note By = C} alors
By:U—H_:.

D=

On considére le systeme décrit par

() + Aoz(t) = Bou(t), (3.16)
y(t) = %Coz(t), (3.17)

avec t € [0,00). L’equation (3.16) est une equation dans H_1 .
2

Uetat du systéme x(t), son espace d’etat X et son générateur

A:H x H: - X
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sont définis par

x(t):[zgg], X = Hy x H, A:[_ZOH (3.18)

L’opérateur d’observation est C = [ 0 Cy ] défini sur D(A) = X1 = Hy X H1,
2
alors que B = C*.
L’opérateur C' admet un prolongement C' : H1 x H1 — U, donné par la méme
2 2

formule.
L’espace

Z =D(A)+ (BI —A)"'BU c H, x H,
2 2
On définit la fonction G € L(U) par
G(s) =C(sI — A)7'B = sCy(s*I + Ay) !By Vs e C
car on a par application de le transformée de Laplace sur (3.16) et (3.17) :
s%2(s) + ApZ(s) = Botu(s) = 2(s) = (s*I + Ay) "' Bi(s)

y(s) = sCo(s”I + Ag) ™' Bi(s) = y(s) = ( Ju(s)
et

avec G satisfaisant (2.5). Les equations (3.16) et (3.17) sont les equations du

systeme (3.11) ou C&D est défini par C&D [ }

Proposition 3.2.4. (A, B,C, G) est un systéme neud a impédance passive sur
(U, X,Y).

Preuve. 1l suffit de montrer que T* = —T.
Soient (z,u) € D(T) et (f,g) € D(T*).
On a d’une part

()G () ()

e D) ().
(5O

= (Az + Bu, f) x + (~Cu,g),
= (z, A f) x + (u, B*f) x + <x —€*9>U

~((0)-(")
u )’ B*f XxU
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() (5 )N
()¢ )0

—A4 B > =-T, D(T*) =D(T)

*
DoncT—<C 0

O

Définition 3.2.5. Le systéme neud Xpoqe = (A, B,C, G) est appelé a diffusion
passive si toutes les solutions classiques de (3.10) satisfont, pour tout t > 0

jt lz(@)]|* < [lu(e)]|* = ly@)II* (3.19)

Une condition équivalente si toutes les solutions générales de (3.10) satisfont,
pour chaque 7 > 0

2 T 2 2 i 2
() +/O ly(®)]1 dt < ||lz(0)]] +/0 [[u(t)]| dt. (3.20)

Théoréme 3.2.6. Le systéme neud Y5 = (A, B,C, G) sur (U, X,Y) est a
diffusion passive si est seulement si l'opérateur

T T) =C&D x Y, (3.21)

Il
o
|

=
o
S
~—

est dissipatif sur X x U x Y.

Si Yiode €st cgmpatible, alors avec la décomposition de C&D de (3.8) la
derniere ligne de T devient [ C D —% ]

Preuve. Soient f)node un systeme nceud sur (U x Y, X, Y x Y), u ( la fonction
d’entrée de X,,,4¢) est la premiere entrée.

On introduit la deuxiéme entrée v et on définit deux sorties

= %u et yg = %U — y ou y est la sortie de X,,,4.. Formellement,

Enode = (A7 Ba Ca G)a ou

B=[B o], 5:[_00] et a:[

N[
= O
1

-G

~ 1
Les solutions classiques de ,,,4c sont les triplets (x, [ Z } , { 1U2u y }) ou
lo—
(z,u,y) est la solution classique de ¥,,4¢ et v € C([0,00);Y).
On suppose que T est dissipatif, alors on a d’aprés le théoréeme 3.2.2 que Znode
est & impédance passive. Donc, le long des solutions classiques (z,u,y) de Yy ode

et pour tout v € C([0,00);Y) on a

oI < 2e [{ute). Jute)) + (w06 3ot~ o(0) )]
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En particulier, on pose v = y on trouve 3.19.

Inversement, on suppose que 3.19 est vérifiée pour toutes les solutions clas-
siques de X,,04.. En utilisant —% ||yo||2 < <vo, %vo — y0> pour tout vg,yg € Y, la
premiere estimation est vérifiée, alors inode est a impédance passive. D’aprés, le
théoreme 3.2.2, T est dissipatif. O
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