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1.4 Système à impédance passive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Introduction

Une généralisation des systèmes linéaires de dimension finie est la classe
des systèmes linéaires bien posés. Cette classe a été introduite par Salamon [4]
pour formuler et résoudre d’une façon unifiée des problèmes de contrôle pour les
systèmes décrits par des equations aux dérivées partielles ou par des equations
différentielles fonctionnelles.
Brièvement parlant, un système linéaire bien posé est un système linéaire à temps
invariant tel que sur n’importe quel intervalle fini l’opérateur reliant l’etat initial
et la fonction de contrôle à l’etat final et la fonction de sortie est bornée. Ceci
implique qu’un système linéaire bien posé a une fonction de transfert G(s) bien
définie.
Une importante sous classe des systèmes linéaires bien posés est formée par les
systèmes réguliers (Tucsnak et Weiss [8]). Un système régulier est un système
linéaire bien posé satisfaisant la condition lims∈R,s→+∞G(s) existe.
Notre but dans ce mémoire est de présenter une étude détaillée des systèmes
linéaires bien posés. On procède comme suit :
Dans le premier chapitre, on définit quelques concepts pour les systèmes de
dimension finie tels que : equations décrivant le système, linéarité, système à
impédance passive et systèmes à diffusion passive.
Le deuxième chapitre est dévoué à la description des systèmes linéaires bien
posés. On commence par introduire le concept d’admissibilité pour les opérateurs
de contrôle et d’observabilité. Ensuite, on définit les systèmes linéaires bien posés
et les systèmes réguliers. Enfin, on illustre ces concepts de ”bien posé” et de
régularité par deux exemples.
Dans le dernier chapitre on présente une large classe de système linéaire à temps
invariant appelée système nœud.
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Chapitre 1

Systèmes linéaires de
dimension finie

1.1 Représentation des systèmes linéaires

Il y’a deux approches pour représenter les systèmes de contrôles linéaires
continues de dimension finie : l’approche temporelle et l’approche fréquentielle.

1.1.1 Approche temporelle

Dans cette approche on décrit le système par :{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(1.1)

où :

• x(.) ∈ X = Rn représente l’etat de système.
• u(.) ∈ U = Rm(m ≤ n) est la fonction de contrôle .
• y(.) ∈ Y = RP (p ≤ n) est la fonction de sortie.
• X,U, Y sont appelés respèctivement espace d’etat, espace de contrôle et

espace de sortie.
• A,B,C,D sont des matrices de dimension appropriée : A ∈ Rn×n, B ∈
Rn×m, C ∈ Rp×n, et C ∈ Rn×m avec n,m et p ∈ N.

On note (1.1) par (Σ).

1.1.2 Approche fréquentielle

Les systèmes de contrôles linéaires peuvent aussi être décrits par

Y(s) = G(s)U(s)

G(.) est la fonction de transfert.
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1.2 Relation entre les deux approches

En appliquant la transformation de Laplace sur le système Σ et en prenant
x(0) = 0 on obtient : {

x̂(s) = (sI −A)−1Bû(s)
ŷ(s) = (C(sI −A)−1B +D)û(s)

où .̂ représente la transformée de Laplace de ..
On a

G(s) = C(sI −A)−1B +D

G(s) est une fonction analytique à valeur dans L(U, Y ) définie pour
s ∈ ρ(A). L’opération inverse est investie par la théorie de la realisation.

1.3 Propriétés du système (Σ)

Supposons que u ∈ L2
loc(R, U) et y ∈ L2

loc(R, Y ). Soit J un intervalle de R et
soit PJ l’opérateur de troncature défini par :

PJv(t) =

{
v(t) pour t ∈ J
0 pour t /∈ J

Si l’état initial x(τ) et la réstriction de u(.) sur [τ, t] sont donnés, alors[
x(t)

P[τ,t]y

]
=

(
eA(t−τ)

∫ t
τ e

A(t−s)B.ds

CeA(t−τ) D. + C
∫ t
τ e

A(t−s)B.ds

) [
x(τ)

P[τ,t]u

]
(1.2)

Notons

Σ(τ, t) =

(
eA(t−τ)

∫ t
τ e

A(t−s)B.ds

CeA(t−τ) D. + C
∫ t
τ e

A(t−s)B.ds

)
Donc Σ(τ, t) est un opérateur linéaire borné définie de X × L2([τ, t], U) dans
X × L2([τ, t], Y ) .
Le système (Σ) est appelé :
• Linéaire parceque les opérateurs Σ(τ, t) sont linéaires.
• Bien posé parceque les opérateurs Σ(τ, t) sont bornés.
• À temps invariant parceque les opérateurs Σ(τ, t) ont la propriété suivante :[

x(t)
S−τP[τ,t]y

]
= Σ(0, t− τ)

[
x(τ)
S−τP[τ,t]u

]
(1.3)

On note par Sh le shift bilatéral droit par h (òu h ∈ R) sur L1
loc(R, V ) pour tout

espace de Banach V . Ainsi,

Shu(t) =

{
u(t− h) si h > 0
u(t− |h|) si h < 0
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(1.3) et (1.2) montrent que Σ(τ, t) ne dépend que de la différence de temps t−τ .
A cause de ses propriétés (Σ) devrait être appelé aussi système linéaire bien posé
de dimension finie à temps invariant(LTI).

1.4 Système à impédance passive

Définition 1.4.1. Supposons que U = Y et X sont des espaces de dimension
finie muni d’un produit scalaire. Le système (

∑
) est appelé à impédance passive

si le long des solutions de (1.1) ,

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ 2Re 〈u(t), y(t)〉 (1.4)

Théorème 1.4.2. Le système (
∑

) est à impédance passive si est seulement si
la matrice

T =

[
A B
−C −D

]
est dissipatif c’est á dire T + T ∗ ≤ 0 .

Preuve. Soient x0 ∈ X et u0 ∈ U .
On a :

T =

(
A B
−C −D

)
Alors〈(

x0

u0

)
,

((
A B
−C −D

)
+

(
A∗ −C∗
B∗ −D∗

))(
x0

u0

)〉

=

〈(
x0

u0

)
,

(
A+A∗ B − C∗
−C +B∗ −D −D∗

)(
x0

u0

)〉

=

〈(
x0

u0

)
,

(
(A+A∗)x0 (B − C∗)u0

(−C +B∗)x0 (−D −D∗)u0

)〉
= 〈x0, (A+A∗)x0〉+〈x0, (B − C∗)u0〉+〈u0, (−C +B∗)x0〉+〈u0,−(D +D∗)u0〉

= 〈x0, Ax0〉+ 〈x0, A
∗x0〉+ 〈x0, Bu0〉 − 〈x0, C

∗u0〉 − 〈u0, Cx0〉+ 〈u0, B
∗x0〉 −

〈u0, Du0〉 − 〈u0, D
∗u0〉

= 2Re 〈x0, Ax0〉+ 2Re 〈x0, Bu0〉 − 2Re 〈Cx0, u0〉 − 2Re 〈Du0, u0〉
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= 2Re 〈x0, Ax0 +Bu0〉 − 2Re 〈Cx0 +Du0, u0〉 .

Maintenant

T + T ∗ est dissipatif ⇔
〈(

x0

u0

)
, (T + T ∗)

(
x0

u0

)〉
≤ 0

⇔ 2Re 〈x0, Ax0 +Bu0〉 − 2Re 〈Cx0 +Du0, u0〉 ≤ 0

⇔ 2Re 〈x0, Ax0 +Bu0〉 ≤ 2Re 〈Cx0 +Du0, u0〉

⇔ (
∑

) est à impédance passive.

Proposition 1.4.3. Si (Σ) est à impédance passive alors A est dissipative.

Preuve. Soient x0 ∈ X et u0 ∈ U

(Σ) est à impédance passive alors

2Re 〈x0, Ax0 +Bu0〉 ≤ 2Re 〈Cx0 +Du0, u0〉

Pour u0 = 0 on obtient :
2Re 〈x0, Ax0〉 ≤ 0

alors A est dissipative.

Proposition 1.4.4. Si G est la fonction de transfert d’un système à impédance
passive alors G est positive ce qui signifie que

G(s) + G∗(s) ≥ 0 pour tout s ∈ C0, (1.5)

avec
Cα = {s ∈ C Res ≥ α}

Preuve. Soient x ∈ X et u ∈ U .
Puisque le système est à impédance passive, alors

Re

〈(
x
u

)
,

(
A B
−C −D

)(
x
u

)〉
≤ 0

Donc

Re

〈(
x
u

)
,

(
−A −B
C D

)(
x
u

)〉
≥ 0

En particulier pour x = (sI −A)−1Bu avec Re ≥ 0, on obtient :

Re

〈(
(sI −A)−1Bu

u

)
,

(
−A −B
C D

)(
(sI −A)−1Bu

u

)〉

=Re

〈(
(sI −A)−1B

I

)
u,

(
−A −B
C D

)(
(sI −A)−1B

I

)
u

〉
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= Re
〈
(sI −A)−1Bu, (−A(sI −A)−1B −B)u

〉
+Re

〈
u, (C(sI −A)−1B +D)u

〉
= Re

〈
(sI −A)−1Bu, (−A(sI −A)−1B −B)u

〉
+Re 〈u,G(s)u〉 ≥ 0.

= Re
〈
(sI −A)−1Bu,−A(sI −A)−1Bu

〉
+Re

〈
(sI −A)−1Bu,−Bu

〉
+Re 〈u,G(s)u〉 ≥ 0.

Alors :

Re 〈u,G(s)u〉 ≥ Re
〈
(sI −A)−1Bu,A(sI −A)−1Bu

〉
+Re

〈
(sI −A)−1Bu,Bu

〉
.

On a :

A(sI −A)−1 = −(sI −A− sI)(sI −A)−1 = −I + s(sI −A)−1

Donc

Re 〈u,G(s)u〉 ≥ Re
〈
(sI −A)−1Bu, (−I + s(sI −A)−1)Bu

〉
+Re

〈
(sI −A)−1Bu,Bu

〉
≥ Re

〈
(sI −A)−1Bu, s(sI −A)−1Bu

〉
≥ Re(s)

∥∥(sI −A)−1B
∥∥2 ≥ 0

Par conséquent
2Re 〈u,G(s)u〉 ≥ 0

D’où
〈u, (G(s) +G(s)∗)u〉 ≥ 0

Alors
G(s) +G(s)∗ ≥ 0 ∀s ∈ C0

1.5 Système à diffusion passive

Définition 1.5.1. Le système (Σ) est appelée à diffusion passive si le long des
solutions de (1.1),

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2 (1.6)

Proposition 1.5.2. Le système (Σ) est à diffusion passive si est seulement si
les opérateurs Σ(τ, t) de (1.3) sont des contractions.

Preuve. Soient x ∈ X et u ∈ U
(Σ) est à diffusion passive alors

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2
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On intègre sur l’intervalle [τ, t], on trouve :

‖x(t)‖2 − ‖x(τ)‖2 ≤
∫ t

τ
[‖u(s)‖2 − ‖y(s)‖2]ds

D’où

‖x(t)‖2 +

∫ t

τ
[‖y(s)‖2 ds ≤ ‖x(τ)‖2 +

∫ t

τ
[‖u(s)‖2 ds

Par conséquent∥∥∥∥[ x(t)
P[τ,t]y

]∥∥∥∥2

X×L2([τ,t],Y )

≤
∥∥∥∥[ x(τ)

P[τ,t]u

]∥∥∥∥2

X×L2([τ,t],U)

qui n’est autre que∥∥∥∥∑(τ, t)

[
x(τ)
P[τ,t]u

]∥∥∥∥2

X×L2([τ,t],Y )

≤
∥∥∥∥[ x(τ)

P[τ,t]u

]∥∥∥∥2

X×L2([τ,t],U)

Donc ∥∥∥∑(τ, t)
∥∥∥2
≤ 1

Théorème 1.5.3. Le système (
∑

) est à diffusion passive si est seulment si : A+A∗ B C∗

B∗ −I D∗

C D −I

 ≤ 0

Preuve. En considérant le système suivant :

(Σ̃)


ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y1(t) = 1

2u(t)
y2(t) = −y(t) + 1

2u2(t)

où u(t) est le contrôle du système (Σ) et y(t) = Cx(t) + Du(t) est la sortie du
système (Σ).
On réecrit le système (Σ̃) comme suit :

(Σ̃)


ẋ(t) = Ax(t) +

[
B 0

] [ u(t)
u2(t)

]
[
y1(t)
y2(t)

]
=

[
0
−C

]
x(t) +

[
1
2I 0
−D 1

2I

] [
u(t)
u2(t)

]
Alors

T =

 A B 0
0 −1

2I 0
C D −1

2I

 , T ∗ =

 A∗ 0 C∗

B∗ −1
2I D∗

0 0 −1
2I
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Donc

T + T ∗ =

 A+A∗ B C∗

B∗ −I D∗

C D −I


Supposons que

T + T ∗ ≤ 0

Alors

T + T ∗ est dissipatif.

Donc le système (Σ̃) est à impédance passive (d’aprés le théorème (1.4.2))
par conséquent

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ 2Re

〈[
u(t)
u2(t)

]
,

[
1
2u(t)
1
2u2 − y(t)

]〉
≤ 2Re

[〈
u(t),

1

2
u(t)

〉
+

〈
u2(t),

1

2
u2(t)− y(t)

〉]
Pour u2(t) = y(t) on a

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ Re [〈u(t), u(t)〉 − 〈y(t), y(t)〉]

≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2

Alors le système (Σ) est à diffusion passive.
Maintenant, on suppose que le système (Σ) est à diffusion passive.
Alors

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2

On a l’estimation

−1

2
‖y(t)‖2 ≤ Re〈u2(t),

1

2
u2(t)− y(t)〉

Donc

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ ‖u(t)‖2 + 2Re〈u2(t),

1

2
u2(t)− y(t)〉

≤ 2Re〈u(t), u(t)〉+ 2Re〈u2(t),
1

2
u2(t)− y(t)〉

≤ 2Re

〈[
u(t)
u2(t)

]
,

[
1
2u(t)
1
2u2 − y(t)

]〉
Alors le système (Σ̃) est à impédance passive.
Ce qui implique

T + T ∗ est dissipatif.
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Proposition 1.5.4. Si (
∑

) est à diffusion passive alors la matrice A est dissi-
pative.

Preuve. Soient x ∈ X , u1 ∈ U et u2 ∈ U
Supposons que (

∑
) est à diffusion passive alors〈 x
u1

u2

 ,

 A+A∗ B C∗

B∗ −I D∗

C D −I

 x
u1

u2

〉 ≤ 0

qui n’est autre que〈 x
u1

u2

 ,

 (A+A∗)x+Bu1 + C∗u2

B∗x− Iu1 +D∗u2

Cx+Du1 − Iu2

〉 ≤ 0

Donc
〈x,Ax〉+ 〈x,A∗〉+ 〈x,Bu1〉+ 〈x,C∗u2〉+ 〈u1, B

∗x〉 − 〈u1, u1〉+ 〈u1, D
∗u2〉

+ 〈u2, Cx〉+ 〈u2, Du1〉 − 〈u2, u2〉 ≤ 0

2Re 〈x,Ax〉+ 2Re 〈x,Bu1〉+ 2Re 〈Cx, u2〉+ 2Re 〈u2, Du1〉 − ‖u1‖2 − ‖u2‖2 ≤ 0

Pour u1 = u2 = 0 on trouve

2Re 〈x,Ax〉 ≤ 0

Alors A est dissipative.

1.6 Relation entre impédance et diffusion passive

Les systèmes à diffusion passive peuvent être obtenus à partir de ceux à
impédance passive par la transformation de Cayley de la manière suivante : si e
etf sont les signaux d’entrée et de sortie d’un système à impédance passive Σimp

alors les signaux d’entrée et de sortie d’un système à diffusion passive Σsca sont

u =
1√
2

(e− f), y =
1√
2

(e+ f) (1.7)

alors :

e =
1√
2

(u+ y), f =
1√
2

(u− y)

Pour le système Σimp

(Σimp)

{
ẋ(t) = Ax(t) +Be(t)
f(t) = Cx(t) +De(t)
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On a
d

dt
‖x(t)‖2 ≤ 2Re 〈e, f〉

Pour le système Σsca

(Σsca)

{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

On a
d

dt
‖x(t)‖2 ≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2

Théorème 1.6.1. Σimp est à impédance passive si est seulement si Σsca est à
diffusion passive.

Preuve. Supposons que Σimp est à impédance passive alors

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ 2Re 〈e, f〉

≤ 2Re

〈
1√
2

(u+ y),
1√
2

(u− y)

〉
≤ Re(‖u(t)‖2 − 〈u, y〉+ 〈y, u〉 − ‖y(t)‖2

≤ Re(‖u(t)‖2 − 〈u, y〉+ 〈y, u〉 − ‖y(t)‖2)

≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2

Donc Σsca est à diffusion passive.

Maintenant supposons que Σsca est à diffusion passive alors

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2

≤
∥∥∥∥ 1√

2
(e− f)

∥∥∥∥2

−
∥∥∥∥ 1√

2
(e+ f)

∥∥∥∥2

≤ 1

2
〈e+ f, e+ f〉 − 1

2
〈e− f, e− f〉

≤ 2Re 〈e, f〉

Donc Σimp est à impédance passive.

Proposition 1.6.2. (Staffans [5],[6]) Supposons que Aimp, Bimp, Cimp, Dimp détermine
via (1.1), un système à impédance passive Σimp alors la matrice

Eimp :=

[
I 0

0 I√
2

] [
I 0
Cimp I +Dimp

]
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est inversible.
On définit le système Σsca par ses matcices Asca, Bsca, Csca, Dsca avec[

Asca Bsca
Csca Dsca

]
=

[
0 0
0 −I

]
+

[
Aimp Bimp
0

√
2I

]
E−1
imp

alors Σsca est un système à diffusion passive.
Nous avons : E−1

imp = Esca où

Esca :=

[
I 0

0 I√
2

] [
I 0
Csca I +Dsca

]
et Σimp peut être récupéré á partir Σsca tel que[

Aimp Bimp
Cimp Dimp

]
=

[
0 0
0 −I

] [
Asca Bsca
0

√
2I

]
E−1
sca



Chapitre 2

Systèmes linéaires bien posés

2.1 Intoduction

Soient X,U, Y trois espaces de Hilbert. Une large classe des systèmes linéaires
de dimension infinie peuvent être décrits sous la forme abstraite :{

ż(t) = Az(t) +Bu(t)
y(t) = Cz(t)

(2.1)

où

• A : D(A) ⊂ X → X opérateur linéaire engendrant un C0−semigroupe.

• B : U → X opérateur linéaire borné où non borné.

• C : X → Y opérateur linéaire borné où non borné.

Exemple 2.1.1. Considérons le système de contrôle gouverné par l’equation de
la chaleur . 

∂z
∂t (x, t) = ∂2z

∂x2
+ u(x, t) 0 < x < 1, t > 0

z(0, t) = z(1, t) = 0 t > 0

y(t) =
∫ 1

0 z(x, t)dx

avec X = U = L2(0, 1), Y = R
Ce système se réecrit sous la forme abstraite (2.1).
Les opérateurs A,B,C et D sont définis comme suit :

A : D(A) ⊂ L2(0, 1)→ L2(0, 1)

Af =
d2f

dx2

D(A) =

{
f ∈ L2(0, 1),

d2f

dx2
∈ L2(0, 1), f(0) = f(1) = 0

}
= H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1)

14
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A est un opérateur linéaire de domaine dense engendrant un C0−semigroupe.

B : U → X

avec
Bf = f et B ∈ L(U,X)

C : X → Y

avec

Cf =

∫ 1

0
f(x, t)dx et C ∈ L(X,Y )

Exemple 2.1.2. (Guo et Shao [2]) Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière
régulière ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1.
Dans Ω on considère l’equation de Schrödinger avec contrôle et observation
frontières. 

∂z
∂t (x, t) + i∆z(x, t) = 0, x ∈ Ω, t > 0,
z(x, t) = 0, x ∈ Γ1, t ≥ 0,
z(x, t) = u(x, t), x ∈ Γ0, t ≥ 0,

y(t) = i∂(∆−1z)
∂ν , x ∈ Γ0, t ≥ 0,

où
• ν est le vecteur normale à Γ0 s’orientant vers l’exterieur de Ω, ∂

∂ν est la
dérivée normale.
• u est le contrôle, et y est l’observation.

Soient X = H−1(Ω) l’espace d’etat, et U = L2(Γ0) (Y = L2(Γ0)) l’espace de
contrôle (l’espace d’observation).
Ce système se récrit sous la forme abstraite{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = B∗x(t)

où
• A : D(A) ⊂ X −→ X

Af = −i∆, D(A) = H1
0 (Ω)

• B : U −→ X = H−1(Ω)
Bu = iAΥu

où Υ ∈ L(L2(Γ0), L2(Ω)) est l’opérateur de Dirichlet défini par

Υu = v si est seulement si


∆v = 0 dans Ω
v = 0 sur Γ1

v = u sur Γ0
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2.2 Les espaces X1 et X−1

Soient X un espace de Hilbert et A : D(A) ⊂ X −→ X le générateur
infinitésimal d’un C0−semigroupe T sur X.
On définit les espaces de Hilbert suivants :
• X1 est D(A) muni de la norme ‖z‖1 = ‖(βI −A)z‖X où β ∈ ρ(A).
• X−1 est la complétude deX par rapport à la norme ‖z‖−1 =

∥∥(βI −A)−1z
∥∥
X

où β ∈ ρ(A).
X−1 est la dual de D(A∗) par rapport à l’espace pivot X, et on a

X1 ⊂ X ⊂ X−1 (2.2)

Le semigroupe T peut être prolongé à X−1, et son générateur est une extension
de A son domaine est X.
On définit les espaces de Hilbert suivants :
• Xd

1 est D(A∗) avec la norme ‖z‖d1 = ‖(βI −A∗)z‖.
• Xd

−1 est la complétude deX par rapport à la norme ‖z‖d−1 =
∥∥(βI −A∗)−1z

∥∥.

Le produit scalaire de X possède une extension continue de X1 ×Xd
−1 à

Xd
1 ×X−1, alors Xd

−1 est le dual de X1 et X−1 est le dual de Xd
1 par rapport à

l’espace pivot X .

2.3 Opérateurs de contrôle admissibles

Soient U un espace de Hilbert, B ∈ L(U,X−1). Pour t > 0, on définit l’opérateur
Φt ∈ L(L2[0,∞);U), X−1) par

Φtu =

∫ t

0
T (t− σ)Bu(σ)dσ (2.3)

Définition 2.3.1. B ∈ L(U,X−1) est appelé un opérateur de contrôle admissible
pour T si pour t > 0 (et donc pour tout t > 0), Φtu ∈ X.

Remarque 2.3.2. Si B ∈ L(U,X), alors B est admissible.

Proposition 2.3.3. (Tucsnak et Weiss [7]) Supposons que B ∈ L(U,X−1) est
un opérateur de contrôle admissible pour T .
Alors pour chaque x0 ∈ X et chaque u(.) ∈ L2

loc([0,+∞);U), le problème de la
valeur intiale

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
x(0) = x0

a une solution unique dans X−1. Cette solution est donnée par

x(t) = T(t)x0 + Φtu

et elle satisfait
x ∈ C([0,+∞);X) ∩H1

loc((0,+∞);X−1)
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2.4 Opérateurs d’observation admissibles

Soient Y un espace de Hilbert et C ∈ L(X1, Y ). Pour t > 0, on définit
l’opérateur Ψt ∈ L(X1, L

2[0, t);Y )) par

(Ψtx0)(τ) = CT(τ)x0 ∀ τ ∈ [0, t] (2.4)

Définition 2.4.1. L’opérateur C ∈ L(X1, Y ) est appelé un opérateur d’obser-
vation admissible pour T si pour t > 0, Ψt à un prolongement continue à X.
Ceci est équivalent à dire que pour t > 0 il existe une constante k > 0 telle que∫ t

0
‖CT(τ)x0‖2Y dτ ≤ k ‖x0‖2X ∀ x0 ∈ X1

Remarque 2.4.2. Si C ∈ L(X,Y ) alors, C est admissible.

2.5 Dualité entre les deux concepts d’admissibilité

Proposition 2.5.1. (Tucsnak et Weiss [7], [8] ) C ∈ L(X1, Y ) est un opérateur
d’observation admissible pour T si et seulement si C∗ ∈ L(Y,Xd

−1) est un
opérateur de contrôle admissible pour T∗.

2.6 Fonction de transfert engendré par (A,B,C)

Définition 2.6.1. Notons par

Cω0(T) = {s ∈ C | Res > ω0(T)}

Soit la fonction
G : Cω0(T) −→ L(U, Y )

telle que pour chaque s, β ∈ Cω0(T)

G(s)−G(β) = (β− s)C(βI−A)−1(sI−A)−1B = C[(sI−A)−1− (βI−A)−1]B
(2.5)

Alors G est appelée la fonction de transfert engendré par le triplet (A,B,C).

2.7 Systèmes linéaires bien posés

Définition 2.7.1. Le triplet d’opérateurs (A,B,C) définit un système bien posé
sur (U,X, Y ) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) A est le générateur d’un C0−semigroupe T sur X,

(2) B ∈ L(U,X−1) est un opérateur de contrôle admissible pour le semi-groupe
T,

(3) C ∈ L(X1, Y ) est un opérateur d’observation admissible pour le semi-
groupe T,
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(4) Pour x0 ∈ X, et u(.) ∈ L2([0, t];U), l’etat et la sortie correspendants
vérifient l’estimation :

‖x(t)‖2X +

∫ t

0
‖y(τ)‖2Y dτ ≤ cτ

(
‖x(0)‖2X +

∫ t

0
‖u(τ)‖2U dτ

)
Proposition 2.7.2. (Tucsnak et Weiss [8]) La condition (4) de la définition
2.7.1 est equivalente à :

(5) certain (ainsi chaque) fonction de transfert G associée à (A,B,C) (c’est
à dire, satisfaisant (2.5)) est propre (c.à.d elle est borné sur le demi-plan droit
supRes>α ‖G(s)‖ <∞).

(6) certain (ainsi chaque) fonction de transfert G associée à (A,B,C) (c.à.d
vérifiant (2.5)) est borné sur une ligne verticale {s ∈ C | Res = α}
où α > ω0(T ).

2.8 Systèmes réguliers

Définition 2.8.1. Soient X et Y deux espaces de Hilbert et soit C ∈ L(X1, Y ).
Λ-extension de C est l’opérateur

CΛx0 = lim
λ→∞

Cλ(λI −A)−1x0

avec

D(Cλ) = {x0 ∈ X | limλ→∞Cλ(λI −A)−1x0 existe }

Définition 2.8.2. Le système Σ est appelé régulier si la limite suivante existe,
pour chaque v ∈ U

limλ−→+∞G(λ)v = Dv (2.6)

L’opérateur D ∈ L(U, Y ) défini par (2.6) est appelé l’opérateur de ”feedthrough”
de Σ.

Théorème 2.8.3. (Weiss [9],[10]) Si Σ est régulier, la sortie y de Σ est donnée
par

y(t) = CΛx(t) +Du(t) (2.7)

Théorème 2.8.4. (Weiss [10]) Supposons que Σ est régulier. Alors G est donnée
par

G(s) = CΛ(sI −A)−1B +D Res > ω0(T )

(En particulier, (sI −A)−1BU ⊂ D(CΛ)).

Théorème 2.8.5. (Tucsnak et Weiss [8]) Les deux propositions suivantes sont
equivalentes :

(1) Σ est régulier.

(2) Il existe s ∈ ρ(A) telle que (sI −A)−1BU ⊂ D(CΛ).
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2.9 Exemples

Exemple 2.9.1. Soient X = l2, U = Y = C. On montre que le triplet
d’opérateurs A,B,C donnés par :

A =


−1

−2
−3

. . .

 , B =


1
1
1
...

 , C =
[

1 1 1 . . .
]

ne décrit pas um système bien posé.
On a

A : D(A) ⊂ X → X

avec
(Ax)k = −kxk pour tout k ∈ N∗

et
D(A) =

{
x ∈ l2 | Ax ∈ l2

}
=
{
x ∈ l2 | ‖Ax‖2l2 <∞

}
=
{
x ∈ l2 |

∑
k∈N∗(1 + |λk|2) |xk|2 < +∞

}
Les valeurs propres de A sont :

λk = −k, k ∈ N∗

et les fonctions propres correspondantes sont données par

f1 =



1
0
0
0
...


, f2 =



0
1
0
0
...


, · · · , fk =



0
...
1
0
...


, · · ·

Remarquons que les valeurs propres λk vérifient

sup
k∈N

Re(λk) = −σ < 0 (2.8)

Le semigroupe engendré par A est défini comme suit :

(Ttx)k = e−λktxk = e−ktxk, pour tout k ∈ N∗ (2.9)

puisque 0 ∈ ρ(A), la norme de X−1 peut être définie par

‖x‖X−1
=
∥∥A−1x

∥∥
X

=
∑
k∈N∗

|xk|2

|k|2
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Maintenant on vérifie que B ∈ L(U,X−1) et C ∈ L(X1, Y )

‖Bu‖2X−1
=
∥∥A−1Bu

∥∥2

X

=

+∞∑
k=1

|u|2

k2

= (
+∞∑
k=1

1

k2
) |u|2

≤ c1 ‖u‖2U

‖Cx‖2Y =

∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

1

k
kxk

∣∣∣∣∣
2

≤

(
+∞∑
k=1

1

k2

)(
+∞∑
k=1

k2 |xk|2
)

≤ c2 ‖x‖2X1

Dans ce qui suit, on va montrer que B est admissible pour le semigroupe Tt, et
par conséquent C est admissible pour le semigroupe Tt car B∗ = C et T∗t = Tt.
Pour ce faire on définit le critère de la mesure de Carleson et on enonce un
résultat caractérisant l’admissibilité en terme de ce critère.

Définition 2.9.2. Soit (λk)k∈N une suite de nombres complexes satisfaisant
(2.8) on dit que la suite complexe b vérifie le critère de la mesure de Carleson
pour la suite (λk)k∈N , si pour tout h > 0 et pour tout w ∈ R

Σ−λk∈R(h,w) |Bk|2 ≤Mh

où bk est la k ème-composante de b, M > 0 et indépendante de h et w
et R(h,w) = {z ∈ C |0 ≤ Rez ≤ h, |Imz − w| ≤ h} pour tout h > 0 et w ∈
R.

Théorème 2.9.3. ( Ho et Russell [3]) Soit le semi-groupe Tt donné par (2.9)
satisfaisant (2.8). b est admissible si est seulement si b vérifie le critère de la
mesure de Carleson.

Soient h > 0 et w > 0. Il existe N ∈ N∗
tel que

0 < −λ1 < −λ2 < · · · < −λN ≤ h

et
−λN+1 > h, −λk ∈ R(h,w) pour tout k = 1, · · ·N
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Alors ∑
−λk∈R(h,w)

|bk|2 =

N∑
k=1

|bk|2 =

N∑
k=1

1 = N ≤Mh

avec M = 1.
D’aprés le theorème 2.9.3, B est admissible pour le semigroupe Tt.
On vérifie que G n’est pas borné.
On a

G(s)−G(β) = (s− β)[−C(sI −A)−1(βI −A)−1B]

pour β = 0 on trouve G(s) = G(0)− sC(sI −A)−1(−A)−1B
Alors G(s) = G(0)−

∑
k∈N∗

s
k(s+k)

pour s réel, lims→∞ |G(s)| =∞
Si à laplace de C, on considère l’opérateur

Ca =
[

1 −1 1 . . .
]

alors le triplet (A,B,Ca) définit un système bien posé.
La démonstration de l’admissibilité de Ca pour le semigroupe Tt est similaire à
celle de l’admissibilité de B pour Tt.
La fonction de tansfert correspondante vérifie

G(s)−G(β) = (s− β)[−Ca(sI −A)−1(βI −A)−1B]

pour β = 0 on trouve G(s) = G(0)− sCa(sI −A)−1(−A)−1B
Alors

G(s) = G(0)−
∑
k∈N∗

(−1)k+1

(
s

k(s+ k)

)
= G(0)−

∑
k∈N∗

(−1)k+1

(
1

k
− 1

(s+ k)

)
= G(0)−

∑
n∈N∗

1

(2n− 1)2n
+
∑
n∈N∗

1

(s+ 2n− 1)(s+ 2n)

Les deux séries
∑

n∈N∗
1

(2n−1)2n et
∑

n∈N∗
1

(s+2n−1)(s+2n) sont convergentes.

Alors G est borné dans C0 et le système décrit par le triplet (A,B,Ca) est bien
posé.
Pour étudier la régularité de ce système on utilise théorème 2.8.5 (2). Soit u ∈ U .
Puisque 0 ∈ ρ(A), montrons que (−A)−1BU ⊂ D(CaΛ), c’est à dire montrons
que la limite

lim
λ→+∞

Caλ(λI −A)−1A−1Bu

existe.
Alors

Caλ(λI −A)−1A−1Bu =

(∑
k∈N∗

(−1)k+1λ

k(λ+ k)

)
u
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On a
λ2 + 3λ

2(λ+ 1)(λ+ 2)
≤
∑
k∈N∗

(−1)k+1λ

k(λ+ k)
≤ λ

λ+ 1

Donc
1

2
≤ lim

λ→+∞

∑
k∈N∗

(−1)k+1λ

k(λ+ k)
≤ 1

Alors la limite existe. Donc il existe s ∈ ρ(A) tel que A−1BU ⊂ D(CaΛ) ce qui
implique que le système décrit par le triplet (A,B,Ca) est régulier.

Exemple 2.9.4. (Guo et Shao [2])
Le système donné dans l’exemple 2.1.2 est bien posé avec espace d’etat H−1(Ω)
et espace de contrôle et observation L2(Γ0). Il est aussi régulier avec D = 0.



Chapitre 3

Systèmes nœuds

3.1 Systèmes nœuds et solutions des equations du
système

Définition 3.1.1. Soient U , Y deux espaces de Hilbert, B ∈ L(U,X−1) et
C ∈ L(X1, Y ). Soit G la fonction de transfert engendrée par (A,B,C) .
Alors Σnode = (A,B,C,G) est appelé un système nœud sur (U,X, Y ).

L’opérateur d’observation et de feedthrough combinés de Σnode est défini par

C&D

[
x
u

]
= C[x− (βI −A)−1Bu] + G(β)u (3.1)

avec

D(C&D) =

{[
x
u

]
∈ X × U |Ax+Bu ∈ X

}
.

On a la relation suivante entre C&D et G :

G(s) = C&D

[
(sI −A)−1B

I

]
∀s ∈ Cω0(T ) (3.2)

La norme naturelle sur D(C&D) est∥∥∥∥[ xu
]∥∥∥∥2

D(C&D)

= ‖x‖2X + ‖u‖2U + ‖Ax+Bu‖2X . (3.3)

Avec cette norme, D(C&D) est un espace de Hilbert et

C&D ∈ L(D(C&D), Y ) (3.4)

Le système nœud Σnode = (A,B,C,G) peut être déterminé par :

S =

[
A B
C&D

]
, D(s) = D(C&D). (3.5)

23
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qui est un opérateur densement définie et fermé de X × U à X × Y .
On définit l’espace

Z = D(A) + (βI −A)−1BU, (3.6)

qui est indépendant de β ∈ ρ(A).
Z est un espace de Hilbert avec la norme

‖z‖2Z = inf

{
‖x‖21 + ‖ν‖2

∣∣∣∣ x ∈ X1, ν ∈ U
z = x+ (βI −A)−1Bν

}
(3.7)

Si

[
x
ν

]
∈ D(S), alors x ∈ Z et on a ‖x‖Z ≤ m

∥∥∥∥[ xν
]∥∥∥∥
D(C&D)

pour tout m > 0

indépendante de x et ν.
Le système nœud est appelé compatible si C admet un prolongement continu à
un opérateur C ∈ L(Z, Y ).
Dans ce cas, on peut définir l’opérateur D ∈ L(U, Y ) par

D = G(β)− C(βI −A)−1B

et d’aprés (2.5) D est indépendant de β ∈ ρ(A). Alors C&D et S prennent leur
forme qui est familière à la théorie des systèmes de dimensions finie :

C&D

[
x
ν

]
= Cx+Dν, S =

[
A B

C D

]
(3.8)

et on a
G(s) = C(sI −A)−1B +D ∀ s ∈ ρ(A). (3.9)

Le système nœud est généralement associé à l’equation[
ẋ(t)
y(t)

]
= S

[
x(t)
u(t)

]
∀ t ≥ 0, (3.10)

où S est l’opérateur du système Σnode. De manière équivalente,

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = C&D

[
x(t)
u(t)

]
, (3.11)

pour tout t ≥ 0.

Définition 3.1.2. Soit S un opérateur linéaire fermé de X × U à X × Y , de
domaine D(S).

Le triplet (x, u, y) est appelé une solution classique de (3.10) sur [0,∞) si :

1. x ∈ C1([0,∞);X),

2. u ∈ C([0,∞);U), y ∈ C([0,∞);Y ),

3.

[
x(t)
u(t)

]
∈ D(S) pour tout t ≥ 0,

4. (3.10) est vérifiée.
Le triplet (x, u, y) est appelé une solution générale de (3.10) sur [0,∞) si :
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5. x ∈ C([0,∞);X),

6. u ∈ L2
loc([0,∞);U), y ∈ L2

loc([0,∞);Y )

7. il existe une suite (xk, uk, yk) de solutions classiques de (3.10) de telle sorte
que xk → x dans x ∈ C([0,∞);X), uk → u dans L2

loc([0,∞);U), yk → y
dans L2

loc([0,∞);Y ).

Une résultat des conditions (1) et (2) de ci-dessus est que chaque solution
classique de (3.10) sur [0,∞) satisfait

8.

[
x(t)
u(t)

]
∈ C([0,∞);D(S))

Proposition 3.1.3. Soit Σnode un système nœud sur (U,X, Y ). Si u ∈ C2([0,∞);U)

et

[
x0

u(0)

]
∈ D(C&D), alors les equations de (3.11) admettent une solution

classique unique (x, u, y) satisfaisant x(0) = x0. De plus, cette solution classique
satisfait

x ∈ C2([0,∞);X−1)

Preuve. Soient u ∈ C2([0,∞);U) et

[
x0

u(0)

]
∈ D(C&D) c.à.d

[
x0

u(0)

]
∈

X × U tel que Ax0 +Bu0 ∈ X
Supposons que B ∈ L(U,X−1) est un opérateur de contrôle admissible.
On montre que le système 

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = C&D

[
x(t)
u(t)

]
admet une solution classique unique (x, u, y) satisfaisant x(0) = x0 et x ∈
C2([0,∞);X−1)
On note U = C([0,∞);U). Pour tout t ≥ 0 on définit dans X × U l’opérateur
borné

T =

[
Tt Φt

0 St

]
tel que

Φtu =
∫ t

0 T(t− σ)Bδ0u(σ)dσ

St est le semi-groupe unilatérale shift gauche de générateur d
dξ .

T est un semi-groupe fortement continue, de générateur A =

[
A Bδ0

0 d
dξ

]
avec

δ0u = u(0), D(A) =

{[
x0

u

]
∈ X × C2([0,∞);U)|

[
x0

u(0)

]
∈ D(C&D)

}
Puisque u ∈ C2([0,∞);U) et

[
x0

u(0)

]
∈ D(C&D)

alors

[
x0

u

]
∈ D(A). Soit la fonction z(t) = T

[
x0

u

]
de classe C1 à valeurs
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dans X × U , ce qui implique que x (la première composante de z) est de classe

C1 à valeurs dans X.

[
x0

u

]
∈ D(A) implique que z est continue à valeurs dans

D(A) ce qui implique que la fonction

[
x
u

]
=

[
I 0
0 δ0

]
z est continue à valeurs

dans D(C&D).

On définit l’opérateur C : D(A)→ Y avec C = C&D

[
I 0
0 δ0

]
c.à.d

C
[
x0

u

]
= C&D

[
x0

u(0)

]
On a d’aprés la continuité de C&D sur D(C&D) que C est borné de D(A) dans
Y . Pour [

x0

u

]
∈ D(A)

on définit la fonction

y(t) = CT
[
x0

u

]
= C&D

[
x0

u

]
alors y ∈ C([0,∞), Y ) .
Donc (x, u, y) est une solution classique.
Montrons que x est une solution dans X−1 :
On a d’aprés la théorie des semi-groupes

T
[
x0

u

]
−
[
x0

u

]
= A

∫ t

0
T (σ)

[
x0

u

]
dσ

pour tout t ≥ 0.
Donc

x(t)− x0 =

∫ t

0
[Ax(σ) +Bu(σ)]dσ

Cette égalité est vérifiée pour tout t ≥ 0, donc x la solution de

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

est dans X−1.
L’uncité de la solution est donnée par cette proposition :

Proposition 3.1.4. (Tucsnak et Weiss[7]) Supposons que x(t) est la solution
de

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

dans X−1 et on note x(0) = x0. Alors x(t) est donnée par

x(t) = Ttx0 +

∫ t

0
T(t− s)Bu(s)ds (3.12)
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En particulier pour chaque x0 ∈ X il existe au plus une solution de (3.12) dans
X−1.

Maintenant on montre que la solution x ∈ C2([0,∞);X−1) :
On décompose x = xn + xc où xn est solution de{

ẋn = Axn +B[u− u0]
xn(0) = 0

et xc est solution de {
ẋc = Axc +Bu0

xc(0) = x0

Lemme 3.1.5. (Tucsnak et Weiss[7]) Si B ∈ L(U,X−1) est un opérateur de
contrôle admissible de Tt. Alors pour tout u ∈ C2([0,∞);U) avec u(0) = 0 la
solution x(t) de

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

avec x(0) = 0 est un élément de C2([0,∞);X−1)

D’aprés le lemme de ci-dessus, xn ∈ C2([0,∞);X−1). En utilisant

Ttz − z = A

∫ t

0
Tσzdσ pour tout z ∈ X

On obtient pour tout t ≥ 0

Axc = A(Ttx0 +

∫ t

0
T(t− τ)Bu(0)dτ)

= A(Ttx0 +

∫ t

0
T(σ)Bu(0)dσ)

= ATtx0 +A

∫ t

0
T(σ)Bu(0)dσ)

= ATtx0 + TtBu(0)−Bu(0)

= Tt(Ax0 +Bu(0))−Bu(0)

De cette formule on obtient : ẋc = Tt(Ax0 +Bu(0)) alors xc ∈ C2([0,∞);X−1)
donc x ∈ C2([0,∞);X−1)

3.2 Systèmes linéaires passifs

Définition 3.2.1. Le système nœud Σnode = (A,B,C,G) sur (U,X, Y ) est
appelé à impédance passive si Y = U ′ (le dual de U) et toutes les solutions
classiques de (3.10) satisfont, pour tout t ≥ 0,

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ 2Re 〈u(t), y(t)〉U,Y . (3.13)
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Une condition équivalente est que toutes les solutions générales de (3.10)
satisfont, pour chaque τ ≥ 0,

‖x(τ)‖2 − ‖x(0)‖2 ≤ 2

∫ τ

0
Re 〈u(t), y(t)〉U,Y dt (3.14)

Théorème 3.2.2. (Staffans [5], [6]) Si U ′ = U alors Σnode est à impédance
passive si est seulement si l’opérateur

T =

[
A B
−C&D

]
, D(T) = D(C&D) (3.15)

est dissipatif sur X × U .

De plus, on a égalité dans (3.13) si est seulement si Re

〈
T

[
x
v

]
,

[
x
v

]〉
= 0

pour tout

[
x
v

]
∈ D(C&D).

Exemple 3.2.3. Soit H un espace de Hilbert.
On suppose que

A0 : D(A0)→ H

est positif d’inverse borné.
On introduit l’espace de Hilbert scalaire Hα, α ∈ R comme suit : pour tout α ≥
0, Hα = D(Aα0 ), avec la norme ‖z‖α = ‖Aα0 z‖H .
L’espace H−α est défini par dualité avec l’espace pivot H comme suit : H−α = H∗α
pour tout α > 0. D’une façon équivalente H−α est le complément de H par
rapport à la norme la norme ‖z‖−α =

∥∥A−α0 z
∥∥
H

.
L’opérateur A0 peut être prolongé (restreint) à chaque Hα tel qu’il devient un
opérateur borné

A0 : Hα → Hα−1 ∀ α ∈ R

On définit l’opérateur linéaire borné

C0 : H 1
2
→ U

où U est un autre espace de Hilbert identifié U avec son dual.
On note B0 = C∗0 alors

B0 : U → H− 1
2
.

On considère le système décrit par

z̈(t) +A0z(t) = B0u(t), (3.16)

y(t) =
d

dt
C0z(t), (3.17)

avec t ∈ [0,∞). L’equation (3.16) est une equation dans H− 1
2

.

l’etat du système x(t), son espace d’etat X et son générateur

A : H1 ×H
1
2 → X
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sont définis par

x(t) =

[
z(t)
ż(t)

]
, X = H 1

2
×H, A =

[
0 I
−A0 0

]
(3.18)

L’opérateur d’observation est C =
[

0 C0

]
défini sur D(A) = X1 = H1 ×H 1

2
,

alors que B = C∗.
L’opérateur C admet un prolongement C : H 1

2
×H 1

2
→ U , donné par la même

formule.
L’espace

Z = D(A) + (βI −A)−1BU ⊂ H 1
2
×H 1

2

On définit la fonction G ∈ L(U) par

G(s) = C(sI −A)−1B = sC0(s2I +A0)−1B0 ∀s ∈ C0

car on a par application de le transformée de Laplace sur (3.16) et (3.17) :

s2ẑ(s) +A0ẑ(s) = B0û(s)⇒ ẑ(s) = (s2I +A0)−1Bû(s)

ŷ(s) = sC0(s2I +A0)−1Bû(s) = ŷ(s) = G(s)û(s)

avec G satisfaisant (2.5). Les equations (3.16) et (3.17) sont les equations du

système (3.11) où C&D est défini par C&D

[
x
v

]
= Cx.

Proposition 3.2.4. (A,B,C,G) est un système nœud à impédance passive sur
(U,X, Y ).

Preuve. Il suffit de montrer que T ∗ = −T .
Soient (x, u) ∈ D(T) et (f, g) ∈ D(T∗).
On a d’une part〈

T

(
x
u

)
,

(
f
g

)〉
X×U

=

〈(
x
u

)
,T∗

(
f
g

)〉
X×U

et d’autre part〈
T

(
x
u

)
,

(
f
g

)〉
X×U

=

〈(
A B

−C 0

)(
x
u

)
,

(
f
g

)〉
X×U

=

〈(
Ax+Bu

−Cx

)
,

(
f
g

)〉
X×U

= 〈Ax+Bu, f〉X +
〈
−Cx, g

〉
U

= 〈x,A∗f〉X + 〈u,B∗f〉X +
〈
x,−C∗g

〉
U

=

〈(
x
u

)
,

(
A∗f − C∗g

B∗f

)〉
X×U
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=

〈(
x
u

)
,

(
A∗ C

∗

B∗ 0

)(
f
g

)〉
X×U

=

〈(
x
u

)
,

(
−A −B
C 0

)(
f
g

)〉
X×U

Donc T∗ =

(
−A −B
C 0

)
= −T, D(T∗) = D(T)

Définition 3.2.5. Le système nœud Σnode = (A,B,C,G) est appelé à diffusion
passive si toutes les solutions classiques de (3.10) satisfont, pour tout t ≥ 0

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ ‖u(t)‖2 − ‖y(t)‖2 . (3.19)

Une condition équivalente si toutes les solutions générales de (3.10) satisfont,
pour chaque τ ≥ 0

‖x(τ)‖2 +

∫ τ

0
‖y(t)‖2 dt ≤ ‖x(0)‖2 +

∫ τ

0
‖u(t)‖2 dt. (3.20)

Théorème 3.2.6. Le système nœud Σnode = (A,B,C,G) sur (U,X, Y ) est à
diffusion passive si est seulement si l’opérateur

T̂ =

 A B 0
0 − 1

2 0
C&D − 1

2

 , D(T̂) = C&D × Y, (3.21)

est dissipatif sur X × U × Y .

Si Σnode est compatible, alors avec la décomposition de C&D de (3.8) la
dernière ligne de T̂ devient

[
C D −1

2

]
Preuve. Soient Σ̃node un système nœud sur (U × Y,X, Y × Y ), u ( la fonction
d’entrée de Σnode) est la première entrée.
On introduit la deuxième entrée v et on définit deux sorties
y1 = 1

2u et y2 = 1
2v − y où y est la sortie de Σnode. Formellement,

Σ̃node = (A, B̃, C̃, G̃), où

B̃ =
[
B 0

]
, C̃ =

[
0
−C

]
et G̃ =

[
1
2 0
−G 1

2

]
.

Les solutions classiques de Σ̃node sont les triplets

(
x,

[
u
v

]
,

[
1
2u

1
2v − y

])
où

(x, u, y) est la solution classique de Σnode et v ∈ C([0,∞);Y ).
On suppose que T̂ est dissipatif, alors on a d’aprés le théorème 3.2.2 que Σ̃node

est à impédance passive. Donc, le long des solutions classiques (x, u, y) de Σnode

et pour tout v ∈ C([0,∞);Y ) on a

d

dt
‖x(t)‖2 ≤ 2Re

[〈
u(t),

1

2
u(t)

〉
+

〈
v(t),

1

2
v(t)− y(t)

〉]
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En particulier, on pose v = y on trouve 3.19.
Inversement, on suppose que 3.19 est vérifiée pour toutes les solutions clas-
siques de Σnode. En utilisant −1

2 ‖y0‖2 ≤
〈
v0,

1
2v0 − y0

〉
pour tout v0, y0 ∈ Y , la

première estimation est vérifiée, alors Σ̃node est à impédance passive. D’aprés, le
théorème 3.2.2, T̂ est dissipatif.
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