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ABSTRACT

Let A € %(H,), B €#(H,) (where H,, H, are Hilbert spaces), and let §, 4
denote the operator on #(H,, H,) given by

8, s(X)=AX - XB, XeZ(H, H)

J. P. Williams asked: For which A is R(8,)"N{A*} = {0}? (where 8, 4, = §,) We
obtain some operators in this class. The case of 8, 5, A # B, is interesting in itself;
moreover it is useful if we have to use a decomposition of the Hilbert space in a direct
some for the consideration of 8,. In this note we describe some classes of operators
A, B for which we have R(8, ;) — N ker 8,. z- = {0}. © 1998 Elsevier Science
Inc.

1. INTRODUCTION

Soit #(H,, H,) l'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés
définis de l'espace de Hilbert H, dans I'espace de Hilbert H,. Dans le cas ou
H, = H, = H, on note #(H) au lieu de Z(H, H).
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Si A€Z(H)) et BeZ(H,), nous définissons l'opérateur 8, 5 sur
Z(H,, H)) par la formule:

8, 3(X) =AX — XB, X €Z(H,, H,).

8, p est alors appelé dérivation généralisée induite par A, B.

On désigne par R(8, z), R(8, )~ et ker 8, ; respectivement l'image,
'adhérence de I'image et le noyau de 8, 5.

Dans le cas ou A =B, on note §, au lieu de 8, , et on pose
{A} = ker 8, ({A} est le commutant de A).

On désigne par # 5 la classe d’'opérateurs suivante:

Ay u, = {(A, B) €Z(H)) XZ(H,): R(84 5) N ker 8. 5. = {0}}.
Et on note par.#;; la classe d’'opérateurs suivante:
Ay ={AeZ(H):R(8,) n{a*} ={0}}.

Il est bien connu que la classe .#, , contient les couples dopérateurs
(A, B) tels que A* et B soient hyponormaux [2].
On sait aussi que .#}; contient:

(i) les opérateurs A tels que p(A) normal pour un certain polyndme du
second degré p [3].
(ii) les sous-normaux avec vecteur cyclique [3].
(iii) les isométries [5].
(iv) les unitairement équivalents a des opérateurs de Jordan [4].

Signalons que dans [2], il est prouvé que la classe 44, contient les
opérateurs de la forme A ® B tels que A normal a spectre dénombrable et
B isométrique.

Dans le présent article, nous nous intéresserons d’abord a la classe
My, u,- Nous montrons que .#}; , contient:

(1) la classe des couples (A, B) tels que p(A) et p( B) soient normaux
pour un certain polyndme du second degré p (Théoréme 3.2).

(2) la classe des couples (A, B) tels que p(A) =0 pour un certain
polynome du second degré p et B arbitraire (Théoréme 3.4).

Observons que le point (1) généralise le résultat bien connu de Y. Ho
[3, Théoréme 3].
Ensuite nous identifions une nouvelle classe d’opérateurs dans .#};.
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En effet nous prouvons que .#;; contient des opérateurs de la forme
A ® B (suivant une décomposition en somme directe orthogonale de H =
H, ® H,) tels que A vérifie p(A) = 0 pour un certain polynome du second
degré p et B arbitraire dans .#; (Théoreme 4.1).

2. RESULTATS GENERAUX

Dans tout ce paragraphe P, Q désignent deux opérateurs positifs de
Z(H) et A est lopérateur défini sur #(H) par: A(X) = PX + XQ.

LEMMA 2.1, Soit X € Z(H) tel que PX + XP = 0. Alors on a: PX =
XP = 0.

Preuve. Supposons que PX + XP = 0. On en déduit que P2X = XP?,
et comme P € {P?}" ({P?}" est le bicommutant de P?); on tire par consé-
quent que PX = XP.

D’ou finalement PX = XP = 0.

LEMMA 2.2. Soit X € Z(H) tel que PX + XQ = 0. Alors on a: PX =
XQ = 0.

Preuve. Posons dans H © H,

=i o) = (03

R est positif et RY + YR = 0, alors il s’ensuit du lemme 2.1 que RY =
YR = 0. D’ou alors PX = XQ = 0.

THEOREME 2.3. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) A est injectif.
(i) P ou Q est injectif.

Preuve. Supposons (i). Si par 'absurde P et Q sont non injectifs, alors il
existe x, y € H — {0} tels que Px = Qy = 0. Soit X =x ® y; on a alors
X#0et AMX)=(Px®y)+ (x®Qy)=0, ce qui est en contradiction
avec 'hypothése (i). Donc 'un au moins de P et Q est injectif, ce qui donne

(ii).
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Réciproquement supposons (ii). Soit X € Z(H) tel que A(X) = 0. Donc
PX + XQ = 0, et d'apres le Lemme 2.2, on a PX = XQ = 0; et comme 'un
au moins de P et Q est injectif, alors X = 0. Par conséquent A est injectif,
ce qui prouve (i). n

3. LA CLASSE .#, j

LEMME 3.1. Si A et B sont deux opérateurs normaux respectivement de
L(H)) et Z(H,), on a R(8, ) Nkerd, 5 ={0}

Preuve. Voir [1]. [ ]

THEOREME 3.2. Soient A et B deux opérateurs respectivement de ¥(H )
et Z(H,). S’il existe un polynéme du second degré p tel que p(A) et p(B)
soient normaux, alors (A, B) EMy y,-

Preuve. Supposons p(A), p(B) normaux pour un certain polynome du
second degré p. Comme VYoo € C: 8, y = 8,_, 5_,, On peut supposer, sans
restreindre la généralité, p(A) = A%

Soit C* € R(8, ) N ker 8,: z«. 1l existe donc une suite (X,) d’élé-
ments de Z(H,, H,) telle que:

AX, — X,B > C* et CA = BC.
On a alors
A’X, — X, B® - AC* + C*B.

Comme CA = BC, donc CA? = B2C, et par le théoreme de Putnam-Fu-
glede, on a alors A*’C* = C*B?, car A%, B® normaux. Dot A?(AC* +
C*B) = (AC* + C*B)B2. Par conséquent on a

AC* + C*B R( 8A2732)_ N ker 8A2,Bz'

Comme A® B® sont normaux, donc daprés le lemme 3.1, AC* +
C*B = 0. Par multiplication a droite par C, cette derniére équation devient,
en utilisant CA = BC, et en posant P = C*C: AP + PA = 0. Par applica-
tion du lemme 2.1, on a donc PA = AP = 0.

Et comme A(X,C)—(X,C)A —» C*C = P; et en multipliant cette
derniére suite a droite et a gauche par P, et en utilisant PA = AP = 0, on



GENERALIZED DERIVATIONS 81

obtient P? = 0; comme P est auto-adjoint, on en déduit que C*C = P = 0,
et donc C = 0. o

REMARQUE. Ce résultat généralise la théoréme 3 de Y. Ho [3], énoncé
pour A = B.

LEMMA 3.3.  Pour un opérateur A € Z(H) vérifiant p(A) = 0 pour un
certain polynome du second degré p, R(8,)” ne contient aucun opérateur
positif non nul.

Preuve. Soit A € ¥(H), solution d'une équation du second degré. Par
un changement éventuel de A en A — «, et en utilisant 8, = §, _, on peut
supposer, sans restreindre la généralité, A = B (B € C).

Soit P > 0 et une suite (X,) telle que

AX, — X, A > P. (1)

Donc A*X, — X, A* =0 — AP + PA; dou AP + PA =0, ce qui donne
AP = PA = 0; et par multiplication (1) a droite et a gauche per P, on obtient
P? =0, donc P = 0, car P est auto-adjoint. [

THEOREME 3.4. Soit A € Z(H,) vérifiant p(A) = 0 pour un certain
polyndme du second degré p. Alors on a, pour tout B € Z(H,): (A, B) €
My, y, et (B, A) EMy n,

Preuve. Soit C* € R(8, 5) N ker 8,« 4. Il existe donc une suite (X,)
d’éléments de Z(H) telle que:

AX,—X,B—>C* et CA=BC.
Par multiplication a droite par C de cette derniére suite, on obtient:
A(X,C) — (X,C)A > C*C.
Donc C*C € R(§,)".

Or p(A) = 0 pour p polynéme du second degré et C*C > 0, donc, en
vertu du lemme 3.3, C*C = 0, et donc aussi C = 0. D’ou alors: (A, B) €

/Hl’ LEY A «
Et de la méme maniére, on montre que: (B, A) EMy n,
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REMARQUE. La preuve du théordme 3.4 montre que si R(8, 5)™N

ker 8, g+ # {0}, alors R(8,)” contient au moins un opérateur positif non
nul.

4. LA CLASSE .%

THEOREME 4.1.  Soit D € Z(H) tel que D = A ® B suivant une décom-
position en somme directe orthogonale H = H| & H,. Si p(A) = 0 pour un
certain polynéme du second degré p et B €4y, alors D €4};.

Preuve. Soit C* € R(8,)” N{D*}'. 1l existe donc une suite (X,) d’élé-
ments de Z(H) telle que

DX, - X,D - C* et CD=DC

Xl,n X2,n Cl CZ
XB, n X4,n ot CS C4

les matrices respectives de X, et C dans H = H, ® H,. Donc on a

Soient

AX, ,— X, ,A—>Cf et CA=AC,
BX,, - X,,B—C} et C,B=BC,
BX, , — X5 ,A > C¥ et C,B=AC,,

AX, , — X, ,B—> C¥ et C;A=BC,.

Ce systéme nous donne
C¥ € R(8,) n{A*},
C € R(83) Nn{B*}’,
C¥ €R(8, ) Nkerd, g,
C¥ € R(8; ,) N kerg. 4.

Par utilisation des théorémes 3.2 et 3.4, on obtient: C; = 0, pour i = 1,2, 3, 4.
Par conséquent C = 0. n
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REMARQUE. La classe .#}; contient donc en particulier les opérateurs de
la forme A @ B tels que:

(1) A* =0, B isométrique.
(2) A% = 0, B sous-normal avec vecteur cyclique.
yelque
(3) A% = 0, B unitairement équivalent a un opérateur de Jordan.
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