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ABSTRACT 

Let A E_Y(H~), B E_F(H.J ( w h ere Hi, H, are Hilbert spaces), and let S,, H 
denote the operator on _Y( H,, H,) given by 

6,,,(X) = AX - XB, X =.Y( H,, H,) 

J. P. Williams asked: For which A is R(i%,)-n {A*) = {O}? (where S,, A = 6,) We 
obtain some operators in this class. The case of 6, s, A f B, is interesting in itself; 
moreover it is useful if we have to use a decomposition of the Hilbert space in a direct 
some for the consideration of 6,. In this note we describe some classes of operators 
A, B for which we have R(6,, H) - f? ker S,,, se = (0). 0 1998 Elsevier Science 
Inc. 

1. INTRODUCTION 

Soit S?(H,, H,) 1’ es ace p de Banach des opkrateurs lin&ires born& 
d&finis de l’espace de Hilbert H, dans I’espace de Hilbert H,. Dans le cas ou 
H, = H, = H, on note L?(H) au lieu de P(H. H). 
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Si A E_F( H,) et B ~_5?‘( H,), nous definissons l’operateur S,, s sur 
_5?( H,, H,) par la for-mule: 

s,, B( X) = Ax - XB, X EZ( H,, H,). 

s A, B est alors appele derivation g&&ralisee induite par A, B. 
On designe par R( S,, s), R( S,, B)- et ker S,, s respectivement l’image, 

l’adherence de l’image et le noyau de S,, B. 
Dans le cas 06 A = B, on note 8, au lieu de S,, A et on pose 

(A]’ = ker 8, ({A}’ est le cornmutant de A). 
On designe par AH,,H, la classe d’operateurs suivante: 

A? H,,H, = {(A, B) ??p(Hl) XT(%) : R( %,B)- r-7 ker&*,,* = {oj}. 
Et on note parJH la classe d’operateurs suivante: 

JyH = {A EL?(H):R(~~)-~{A*}'= (O}}. 

I1 est bien connu que la classe A”, H contient les couples d’operateurs 
(A, B) tels que A* et B soient hyponormaux [2]. 

On sait aussi que Jv, contient: 

(i) les operateurs A tels que p( A) normal pour un certain polyn6me du 
second degre p [3]. 

(ii) les sous-normaux avec vecteur cyclique [3]. 
(iii) les isometrics [5]. 
(iv> les unitairement equivalents B des operateurs de Jordan [4]. 

Signalons que dans [2], il est prouve que la classe JY;IIH contient les 
operateurs de la forme A @ B tels que A normal a spectre denombrable et 
B isometrique. 

Dans le present article, nous nous intdresserons d’abord B la classe 
.& H,, H,’ Nous montrons que Ai,, H, contient: 

(1) la classe des couples (A, B) tels que p(A) et p( Bj soient normaux 
pour un certain polyn8me du second degre p (Theo&me 3.2). 

(2) la classe des couples (A, B) tels que p(A) = 0 pour un certain 
poly&me du second degre p et B arbitraire (Theoreme 3.4). 

Observons que le point (1) g&&alise le resultat bien connu de Y. Ho 
[3, Theo&me 31. 

Ensuite nous identifions une nouvelle classe d’operateurs dans .&$. 
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En effet nous prouvons que J%$ contient des operateurs de la forme 
A @ B (suivant une decomposition en somme directe orthogonale de H = 
H, @ H,) tels que A v&Se p(A) = 0 pour un certain polyn6me du second 
degre p et B arbitraire dans NH, (Theo&me 4.1). 

2. RESULTATS GENERAUX 

Dans tout ce paragraphe P, Q designent deux operateurs positifs de 
_5?? H) et A est l’operateur d&n sur _5?( H) par: A( X > = PX + XQ. 

LEMMA 2.1. Soit X =.2(H) tel que PX + XP = 0. Alors on a: PX = 
XP = 0. 

Preuve. Supposons que PX + XP = 0. On en deduit que P2X = XP”, 
et comme P E ( P2}” ({ P2}” est le bicommutant de P’); on tire par cons& 
quent que PX = XP. 

D’ou finalement PX = XP = 0. 

LEMMA 2.2. Soit X E_IZ(H) tel que PX + XQ = 0. Alors on a: PX = 
XQ = 0. 

Preuve. Posons dans H @ H, 

I+(; g). Y=(; ;). 

R est positif et RY + YR = 0, alors il s’ensuit du lemme 2.1 que RY = 
YR = 0. D’ou alors PX = XQ = 0. 

THJ?OR?ME 2.3. Les deux prop&t& suivantes sont 6quivalentes: 

(i) A est injectif. 
(ii> P ou Q est injectif. 

Preuve . Supposons (i). Si par l’absurde P et Q sont non injectifs, alors il 
existe r, y E H - (0) tels que Px = Qy = 0. Soit X = x 8 y; on a alors 
X # 0 et A(X) = (Px 8 y) + (x @ Qy) = 0, ce qui est en contradiction 
avec I’hypothese (i). Done l’un au moins de P et Q est injectif, ce qui donne 
(ii). 
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Reciproquement supposons (ii). Soit X E _Y( H ) tel que A( X > = 0. Done 
PX + XQ = 0, et d’apres le Lemme 2.2, on a PX = XQ = 0; et comme l’un 
au moins de P et Q est injectif, alors X = 0. Par consequent A est injectif, 
ce qui prouve (i). ??

3. LA CLASSE A&, 

LEMME 3.1. Si A et B sont dmx op&-ateurs normaux respectivement de 
L?(H1) et 9(H2), on a R(6,, B)-n ker 8, a = (0). 

Preuve. Voir [ 11. w 

TH~OR~ME 3.2. Soient A et B deux op&-ateurs respectivemnt de 9( H,) 
et _F’( H,). S’il existe un polynhe du second &g-e p tel que p(A) et p(B) 
soient normaux, alors (A, B) E&~,, “,. 

Preuve. Supposons p(A), p(B) normaux pour un certain polyn6me du 
second degre p. Comme Ycz E @ : 6, B = 8, _ (I B _ oi, on peut supposer, sans 
restreindre la generalite, p(h) = h2. ’ 

Soit C* E R(6,, ,)-n ker S,,, s*. I1 existe done une suite (X,) d&5- 
ments de _Y( H, , H 1) telle que: 

AX, - X,B -+ C* et CA = BC. 

On a alors 

A2X, - X,B2 + AC* + C*B. 

Comme CA = BC, done CA2 = B2C, et par le theoreme de Putnam-Fu- 
glede, on a alors A2C * = C*B 2, car A”, B2 normaux. D’ou A2( AC* + 
C*B) = (AC* + C*B)B2. Par consequent on a 

AC* + C*B E R( 6A~,B~)- n ker S,,, s2. 

Comme A2, B2 sont normaux, done d’apres le lemme 3.1, AC* + 
C*B = 0. Par multiplication i droite par C, cette demiere equation devient, 
en utilisant CA = BC, et en posant P = C*C: AP + PA = 0. Par applica- 
tion du lemme 2.1, on a done PA = AP = 0. 

Et comme A(X,C) - (X,C)A + C*C = P; et en multipliant cette 
demiere suite i droite et a gauche par P, et en utilisant PA = AP = 0, on 
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obtient P’ = 0; comme P est auto-adjoint, on en dkduit que C*C = P = 0, 
et done C = 0. w 

REMARQUE. Ce r&ultat g&&alise la th&or;me 3 de Y. Ho [3], &on& 
pour A = B. 

LEMMA 3.3. Pour un oph-ateur A E_Y( H) v&fiant p(A) = 0 pour un 
certain polyno^me du second degre’ p, R(6,)- ne contient aucun opbateur 
positif non nul. 

Preuce. Soit A E_Y( H), solution d’une gquation du second degrk. Par 
un changement &entuel de A en A - CY, et en utilisant 8, = S, a, on peut 
supposer, sans restreindre la g&&alit&, A2 = /3 ( /? E a=>. 

Soit P > 0 et une suite (X,) telle que 

AX,, - X,A - P. (1) 

Done A”X, -X,A*=O-+AP+PA; d’oh AP+PA=O, ce qui donne 
AP = PA = 0; et par multiplication (1) 2 droite et & gauche per P, on obtient 
P3 = 0, done P = 0, car P est auto-adjoint. ??

TIII?OR$ME 3.4. Soit A E_% H,) v&ifiant p(A) = 0 pour un certain 
polyncime du second degre’ p. Ah-s on a, pour tout B ET(H~): (A, B) E 

“4 H2.H, et cB, A) EAH,,H,' 

Preuve. Soit C* E R( S,, B)- n ker S,,. B*. 11 existe done une suite (X,) 
d’&ments de 9(H) telle que: 

AX, - X,B + C* et CA = BC. 

Par multiplication i droite par C de cette demihre suite, on obtient: 

A( X,C) - (X,C) A + C’C. 

Done C*C E R( a,>-. 
Or p( A) = 0 pour p polyn6me du second degr6 et C *C > 0, done, en 

vertu du lemme 3.3, C*C = 0, et done aussi C = 0. D’o; alors: (A, B) E 
“4% H,, H,’ 

Et de la mzme man&e, on montre que: (B, A) EJ%~,,~,. 
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REMARQuE. La preuve du theoreme 3.4 montre que si INS, a)-n 
ker S,., a* # (O}, alors R( 8,)) contient au moins un operateur positif non 
nul. 

4. LA CLASSE NH 

TH~OR~ME 4.1. Soit D E .Y( H) tel que D = A @ B suivunt une d&m- 
position en somme directe orthogonale H = H, @ H,. Si p(A) = 0 pour un 
certain polynik du second degrk p et B EJYH~, alors D EJ+$. 

Preuve. Soit C* E R( 8,)) n{ D*}‘. I1 existe done une suite (X,) d&5- 
ments de A?(H) telle que 

DX, - X,D * C* et CD = DC 

Soient 

les matrices respectives de X, et C dans H = H, @ H,. Done on a 

A-q, - X,,,A -+ C: et C,A = AC,, 

BXJ,, - X,,,B -+ C,* et C,B = BC,, 

BX, n - X,,,A + C: et C,B = AC,, 

AX, n - X,,+B + C; et C,A = BC,. 

Ce systeme nous donne 

CT E R( S,)- n{ A*}‘, 

C,* E R( S,)- n( B*}‘, 

C,* ER(~,,,)-n kerS,+,,e, 

C; E R( S,, A)- n ker a,*, A*. 

Par utilisation des theoremes 3.2 et 3.4, on obtient: Cj = 0, pour i = 1,2,3,4. 
Par consequent C = 0. ??
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REMARQUE. La classe N,& contient done en particulier les opgrateurs de 
la forme A @ B tels que: 

(1) A2 = 0, B isombtrique. 
(2) A2 = 0, B sous-normal avec vecteur cyclique. 
(3) A2 = 0, B unitairement hquivalent Zi un opkateur de Jordan. 
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