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Mathématiques Appliquées Master 2

Solution Examen final
Exercice 1 (09pts) Soit (Ω, (Sn), (Fn),P) un marché financier de Cox, Ross et Rubinstein tel que
a < r < b et N ≥ 2. Le prix à la date n d’une option européenne h sera noté Πn(h). On notera h
l’option européenne définie par

h =
√
S1
N−1S

1
N

1. Montrer qu’il existe un nombre réel α, que l’on calculera explicitement en fonction de a, b, p et r
tel que

Πn(h) = αS1
n ∀n ≤ N − 1

2. Montrer que

Πn(h) ≤ S1
n√

1 + r
∀n ≤ N − 1 .

3. On appelle (φn ; n = 1, 2, . . . , N) le portefeuille de couverture de h
(a) Calculer explicitement φn pour n < N .
(b) Vérifier que ce portefeuille est autofinancé.

Indication E
(√

X
)
≤
√

E (X)

Solution de l’exercice : 1 1. puisque a < r < b, alors le marché et viable et complet
0.25pt, et on a ∀n ≤ N − 1

Πn(h) =
1

(1 + r)N−n
E∗ (h | Fn) 0.5pt

=
1

(1 + r)N−n
E∗
(√

S1
N−1S

1
N | Fn

)
On a Tn =

S1
n

S1
n−1
∈ {1 + a, 1 + b} 0.25pt, alors

SN = S1
n.Tn+1.Tn+2....TN 0.25pt

par suite

Πn(h) =
1

(1 + r)N−n
E∗
(√

(S1
n)2T 2

n+1.T
2
n+2....T

2
N−1.TN | Fn

)
=

1

(1 + r)N−n
E∗
(
S1
nTn+1.Tn+2....TN−1

√
TN | Fn

)
0.25pt

On a S1
n est Fn mesurable 0.25pt et puisque a < r < b, alors les variables Tn sont

indépendantes 0.25pt donc

Πn(h) =
1

(1 + r)N−n
S1
nE
(
Tn+1.Tn+2....TN−1

√
TN

)
0.5pt

=
1

(1 + r)N−n
S1
nE (Tn+1) ....E (TN−1) E

(√
TN

)
0.25p

puisque a < r < b, alors
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— les variables Tn sont équidistribuées 0.25pt

— E(Tn) = 1 + r,∀n ≤ N − 1 0.25pt

— E(
√
TN) = p

√
1 + a+ (1− p)

√
1 + b 0.25pt

— p =
b− r
b− a

0.25pt

donc

Πn(h) =
(1 + r)N−n−1

(1 + r)N−n
Sn

(
p
√

1 + a+ (1− p)
√

1 + b
)

=
p
√

1 + a+ (1− p)
√

1 + b

(1 + r)
Sn 0.5pt

donc α =
p
√

1 + a+ (1− p)
√

1 + b

(1 + r)
0.25pt

2. d’après la 1ère question on a

Πn(h) =
1

(1 + r)N−n
SnE (Tn+1) ....E (TN−1) E

(√
TN

)
et comme E

(√
TN
)
≤
√

E (TN), alors

Πn(h) =
1

(1 + r)N−n
SnE (Tn+1) ....E (TN−1) E

(√
TN

)
≤ 1

(1 + r)N−n
SnE (Tn+1) ....E (TN−1)

√
E (TN) 0.5pt

=
(1 + r)N−n−1.

√
1 + r

(1 + r)N−n
Sn 0.25pt

=
S1
n√

1 + r
0.25pt

3. (a) On a
Vn(φ) = φ0

n(1 + r)n + φ1
nS

1
n = αS1

n 0.5pt

Puisque φ0
n et φ1

n sont Fn−1-mesurables, ce sont des fonctions de S1
1 , ..., S

1
n−1 seule-

ment 0.25pt et,

S1
n =

{
S1
n−1(1 + b)
S1
n−1(1 + a)

0.25pt

alors {
φ0
n(1 + r)n + φ1

nS
1
n−1(1 + b) = αS1

n−1(1 + b)
φ0
n(1 + r)n + φ1

nS
1
n−1(1 + a) = αS1

n−1(1 + a)
0.5pt

et donc

φ1
n =

αS1
n−1(b− a)

S1
n−1(b− a)

= α 0.5pt

et
φ0
n = 0 0.5pt
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(b) on a

φnSn =φ0
n(1 + r)n + φ1

nS
1
n

=0.(1 + r)n + αS1
n

=φn+1Sn 0.75pt

donc la stratégie est autofinancé. 0.25pt

Exercice 2 (06pts) Soit (Zt)0≤t<1 le processus défini par

Zt =
1√

1− t
exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
1. Montrer que (Zt)0≤t<1 est une martingale locale.
2. Ecrire (Zt)0≤t<1 sous la forme

Zt = exp

(∫ t

0

ΦsdBs −
1

2

∫ t

0

Φ2
sds

)
où Φ est un processus que l’on précisera.

Solution de l’exercice : 2 Soit (Zt)0≤t<1 le processus défini par

Zt =
1√

1− t
exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
1. On appliquant la formule d’Itô sur la fonction

f(t, x) =
1√

1− t
exp

(
− x2

2(1− t)

)
0.25pt,

on a

Zt =f(t, Bt)

=f(0, B0) +

∫ t

0

f ′s(s, Bs)ds+

∫ t

0

f ′x(s, Bs)dBs +
1

2

∫ t

0

f ′′x,x(s, Bs)d < B,B >s 0.5pt

on a :

— f ′t(t, Bt) =
1

2

1

(1− t) 3
2

exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
− 1

2

B2
t

(1− t) 5
2

exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
0.5pt

— f ′x(t, Bt) = − Bt

(1− t) 3
2

exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
0.25pt

— f ′′x,x(t, Bt) = − 1

(1− t) 3
2

exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
+

B2
t

(1− t) 5
2

exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
0.5pt

— d < B,B >t= dBtdBt = dt 0.25pt

et donc

Zt = 1 +

∫ t

0

− Bs

(1− s) 3
2

exp

(
− B2

s

2(s− t)

)
dBs 0.5pt
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et par suite

dZt = − Bt

(1− t) 3
2

exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
dBt 0.25pt (1)

Comme le drift de Zt est nulle 0.25pt, alors (Zt)0≤t<1 est une martingale locale
2. On appliquant formule d’Itô sur la fonction

f(t, x) = exp

(∫ t

0

Φsdx−
1

2

∫ t

0

Φ2
sds

)
0.25pt,

on a

Zt =f(t, Bt)

=f(0, B0) +

∫ t

0

f ′s(s, Bs)ds+

∫ t

0

f ′x(s, Bs)dBs +
1

2

∫ t

0

f ′′x,x(s, Bs)d < B,B >s

on a :

— f ′t(t, Bt) = −1

2
Φ2
tZt 0.25pt

— f ′x(t, Bt) = ΦtZt 0.25pt

— f ′′x,x(t, Bt) = Φ2
tZt 0.25pt

et donc

Zt = 1 +

∫ t

0

ΦsZsdBs 0.5pt

et par suite
dZt = ΦtZtdBt 0.25pt (2)

d’après l’équation (1) et l’équation (2) on trouve

dZt =− Bt

(1− t) 3
2

exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
dBt

=− Bt

(1− t)
1√

1− t
exp

(
− B2

t

2(1− t)

)
dBt

=− Bt

(1− t)
ZtdBt 0.5pt

donc
Φt = − Bt

(1− t)
0.5pt

Exercice 3 (05pts) Calculer
E
(
e−rt(K − St)+

)
avec

dSt = St (rdt+ σdBt) , S0 = x

Solution de l’exercice : 3 La solution explicite de l’EDS

dSt = St (rdt+ σdBt) , S0 = x
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est donnée par

St = x exp

(
(r − σ2

2
)t+ σBt

)
0.5pt

Alors

E(e−rt(K − St)+) =E

[
e−rt

(
K − x exp((r − σ2

2
)t+ σBt)

)
+

]
=E

[(
e−rtK − x exp(−σ

2

2
t+ σBt)

)
+

]

On a Bt ∼ N (0, t) 0.25pt, alors g =
Bt√
t
∼ N (0, 1) 0.25pt, par suite Wt =

√
tg et donc

E(e−rt(K − St)+) =E

[(
e−rtK − x exp(−σ

2

2
t+ σ

√
tg)

)
+

]
0.5pt

=

∫ +∞

−∞

(
e−rtK − x exp(−σ

2

2
t+ σ

√
ty)

)
+

e−
y2

2

√
2π
dy 0.5pt

On a

e−rtK − x exp(−σ
2

2
t+ σ

√
ty) ≥ 0⇒ y ≤

ln
(
K
x

)
− (r − σ2

2
)t

σ
√
t

= α1 0.5pt

alors

E(e−rt(K − St)+) =

∫ α1

−∞

(
e−rtK − x exp(−σ

2

2
t+ σ

√
ty)

)
e−

y2

2

√
2π
dy

=

∫ α1

−∞
e−rtK

e−
y2

2

√
2π
dy − x

∫ α1

−∞

1√
2π

exp(−σ
2

2
t+ σ

√
ty − y2

2
)dy 0.5pt

=

∫ α1

−∞
e−rtK

e−
y2

2

√
2π
dy − x

∫ α1

−∞

1√
2π
e
−

(y − σ
√
t)2

2 dy 0.25pt

On a ∫ α1

−∞
e−rtK

e−
y2

2

√
2π
dy = e−rtKN (α1) 0.5pt

et ∫ α1

−∞

1√
2π
e
−

(y − σ
√
t)2

2 dy =

∫ α1−σ
√
t

−∞

1√
2π
e
−
z2

2 dz = N (α2) 0.5pt

avec α2 = α1 − σ
√
t 0.25pt, donc

E(e−rt(K − St)+) = e−rtKN (α1)− xN (α2) 0.5pt
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