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Solution de TD 03

Fonction étagée positive

Définition 1 Soit (X,F) un espace mesurable. La fonction numérique f : X → R+ est dite
étagée positive mesurable si

f =

n∑∑∑
i=1

αi1Ai avec
{

(αi)1≤i≤n ≥ 0, αi 6= αj, i 6= j
(Ai)1≤i≤n ∈ F , X = ∪n

i=1Ai, Ai ∩Aj = ∅, i 6= j
(1)

On note E+X l’ensemble des fonctions étagées positives de (X,F) dans R+ muni de la tribu
B(R+)

Intégrale d’une fonction étagée positive

Définition 2 Soit f ∈ E+X alors ∫∫∫
X

fdµ =

n∑∑∑
i=1

αiµ(Ai) (2)

Quelques propriétés sur l’intégrale des fonctions étagées positives

Propriétés 1 Soient f, g ∈ E+X , A ∈ F et a ≥ 0

1. ∫∫∫
X

adµ = aµ(X) (3)

2. ∫∫∫
X

a1Adµ =

∫∫∫
A

adµ = aµ(A) (4)

3. ∫∫∫
X

f1Adµ =

∫∫∫
A

fdµ (5)

4. ∫∫∫
X

afdµ = a

∫∫∫
X

fdµ (6)

5. ∫∫∫
X

(f + g)dµ =

∫∫∫
X

fdµ+

∫∫∫
X

gdµ (7)

6.
f ≤ g⇒

∫∫∫
X

fdµ ≤
∫∫∫

X

gdµ (8)
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Quelques propriétés sur la fonction indicatrice

Propriétés 2 1.
1(∩i≥1Ai) =

∏∏∏
i≥1

1Ai (9)

2. Si (Ai)i≥1 sont disjoints 2 à 2, alors

1(∪i≥1Ai) =
∑∑∑
i≥1

1Ai (10)

Exercice 1 (Intégrale d’une fonction étagée positive).
Soient (X,F , µ) un espace mesuré, et A,B ∈ F . Calculer

1.
∫
A

1B dµ.

2.
∫
X

f dµ avec f(x) =

{
3 si x ∈ A
2 sinon

Solution de l’exercice : 1 1.∫
A

1B dµ =

∫
X

1B1A dµ d’après (5)

=

∫
X

1A∩B dµ d’après (9)

=µ(A ∩B) d’après (4)

2. On a
f(x) =

{
3 si x ∈ A
2 sinon ,

alors
f(x) = 31A + 21Ac ,

par suite ∫
X

f dµ =

∫
X

31A + 21Ac dµ

=

∫
X

31A dµ+

∫
X

21Ac dµ d’après (7)

=3µ(A) + 2µ(Ac) d’après (4)
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Exercice 2 (Intégrale d’une fonction étagée positive).
Calculer l’intégral de Lebesgue sur l’intervalle [0,+∞[ des fonctions f et g tel que :

1. f(x) = e−[x].

2. g(x) =
1

[x]!
,

d’où [x] = {n ∈ N;n ≤ x < n+ 1}.

Solution de l’exercice : 2 On [x] = {n ∈ N;n ≤ x < n+ 1}, alors

[x] = n si x ∈ [n, n+ 1[ (11)

1. ∀x ∈ [0,+∞[

f(x) = e−[x] =
∑
n∈N

e−n1[n,n+1[(x) d’après (11)

d’après (1) on a f ∈ E+X ( f est une fonction étagée positive mesurable ) puisque

f(x) =
∑
n∈N

e−n1[n,n+1[(x),

avec
(a) ∀n ∈ N, e−n ≥ 0.

(b) e−n 6= e−m, n 6= m

(c) ∀n ∈ N, [n, n+ 1[∈ B([0,+∞[).

(d) [0,+∞[= ∪n≥1[n, n+ 1[.

(e) ([n, n+ 1[)n≥1 sont disjoints 2 à 2
alors∫

[0,+∞[

e−[x] dλ =

∫
[0,+∞[

∑
n∈N

e−n1[n,n+1[(x) dλ

=
∑
n∈N

e−nλ ([n, n+ 1[) d’après (2)

=
∑
n∈N

e−n(n+ 1− n)

= lim
n→+∞

n∑
k=0

e−k suite géométrique q = e−1

=
e

e− 1
.

2. ∀x ∈ [0,+∞[

g(x) =
1

[x]!
=
∑
n∈N

1

n!
1[n,n+1[(x) d’après (11)

d’après (1) on a g ∈ E+X ( g est une fonction étagée positive mesurable ) puisque

g(x) =
∑
n≥0

1

n!
1[n,n+1[(x),

avec
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(a) ∀n ∈ N,
1

n!
≥ 0.

(b)
1

n!
6= 1

m!
, n 6= m

(c) ∀n ∈ N, [n, n+ 1[∈ B([0,+∞[).

(d) [0,+∞[= ∪n≥1[n, n+ 1[.

(e) ([n, n+ 1[)n≥1 sont disjoints 2 à 2
alors ∫

[0,+∞[

1

[x]!
dλ =

∫
[0,+∞[

∑
n∈N

1

n!
1[n,n+1[(x) dλ

=
∑
n∈N

1

n!
λ ([n, n+ 1[) d’après (2)

=
∑
n∈N

1

n!
= e

Mesure positive

Définition 3 une mesure positive sur (X,F) est une application d’ensembles µ : X →
[0,+∞] vérifiant les propriétés suivantes

1.
µ(∅)= 0 (12)

2. ∀(An)n≥1 ∈ F disjoints 2 à 2

µ (∪n≥1An) =
∑∑∑
n≥1

µ(An) (13)

On dit que (X,F , µ) est un espace mesuré.

Intégrale des fonctions mesurables positives

Définition 4 Soit f ∈ M+
X (M+

X l’ensemble des fonctions f : X → [0,+∞] mesurables
positives) ∫∫∫

X

fdµ = sup{
∫∫∫

X

s dµ : s ∈ E+X, s ≤ f} (14)

Fonction mesurable positive comme limite d’une suite de fonction étagée positive

Proposition 1 Soit (X,F) un espace mesurable.

∀f ∈M+
X ⇒ ∃(gn)n≥1 ∈ E+X (gn)n≥1 croissante : lim

n→+∞
gn = f (15)
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Quelques propriétés de fonctions mesurables positives

Propriétés 3 Soient (X,F) un espace mesurable, f, g ∈M+
X , A ∈ F et a ≥ 0.

1. ∫∫∫
A

f dµ =

∫∫∫
X

f1A dµ (16)

2. ∫∫∫
X

afdµ = a

∫∫∫
X

fdµ (17)

3. ∫∫∫
X

(f + g)dµ =

∫∫∫
X

fdµ+

∫∫∫
X

gdµ (18)

4.

f ≤ g⇒
∫∫∫

X

fdµ ≤
∫∫∫

X

gdµ (19)

Exercice 3 (Mesure à densité f par rapport à µ).
Soient (X,M, µ) un espace mesuré et f : X → [0; +∞] une fonction numérique mesurable
positive. Définissons la fonction d’ensembles ϕ :M→ [0; +∞] par

ϕ(A) :=

∫
A

fdµ, A ∈M

1. Montrer que ϕ est une mesure sur (X,M). ( On dit que ϕ est de densité f par rapport
à µ.)

2. Soit g une fonction numérique mesurable positive. Montrer que
∫
X

gdϕ =

∫
X

fgdµ

Solution de l’exercice : 3 On a ϕ :M→ [0; +∞] avec

ϕ(A) :=

∫
A

f dµ, A ∈M

1. D’après la définition de l’application ϕ on a

∀A ∈M, ϕ(A) ∈ [0; +∞]

donc l’application ϕ est positive.
(a) On montre µ(∅) = 0.

µ(∅) :=

∫
∅
f(x) dµ

=

∫
X

f(x)1∅(x) dµ d’après (4)

=

∫
X

f × 0 dµ puisque x /∈ ∅

=

∫
X

0 dµ = 0
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(b) On montre ∀(An)n≥1 ∈M disjoints 2 à 2

ϕ (∪n≥1An) =
∑
n≥1

ϕ(An)

Soit (An)n≥1 ∈M disjoints 2 à 2

ϕ (∪n≥1An) :=

∫
∪n≥1An

f dµ

=

∫
X

f1∪n≥1An dµ d’après (16)

=

∫
X

f
∑
n≥1

1An dµ d’après (10)

=

∫
X

∑
n≥1

f1An dµ

=
∑
n≥1

∫
X

f1An dµ d’après (18)

=
∑
n≥1

∫
An

f dµ d’après (16)

=
∑
n≥1

ϕ(An)

Donc ϕ est une mesure positive sur (X,M).
2. On montre

∀g ∈M+
X ,

∫
X

gdϕ =

∫
X

fgdµ (20)

On utilise la méthode graduelle.
(a) On montre (20) pour g = 1A, A ∈M∫

X

gdϕ =

∫
X

1Adϕ

=ϕ(A) d’après (4)

=

∫
A

f dµ

=

∫
X

f1A dµ d’après (16)

=

∫
X

fgdµ

alors
∀A ∈M, g = 1A ⇒

∫
X

gdϕ =

∫
X

fgdµ (21)

(b) On montre (20) pour g ∈ E+X , alors d’après (1)

g =
n∑
i=1

αi1Ai avec
{

(αi)1≤i≤n ≥ 0, αi 6= αj, i 6= j
(Ai)1≤i≤n ∈M, X = ∪ni=1Ai, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j
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∫
X

gdϕ =

∫
X

n∑
i=1

αi1Aidϕ

=
n∑
i=1

αi

∫
X

1Aidϕ

=
n∑
i=1

αi

∫
X

f1Ai dµ d’après (21)

=

∫
X

f
n∑
i=1

αi1Ai dµ

=

∫
X

fgdµ

alors
∀g ∈ E+X ⇒

∫
X

g dϕ =

∫
X

fg dµ (22)

(c) Maintenant, on montre (20) pour g ∈M+
X , alors d’après (15)

∃(sn)n≥1 ∈ E+X , (sn)n≥1 croissante : lim
n→+∞

sn = g

donc ∫
X

gdϕ =

∫
X

lim
n→+∞

sndϕ

= lim
n→+∞

∫
X

sndϕ TCM sur la suite (sn)n≥1

= lim
n→+∞

∫
X

fsn dµ d’après (22)

=

∫
X

lim
n→+∞

(fsn) dµ TCM sur la suite (fsn)n≥1

=

∫
X

f lim
n→+∞

(sn) dµ

=

∫
X

fg dµ

alors
∀g ∈M+

X ⇒
∫
X

g dϕ =

∫
X

fg dµ (23)
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Théorème de convergence monotone ou de Beppo-Levi (Cas d’une suite croissante)

Théorème 1 Soit (fn)n≥1 un suite de fonctions vérifiant
1. (fn)n≥1 ∈M+

X

2. (fn)n≥1 est une suite croissante

3. limn→+∞ fn = f

alors ∫∫∫
X

f dµ =

∫∫∫
X

lim
n→+∞

fn dµ = lim
n→+∞

∫∫∫
X

fn dµ (24)

Théorème de convergence monotone ou de Beppo-Levi (Cas d’une suite décroissante)

Théorème 2 Soit (fn)n≥1 un suite de fonctions vérifiant
1. (fn)n≥1 ∈M+

X

2. (fn)n≥1 est une suite décroissante

3.
∫∫∫

X
f1 dµ < +∞

4. limn→+∞ fn = f

alors ∫∫∫
X

f dµ =

∫∫∫
X

lim
n→+∞

fn dµ = lim
n→+∞

∫∫∫
X

fn dµ (25)

Quelques propriétés de l’intégrale de Riemann

Proposition 2 1. Toute fonction intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-
intégrable) sur un intervalle [a, b] est bornée.

2. Toute fonction continue est intégrable au sens de Riemann .
3. Toute fonction monotone est intégrable au sens de Riemann

4. si f est intégrable au sens de Riemann et g : R → R continue, alors g ◦ f est
intégrable au sens de Riemann

fonction Riemann-intégrable

Proposition 3 f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] si et seulement si f est
bornée et continue en dehors d’un ensemble de mesure nulle

Relation Riemann-Lebesgue

Théorème 3 si f : [a, b] → R est intégrable au sens de Riemann , alors f est aussi
intégrable au sens de Lebesgue et∫

[a,b]

fdλ =

∫ b

a

f(x)dx (26)
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Exercice 4 (Théorème de convergence monotone).
Calculer

1. limn→+∞

∫
[0,π

2
]

1− e−n cosx dλ. 2. limn→+∞

∫
[0,+∞[

e−nx dP. avec P est une probabilité

3. limn→+∞

∫
[0,1]

(1− xn)dλ. 4. limn→+∞

∫
[0,+∞[

(
1 +

x

n

)n
e−bxdλ, b > 1.

Solution de l’exercice : 4 1. limn→+∞

∫
[0,π

2
]

1− e−n cosx dλ. On pose

fn(x) = 1− e−n cosx, ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0,
π

2
]

(a) On montre que (fn)n≥0 ∈ M+
[0,π

2
] c’est à dire on montre que (fn)n≥0 est une

suite de fonctions mesurables et positive sur [0, π
2
].

i. On a ∀n ≥ 0, fn(x) = 1 − e−n cosx est une fonction continue sur [0, π
2
], alors

(fn)n≥0 est suite de fonctions mesurables sur [0, π
2
] (i)

ii. ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0, π
2
]

0 ≤ x ≤ π

2
⇒ 0 ≤ cosx ≤ 1

⇒ − n ≤ −n cosx ≤ 0

⇒ 0 ≤ e−n ≤ e−n cosx ≤ e0 = 1

⇒ − 1 ≤ −e−n cosx ≤ 0

⇒ 0 ≤ 1− e−n cosx ≤ 1

⇒ 0 ≤ fn(x) (ii)

Donc d’après (i) et (ii), alors ⇒ (fn)n≥0 ∈M+
[0,π

2
].

(b) On montre que (fn)n≥0 est une suite croissante. On a ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0, π
2
]

(n+ 1) cosx ≥ n cosx⇒ − n cosx ≥ −(n+ 1) cosx

⇒ e−n cosx ≥ e−(n+1) cosx

⇒ 1− e−(n+1) cosx ≥ 1− e−n cosx

⇒ fn+1(x) ≥ fn(x).

alors (fn)n≥0 est une suite de fonctions croissante sur [0, π
2
].

(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥0 est
une suite de fonctions convergente.

lim
n→+∞

1− e−n cosx =

{
1 si x ∈ [0, π

2
[

0 si x = π
2

(27)

donc d’après (27)

∀n ≥ 0, lim
n→+∞

fn(x) = 1 p.p. x ∈ [0,
π

2
]
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Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence monotone sont
vérifiées, ainsi d’après (24)

lim
n→+∞

∫
[0,π

2
]

1− e−n cosx dλ =

∫
[0,π

2
]

lim
n→+∞

1− e−n cosx dλ

=

∫
[0,π

2
]

1 dλ

=λ([0,
π

2
]) d’après (4)

=
π

2
− 0 =

π

2

2. limn→+∞

∫
[0,+∞[

e−nx dP. avec P est une mesure probabilité. On pose

fn(x) = e−nx, ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0,+∞[

(a) On montre que (fn)n≥0 ∈M+
[0,+∞[ c’est à dire on montre que (fn)n≥0 est une

suite de fonctions mesurables et positive sur [0,+∞[.
i. On a ∀n ≥ 0, fn(x) = e−nx est une fonction continue sur [0,+∞[, alors (fn)n≥0

est suite de fonctions mesurables sur [0,+∞[ (i)

ii.
∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0,+∞[: fn(x) = e−nx ≥ 0 (ii)

Donc d’après (i) et (ii), alors ⇒ (fn)n≥0 ∈M+
[0,+∞[.

(b) On montre que (fn)n≥1 est une suite décroissante. On a ∀n ≥ 0, ∀x ∈
[0,+∞[

(n+ 1)x ≥ nx⇒ − nx ≥ −(n+ 1)x

⇒ e−nx ≥ e−(n+1)x

⇒ fn(x) ≥ fn+1(x).

alors (fn)n≥0 est une suite de fonctions décroissante sur [0, π
2
].

(c) On montre que
∫∫∫

X
f0 dµ < +∞∫

[0,+∞[

f0 dP =

∫
[0,+∞[

e−0×x dP

=

∫
[0,+∞[

e−0 dP

=

∫
[0,+∞[

1 dP

=P([0,+∞[) d’après (4)
≤1 Puisque P est une mesure de probabilité

alors ∫
[0,+∞[

f0 dP < +∞

page 10



Mesure et Intégration 2022/2023

(d) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥0 est
une suite de fonctions convergente.

lim
n→+∞

e−nx =

{
0 si x ∈]0,+∞[
1 si x = 0

(28)

donc d’après (28)

∀n ≥ 0, lim
n→+∞

fn(x) = 0 p.p. x ∈ [0,+∞[

Alors d’après (a), (b), (c), (d), toute les hypothèses du théorème de convergence monotone
sont vérifiées, ainsi d’après (24)

lim
n→+∞

∫
[0,+∞[

e−nx dP =

∫
[0,+∞[

lim
n→+∞

e−nx dP

=

∫
[0,+∞[

0 dP

=0.

3. limn→+∞

∫
[0,1]

(1− xn)dλ. On pose

fn(x) = (1− xn), ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1]

(a) On montre que (fn)n≥0 ∈ M+
[0,1] c’est à dire on montre que (fn)n≥0 est une

suite de fonctions mesurables et positive sur [0, 1].
i. On a ∀n ≥ 0, fn(x) = (1−xn) est une fonction continue sur [0, 1], alors (fn)n≥0

est suite de fonctions mesurables sur [0, 1] (i)

ii. ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1]

0 ≤ x ≤ 1⇒ 0 ≤ xn ≤ 1

⇒ − 1 ≤ −xn ≤ 0

⇒ 0 ≤ 1− xn ≤ 1

⇒ 0 ≤ fn(x) (ii)

Donc d’après (i) et (ii), alors ⇒ (fn)n≥0 ∈M+
[0,1].

(b) On montre que (fn)n≥0 est une suite croissante. On a ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1]

x(n+1) ≤ xn ⇒ − xn ≤ −x(n+1)

⇒ 1− xn ≤ 1− x(n+1)

⇒ fn(x) ≤ fn+1(x).

alors (fn)n≥0 est une suite de fonctions croissante sur [0, 1].
(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥0 est

une suite de fonctions convergente.

lim
n→+∞

1− xn =

{
1 si x ∈ [0, 1[
0 si x = 1

(29)

donc d’après (29)

∀n ≥ 0, lim
n→+∞

fn(x) = 1 p.p. x ∈ [0, 1]
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Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence monotone sont
vérifiées, ainsi d’après (24)

lim
n→+∞

∫
[0,1]

(1− xn) dλ =

∫
[0,1]

lim
n→+∞

(1− xn) dλ

=

∫
[0,1]

1 dλ

=λ([0, 1])

=1

4. limn→+∞

∫
[0,+∞[

(
1 +

x

n

)n
e−bxdλ, b > 1. On pose

fn(x) =
(

1 +
x

n

)n
e−bx, ∀n ≥ 1, ∀x ∈ [0,+∞[

(a) On montre que (fn)n≥1 ∈M+
[0,+∞[ c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est une

suite de fonctions mesurables et positive sur [0,+∞[.

i. On a ∀n ≥ 1, fn(x) =
(

1 +
x

n

)n
e−bx est une fonction continue sur [0,+∞[,

alors (fn)n≥1 est suite de fonctions mesurables sur [0,+∞[ (i)

ii.
∀n ≥ 1, ∀x ∈ [0,+∞[:

(
1 +

x

n

)n
e−bx ≥ 0 (ii)

Donc d’après (i) et (ii), alors ⇒ (fn)n≥1 ∈M+
[0,+∞[.

(b) On montre que (fn)n≥1 est une suite croissante. On a ∀n ≥ 0, ∀x ∈ [0,+∞[
On a (

1 +
x

n

)n
=

n∑
k=0

Cn
k

(x
n

)k
=

n∑
k=0

n(n− 1)...(n− k + 1)

nk
xk

k!
=

n∑
k=0

an,k
xk

k!

avec an,k =
n(n− 1)...(n− k + 1)

nk
On a

∀n ≥ 1 : an+1,k ≥ an,k (30)

puisque
n+ 1− l
n+ 1

≥ n− l
n

, ∀l ∈ N de plus

∀n ≥ 1 : an,k > 0 (31)

alors d’après (30) et (31) on a ∀n ≥ 1(
1 +

x

n+ 1

)n+1

=
n+1∑
k=0

an+1,k
xk

k!
>

n∑
k=0

an+1,k
xk

k!
≥

n∑
k=0

an,k
xk

k!
=
(

1 +
x

n

)n
alors (fn)n≥1 est une suite de fonctions croissante sur [0,+∞[.

(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est
une suite de fonctions convergente.

lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
e−bx = exe−bx = e(1−b)x (32)

donc d’après (32)

∀n ≥ 0, lim
n→+∞

fn(x) = e(1−b)x ∀x ∈ [0,+∞[
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Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence monotone sont
vérifiées, ainsi d’après (24)

lim
n→+∞

∫
[0,+∞[

(
1 +

x

n

)n
e−bx dλ =

∫
[0,+∞[

lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
e−bx dλ

=

∫
[0,+∞[

e(1−b)x dλ

On e(1−b)x est une fonction continue sur [0,+∞[, alors d’après 2. de la proposition 2.
e(1−b)x est intégrable au sens de Riemann, de plus d’après le théorème 3. e(1−b)x est inté-
grable au sens de Lebesgue, alors d’après (26) on a∫

[0,+∞[

e(1−b)x dλ =

∫ +∞

0

e(1−b)x dx

lim
n→+∞

∫
[0,+∞[

(
1 +

x

n

)n
e−bx dλ =

∫ +∞

0

e(1−b)x dx

=

[
1

1− b
e(1−b)x

]+∞
0

=
1

b− 1

Ensemble négligeable

Définition 5 Soit (X,F , µ) un espace mesuré et A ⊂ X, L’ensemble A est dit négligeable
dans (X,F , µ) si

∃B ∈ F tel que A ⊂ B et µ(B) = 0

Remarque

— Si A ∈ F, c-à-d A est mesurable, alors

A est négligeable si µ(A) = 0

Propriétés vraies presque partout ou p.p

Définition 6 Soient (X,F , µ) un espace mesuré et P(x) Une propriétés concernant x ∈ X

P(x) vraie p.p⇔ {x ∈X : P(x) n’est pas vraie} est négligeable

Remarque

— Si {x ∈X : P(x) n’est pas vraie} ∈ F, c-à-d est mesurable, alors

P(x) vraie p.p⇔ µ ({x ∈X : P(x) n’est pas vraie}) = 0 (33)
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Théorème de la continuité croissante et décroissante

Théorème 4 Soit (X,F) un espace mesuré, alors
1. La continuité croissante. Si (An)n≥1 est une suite croissante de parties mesurables,

on a

µ

(
+∞⋃⋃⋃
n=1

An

)
= lim

n→+∞
µ (An) (34)

2. La continuité décroissante. Si (An)n≥1 est une suite décroissante de parties mesu-
rables, avec µ(A1) < +∞. Alors, on a

µ

(
+∞⋂⋂⋂
n=1

An

)
= lim

n→+∞
µ (An) (35)

Exercice 5 Soit (X,F , µ) un espace mesuré et f : X → [0,+∞] une fonction mesurable
positive.

1. (Inégalité de Tchebychev). Pour tout nombre réel a > 0 on a

µ ({x ∈ X : f(x) ≥ a}) ≤ 1

a

∫
X

f dµ.

2.
∫
X

f dµ = 0 si et seulement si f = 0 presque partout.

3. Si
∫
f dµ < +∞ alors f < +∞ presque partout.

4. Si f, g ∈M(X,R+) telles que f = g presque partout. Alors
∫
X

fdµ =

∫
X

gdµ

Solution de l’exercice : 5 1. On montre ∀a > 0 on a

µ ({x ∈ X : f(x) ≥ a}) ≤ 1

a

∫
X

f dµ.

Considérons l’ensemble

A = ({x ∈ X : f(x) ≥ a}) = f−1([a,+∞]) ∈ F

puisque f est une application mesurable positive sur (X,F) dans [0,+∞] On pose ϕ =
a1A, on remarque que la fonction ϕ vérifie l’inégalité

ϕ = a1A ≤ f, (36)

en effet,
— si x ∈ A on a ϕ(x) = a ≤ f(x)
— si x /∈ A on a ϕ(x) = 0 ≤ f(x)
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d’après (36) on a

a1A ≤ f ⇒
∫
X

a1Adµ ≤
∫
X

fdµ d’après (4)

⇒aµ(A) ≤
∫
X

fdµ d’après (4)

⇒µ(A) ≤ 1

a

∫
X

fdµ

finalement

µ ({x ∈ X : f(x) ≥ a}) ≤ 1

a

∫
f dµ. (37)

2. On montre
∫
X

fdµ = 0 si et seulement si f = 0 presque partout.

(a) On montre

f = 0 presque partout ⇒
∫
X

f dµ = 0

On suppose que f = 0 presque partout. Remarquons que

(f = 0) = {x ∈ X : f(x) = 0} = {x ∈ X : f(x) ∈ {0}} = f−1({0}) ∈ F

donc
(f 6= 0) ∈ F

alors d’après (33)
f = 0 p.p⇒ µ{x ∈ X : f(x) 6= 0} = 0

on pose A = {x ∈ X : f(x) 6= 0}, alors Ac = {x ∈ X : f(x) = 0}.
Par suite ∫

X

f dµ =

∫
X

f1X dµ

=

∫
X

f1A∪Ac dµ

=

∫
X

f(1A + 1Ac) dµ d’après (10)

=

∫
X

f1A dµ+

∫
X

f1Ac dµ d’après (18)

=

∫
A

f dµ+

∫
Ac
f dµ d’après (16)

=

∫
A

f dµ+

∫
Ac
f dµ d’après (16)

— D’après l’exercice 06, ∫
A

f dµ = 0

car µ(A) = 0.
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— si x ∈ Ac, alors f(x) = 0, par suite∫
Ac
f dµ =

∫
Ac

0 dµ = 0

Finalement ∫
X

f dµ = 0

(b) Maintenant, on montre l’implication inverse∫
X

f dµ = 0 ⇒ f = 0 p.p

On suppose que
∫
X
fdµ = 0. ∀n ≥ 1 on pose

An = {x ∈ X : f(x) ≥ 1

n
}

Alors An ∈ F pour tout n ≥ 1 car An = f−1
(
[ 1
n
,+∞]

)
et f est une fonction

mesurable. La suite (An)n≥1 est croissante et on a

+∞⋃
n=1

An = {x ∈ X : f(x) > 0} = {x ∈ X : f(x) 6= 0}

d’après (37)

µ(An) = µ({x ∈ X : f(x) ≥ 1

n
}) ≤ n

∫
X

f dµ = 0⇒ µ(An) = 0

Ainsi, d’après (34) du théorème de la continuité croissante, on en déduit que

µ{x ∈ X : f(x) 6= 0} = µ

(
+∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→+∞
µ(An) = lim

n→+∞
0 = 0

d’où
f = 0 p.p

3. On montre Si
∫
f dµ < +∞ alors f < +∞ presque partout.

Pour tout n ≥ 1,
{x ∈ X : f(x) = +∞} ⊂ {x ∈ X : f(x) ≥ n}

On suppose que
∫
f dµ < +∞, alors on applique l’inégalité de Tchebychev (37) avec

a = n > 0 pour obtenir

µ ({x ∈ X : f(x) = +∞}) ≤ µ ({x ∈ X : f(x) ≥ n}) ≤ 1

n

∫
f dµ→ 0

donc
µ ({x ∈ X : f(x) = +∞}) = 0

finalement, d’après (33)
f < +∞ p.p.
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4. On montre. Si f, g ∈M(X,R+) telles que f = g presque partout. Alors
∫
X

fdµ =

∫
X

gdµ

On suppose que f = g presque partout. Soit

A = {x ∈ X : f(x) 6= g(x)}

d’après (33)
µ(A) = 0

alors d’après l’exercice 06 on a∫
A

fdµ = 0 et
∫
A

gdµ = 0

alors d’après (16) ∫
X

f1Adµ = 0 et
∫
X

g1Adµ = 0

par suite, d’après 2. de l’exercice 05 on a

f1A = 0 p.p g1A = 0 p.p (38)

comme f = g p.p, alors
f1Ac = g1Ac (39)

on obtient ∫
X

f dµ =

∫
X

f1X dµ

=

∫
X

f1A∪Ac dµ

=

∫
X

f (1A + 1Ac) dµ d’après (10)

=

∫
X

f1A dµ+

∫
X

f1Ac dµ d’après (18)

=

∫
X

0 dµ+

∫
X

f1Ac dµ d’après (38)

=

∫
X

f1Ac dµ

=

∫
X

g1Ac dµ d’après (39)

=

∫
X

g1Adµ+

∫
X

g1Ac dµ d’après (38)

=

∫
X

g (1A + 1Ac) dµ

=

∫
X

g dµ
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Exercice 6 (Méthode graduelle, Application d’inégalité de Tchebychev)
Soit (X,F , µ) un espace mesuré, f ∈M+

X et A ∈ F .

1. Montrer que µ(A) = 0⇒
∫
A

fdµ = 0.

2. Montrer par un exemple que l’implication inverse n’est pas vérifiée.
3. Montrer que ∫

A

fdµ = 0.⇒ µ(A ∩ {x ∈ X : f(x) > 0}) = 0

et en particulier ∫
X

fdµ = 0.⇒ µ({x ∈ X : f(x) > 0}) = 0

Solution de l’exercice : 6 1. Soit f ∈M+
X , A ∈ F On montre

µ(A) = 0⇒
∫
A

f dµ = 0.

On suppose µ(A) = 0, A ∈ F , on utilise la méthode graduelle pour montrer que∫
A

f dµ = 0. (40)

(a) On montre (40) pour f = 1B, B ∈ F∫
A

fdµ =

∫
A

1Bdµ

=

∫
X

1B1Adµ d’après (16)

=

∫
X

1(A∩B)dµ d’après (9)

=µ(A ∩B) d’après (4)

comme (A ∩B) ⊂ A alors,

µ(A ∩B) ≤ µ(A) et µ(A) = 0

donc µ(A ∩B) = 0, par suite ∫
A

fdµ = 0

alors
∀B ∈ F , f = 1B ⇒

∫
A

fdµ = 0 (41)

(b) On montre (40) pour f ∈ E+X , alors d’après (1)

f =
n∑
i=1

αi1Bi avec
{

(αi)1≤i≤n ≥ 0, αi 6= αj, i 6= j
(Bi)1≤i≤n ∈ F , X = ∪ni=1Bi, Bi ∩Bj = ∅, i 6= j
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∫
A

fdµ =

∫
A

n∑
i=1

αi1Bidµ

=
n∑
i=1

αi

∫
A

1Bidµ

=
n∑
i=1

αi0 d’après (41)

=0

alors
∀f ∈ E+X ⇒

∫
A

f dµ = 0 (42)

(c) Maintenant, on montre (40) pour f ∈M+
X , alors d’après (15)

∃(sn)n≥1 ∈ E+X , (sn)n≥1 est croissante : lim
n→+∞

sn = f

donc ∫
A

fdµ =

∫
A

lim
n→+∞

sndµ

= lim
n→+∞

∫
A

sndµ TCM sur la suite (sn)n≥1

= lim
n→+∞

0 d’après (42)

=0

alors
∀f ∈M+

X ⇒
∫
A

f dµ = 0 (43)

2. On montre qu’il existe A ∈ F tel que µ(A) 6= 0 et
∫
A

f dµ = 0. On poseM+
X =M+

R ,

A = [0, 1], f = 1]2,4[ et µ = λ. On a λ(A) = λ([0, 1]) = 1− 0 = 1 et∫
A

f dµ =

∫
[0,1]

1]2,4[ dΛ

=

∫
X

1[0,1]∩]2,4[ dλ

=

∫
X

1∅ dλ

=

∫
X

0 dλ

=0

3. On montrer ∫
A

fdµ = 0⇒ µ(A ∩ {x ∈ X : f(x) > 0}) = 0

On suppose que
∫
A
fdµ = 0, on a

{x ∈ X : f(x) > 0} =
+∞⋃
n=1

{x ∈ X : f(x) >
1

n
}
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alors :

A ∩ {x ∈ X : f(x) > 0} =A ∩

(
+∞⋃
n=1

{x ∈ X : f(x) >
1

n
}

)

=
+∞⋃
n=1

(
A ∩ {x ∈ X : f(x) >

1

n
}
)

=
+∞⋃
n=1

(A ∩ An)

avec An = {x ∈ X : f(x) >
1

n
}, ∀n ≥ 1.

On remarque que la suite (An)n≥1 est une suite croissante alors la suite (A ∩An)n≥1 est
aussi une suite croissante, donc

µ(A ∩ {x ∈ X : f(x) > 0}) =µ

(
+∞⋃
n=1

(A ∩ An)

)
= lim

n→+∞
µ (A ∩ An) d’après (34)

On remarque aussi que ∀n ≥ 1

(A ∩ An) = {x ∈ X : (f1A)(x) >
1

n
}

On a
— f1A ∈M+

X comme produit de 2 fonctions mesurables.

—
1

n
> 0

Alors on appliquant l’inégalité de Tchebychev (37), on obtient

µ (A ∩ An) =µ{x ∈ X : (f1A)(x) >
1

n
}

≤n
∫
X

f1A dµ

≤n
∫
A

f dµ

≤n× 0

≤0.

alors µ (A ∩ An) = 0, finalement

µ(A ∩ {x ∈ X : f(x) > 0}) = lim
n→+∞

0 = 0
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Théorème convergence dominée

Théorème 5 Soit (X,F , µ) un espace mesuré. Soit (fn)n≥1 une suite de fonctions numé-
riques mesurables. On suppose que

1. fn→ f presque partout.
2. ∃g :X → [0,+∞[ intégrable telle que

| fn |≤ g presque partout.

Alors, f est intégrable et

‖ fn− f ‖1=
∫∫∫

X

|fn− f |dµ→ 0 quand n→ +∞ (44)

En particulier, on a ∫∫∫
X

f dµ =

∫∫∫
X

lim
n→+∞

fn dµ = lim
n→+∞

∫∫∫
X

fn dµ (45)

Exercice 7 (Théorème de Convergence dominée)
Calculer les limites suivantes

1. limn→+∞

∫ +∞

1

n2 + 1

n2x2
dx 2. limn→+∞

∫ 1

0

1√
x

sin(
1

nx
) dx

3. limn→+∞

∫ 1

0

(
1− x

n

)n
dx. 4. limn→+∞

∫ +∞

−∞
sin
(x
n

) n

x (1 + x2)
dx.

5. limn→+∞

∫ +∞

−∞
e1+cos2n(x)e−|x| dx. 6. limn→+∞

∫ +∞

0

arctan
(x
n

)
e−x dx.

Solution de l’exercice : 7 1. limn→+∞

∫ +∞

1

n2 + 1

n2x2
dx. On pose

fn(x) =
n2 + 1

n2x2
, ∀n ≥ 1, ∀x ∈ [1,+∞[

(a) On montre que (fn)n≥1 ∈M[1,+∞[ c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est une
suite de fonctions mesurables sur [1,+∞[.

On a ∀n ≥ 1, fn(x) =
n2 + 1

n2x2
est une fonction continue sur [1,+∞[, alors (fn)n≥1

est suite de fonctions mesurables sur [1,+∞[

(b) On montre que ∃g : [1,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

| fn |≤ g presque partout.

i. On montre la domination.
∀n ≥ 1, ∀x ∈ [1,+∞[

| fn(x) |= fn(x) =
n2 + 1

n2x2
≤n

2 + n2

n2x2
=

2n2

n2x2
=

2

x2
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alors

∀n ≥ 1, | fn(x) |≤ g(x) =
2

x2
, ∀x ∈ [1,+∞[ (p.p. x ∈ [1,+∞[)

ii. On montre que ∀x ∈ [1,+∞[, g(x) ≥ 0,.

on a ∀x ∈ [1,+∞[:
2

x2
≥ 0, alors

∀x ∈ [1,+∞[, g(x) ≥ 0

iii. On montre que g est intégrable, c-à-d
∫∫∫ +∞

1

| g(x) | dx < +∞.

∫ +∞

1

| g(x) | dx =

∫ +∞

1

g(x)dx

=

∫ +∞

1

2

x2
dx

=

[
−2

x

]+∞
1

=2 < +∞

Alors d’après (i), (ii), et (iii), on obtient

∃g(x) =
2

x2
: [1,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

| fn(x) |≤ g(x), ∀x ∈ [1,+∞[ (p.p.x ∈ [1,+∞[)

(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est
une suite de fonctions convergente.

lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

n2 + 1

n2x2
=

1

x2
, ∀x ∈ [1,+∞[ (p.p.x ∈ [1,+∞[)

Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence dominée sont
vérifiées, ainsi d’après (45)

lim
n→+∞

∫ +∞

1

n2 + 1

n2x2
dx =

∫ +∞

1

lim
n→+∞

n2 + 1

n2x2
dx

=

∫ +∞

1

1

x2
dx

=

[
−1

x

]+∞
1

=1

2. limn→+∞

∫ 1

0

1√
x

sin(
1

nx
) dx. On pose

fn(x) =
1√
x

sin(
1

nx
), ∀n ≥ 1, ∀x ∈]0, 1]
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(a) On montre que (fn)n≥1 ∈ M]0,1] c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est une
suite de fonctions mesurables sur ]0, 1].

On a ∀n ≥ 1, fn(x) =
1√
x

sin(
1

nx
) est une fonction continue sur ]0, 1] (comme

produit de 2 fonctions continues), alors (fn)n≥1 est suite de fonctions mesurables
sur ]0, 1]

(b) On montre que ∃g :]0,1]→ [0,+∞[ intégrable telle que

| fn |≤ g presque partout.

i. On montre la domination.
∀n ≥ 1, ∀x ∈]0, 1]

|fn(x)| =
∣∣∣∣ 1√
x

sin(
1

nx
)

∣∣∣∣ ≤ 1√
x

alors
∀n ≥ 1, |fn(x)| ≤ g(x) =

1√
x
, ∀x ∈]0, 1] (p.p. x ∈]0, 1])

ii. On montre que ∀x ∈]0,1], g(x) ≥ 0,.

on a ∀x ∈]0, 1] :
1√
x
≥ 0, alors

∀x ∈]0, 1], g(x) ≥ 0

iii. On montre que g est intégrable, c-à-d
∫∫∫ 1

0

| g(x) | dx < +∞.

∫ 1

0

|g(x)|dx =

∫ 1

0

g(x)dx

=

∫ 1

0

1√
x
dx

=
[
2
√
x
]1
0

=2 < +∞

Alors d’après (i), (ii), et (iii), on obtient

∃g(x) =
1√
x

:]0, 1]→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn(x)| ≤ g(x), ∀x ∈]0, 1] (p.p.x ∈]0, 1])

(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est
une suite de fonctions convergente.

lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

1√
x

sin(
1

nx
) =

1√
x

sin(0) = 0, ∀x ∈]0, 1] (p.p.x ∈]0, 1])
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Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence dominée sont
vérifiées, ainsi d’après (45)

lim
n→+∞

∫ 1

0

1√
x

sin(
1

nx
) dx =

∫ 1

0

lim
n→+∞

1√
x

sin(
1

nx
) dx

=

∫ 1

0

0 dx

=0

3. limn→+∞

∫ 1

0

(
1− x

n

)n
dx. On pose

fn(x) =
(

1− x

n

)n
, ∀n ≥ 1, ∀x ∈ [0, 1]

(a) On montre que (fn)n≥1 ∈ M[0,1] c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est une
suite de fonctions mesurables sur [0, 1].
On a ∀n ≥ 1, fn(x) =

(
1− x

n

)n
est une fonction continue sur [0, 1] (comme puis-

sance d’une fonction continue), alors (fn)n≥1 est suite de fonction mesurable sur
[0, 1]

(b) On montre que ∃g : [0,1]→ [0,+∞[ intégrable telle que

| fn |≤ g presque partout.

i. On montre la domination.
∀n ≥ 1, ∀x ∈ [0, 1]

|fn(x)| =
∣∣∣(1− x

n

)n∣∣∣ =
(

1− x

n

)n
≤ 1

alors
∀n ≥ 1, |fn(x)| ≤ g(x) = 1, ∀x ∈ [0, 1] (p.p. x ∈ [0, 1])

ii. On montre que ∀x ∈ [0,1], g(x) ≥ 0,.
on a

∀x ∈ [0, 1], g(x) = 1 > 0

iii. On montre que g est intégrable, c-à-d
∫∫∫ 1

0

| g(x) | dx < +∞.

∫ 1

0

|g(x)|dx =

∫ 1

0

g(x)dx

=

∫ 1

0

1dx

= [x]10
=1 < +∞

Alors d’après (i), (ii), et (iii), on obtient
∃g(x) = 1 : [0, 1]→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn(x)| ≤ g(x), ∀x ∈ [0, 1] (p.p.x ∈ [0, 1])
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(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est
une suite de fonctions convergente.

lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

(
1− x

n

)n
= e−x, ∀x ∈]0, 1] (p.p.x ∈]0, 1])

Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence dominée sont
vérifiées, ainsi d’après (45)

lim
n→+∞

∫ 1

0

(
1− x

n

)n
dx =

∫ 1

0

lim
n→+∞

(
1− x

n

)n
dx

=

∫ 1

0

e−x dx

=
[
−e−x

]1
0

=
e− 1

e

4. limn→+∞

∫ +∞

−∞
sin
(x
n

) n

x (1 + x2)
dx.. On pose

fn(x) = sin
(x
n

) n

x (1 + x2)
, ∀n ≥ 1, ∀x ∈]−∞, 0[∪]0,+∞[

(a) On montre que (fn)n≥1 ∈M]−∞,+∞[ c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est une
suite de fonctions mesurables sur ]−∞,+∞[.
On a ∀n ≥ 1, fn(x) = sin

(x
n

) n

x (1 + x2)
est une produit de 2 fonctions mesurables

(car x→ sin
(x
n

)
est continue, et x→ n

x (1 + x2)
est aussi continue ), alors (fn)n≥1

est suite de fonction mesurable sur ]−∞,+∞[

(b) On montre que ∃g :]−∞,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

| fn |≤ g presque partout.

i. On montre la domination.
∀n ≥ 1, presque partout x ∈]−∞,+∞[

|fn(x)| =
∣∣∣∣sin(xn) n

x (1 + x2)

∣∣∣∣
=
∣∣∣sin(x

n

)∣∣∣ ∣∣∣∣ n

x (1 + x2)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣x
n

∣∣∣ ∣∣∣∣ n

x (1 + x2)

∣∣∣∣ =
1

(1 + x2)

alors
∀n ≥ 1, |fn(x)| ≤ g(x) =

1

(1 + x2)
, p.p. x ∈]−∞,+∞[

ii. On montre que ∀x ∈ [0,1], g(x) ≥ 0,.

on a ∀x ∈]−∞,+∞[:
1

(1 + x2)
≥ 0, alors

∀x ∈]−∞,+∞[, g(x) ≥ 0
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iii. On montre que g est intégrable, c-à-d
∫∫∫ +∞

−∞
| g(x) | dx < +∞.

∫ +∞

−∞
|g(x)|dx =

∫ +∞

−∞
g(x)dx

=

∫ +∞

−∞

1

(1 + x2)
dx

= [arctanx]+∞−∞

=
π

2
−
(
−π

2

)
=π < +∞

Alors d’après (i), (ii), et (iii), on obtient
∃g(x) = 1 :]−∞,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn(x)| ≤ g(x), p.p.x ∈]−∞,+∞[

(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est
une suite de fonctions convergente.
On a

lim
x→0

sinx

x
= 1⇒ lim

n→+∞

sin x
n

x
n

= 1

lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

sin
(x
n

) n

x (1 + x2)

= lim
n→+∞

sin x
n

x
n

1

(1 + x2)

=
1

(1 + x2)

par suite

lim
n→+∞

fn(x) =
1

(1 + x2)
, ∀x ∈]−∞,+∞[ (p.p.x ∈]−∞,+∞[)

Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence dominée sont
vérifiées, ainsi d’après (45)

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
sin
(x
n

) n

x (1 + x2)
dx =

∫ +∞

−∞
lim

n→+∞
sin
(x
n

) n

x (1 + x2)
dx

=

∫ +∞

−∞

1

(1 + x2)
dx

= [arctanx]+∞−∞
=π

5. limn→+∞

∫ +∞

−∞
e1+cos2n(x)e−|x| dx.. On pose

fn(x) = e1+cos2n(x)e−|x|, ∀n ≥ 0, ∀x ∈]−∞,+∞[
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(a) On montre que (fn)n≥0 ∈M]−∞,+∞[ c’est à dire on montre que (fn)n≥0 est une
suite de fonctions mesurables sur ]−∞,+∞[.
— On a ∀n ≥ 0, fn(x) = e1+cos2n(x)e−|x| est une produit de 2 fonctions mesurables

(car x→ e1+cos2n(x) est continue, et e−|x| est aussi continue ), alors (fn)n≥0 est
suite de fonction mesurable sur ]−∞,+∞[

(b) On montre que ∃g :]−∞,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn| ≤ g presque partout.

i. On montre la domination.
∀n ≥ 0, presque partout x ∈]−∞,+∞[ puisque

∀n ≥ 0, ∀x ∈]−∞,+∞[: cos2n(x) ≤ 1

|fn(x)| =
∣∣∣e1+cos2n(x)e−|x|

∣∣∣
=e1+cos2n(x)e−|x|

≤e1+1e−|x|

≤e2−|x|

alors

∀n ≥ 0, |fn(x)| ≤ g(x) = e2−|x|, ∀x ∈]−∞,+∞[ (p.p. x ∈]−∞,+∞[)

ii. On montre que ∀x ∈ [0,1], g(x) ≥ 0,.
on a ∀x ∈]−∞,+∞[: e2−|x| ≥ 0, alors

∀x ∈]−∞,+∞[, g(x) ≥ 0

iii. On montre que g est intégrable, c-à-d
∫∫∫ +∞

−∞
|g(x)|dx < +∞.

∫ +∞

−∞
|g(x)|dx =

∫ +∞

−∞
g(x)dx

=

∫ +∞

−∞
e2−|x|dx

=

∫ 0

−∞
e2+xdx+

∫ +∞

0

e2−xdx

=
[
e2+x

]0
−∞ +

[
e2−x

]+∞
0

=2e2 < +∞

Alors d’après (i), (ii), et (iii), on obtient
∃g(x) = 1 :]−∞,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn(x)| ≤ g(x), ∀x ∈]−∞,+∞[ (p.p. x ∈]−∞,+∞[)
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(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est
une suite de fonctions convergente.
On a

lim
n→+∞

cos2n(x) =

{
1 si x ∈ A = {πk : k ∈ Z}
0 si x ∈ R/A

(46)

avec λ(A) = 0 puisque A est dénombrable. Alors d’après (33) et (46) on obtient

lim
n→+∞

cos2n(x) = 0 p.p. x ∈]−∞,+∞[

par suite
lim

n→+∞
fn(x) = e1−|x| p.p.x ∈]−∞,+∞[

Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence dominée sont
vérifiées, ainsi d’après (45)

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
e1+cos2n(x)e−|x| dx =

∫ +∞

−∞
lim

n→+∞
e1+cos2n(x)e−|x| dx

=

∫ +∞

−∞
e1−|x| dx

=2e

6.
∫ +∞
0

arctan
(x
n

)
e−x dx. On pose

fn(x) = arctan
(x
n

)
e−x, ∀n ≥ 1, ∀x ∈ [0,+∞[

(a) On montre que (fn)n≥1 ∈M[0,+∞[ c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est une
suite de fonctions mesurables sur [0,+∞[.

— On a ∀n ≥ 1, fn(x) = arctan
(x
n

)
e−x est une produit de 2 fonctions mesurables

(car x→ arctan
(x
n

)
est continue, et e−x est aussi continue ), alors (fn)n≥1 est

suite de fonction mesurable sur [0,+∞[

(b) On montre que ∃g : [0,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn| ≤ g presque partout.

i. On montre la domination.
∀n ≥ 1, ∀x ∈ [0,+∞[

|fn(x)| =
∣∣∣arctan

(x
n

)
e−x
∣∣∣

≤π
2
e−x

alors

∀n ≥ 0, |fn(x)| ≤ g(x) =
π

2
, ∀x ∈ [0,+∞[ (p.p. x ∈ [0,+∞[)
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ii. On montre que ∀x ∈ [0,+∞[, g(x) ≥ 0,.
on a ∀x ∈ [0,+∞[:

π

2
e−x ≥ 0, alors

∀x ∈ [0,+∞[, g(x) ≥ 0

iii. On montre que g est intégrable, c-à-d
∫∫∫ +∞

0

|g(x)|dx < +∞.

∫ +∞

0

|g(x)|dx =

∫ +∞

0

g(x)dx

=

∫ +∞

0

π

2
e−xdx

=
[
−π

2
e−x
]+∞
0

=
π

2
< +∞

Alors d’après (i), (ii), et (iii), on obtient
∃g(x) = 1 : [0,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn(x)| ≤ g(x), ∀x ∈ [0,+∞[ (p.p. x ∈][0,+∞[)

(c) On montre que limn→+∞ fn existe. c’est à dire on montre que (fn)n≥1 est
une suite de fonctions convergente.
on a

lim
n→+∞

fn(x) = arctan (0) e−x = 0 ∀x ∈ [0,+∞[)

Alors d’après (a), (b), (c), toute les hypothèses du théorème de convergence dominée sont
vérifiées, ainsi d’après (45)

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
arctan

(x
n

)
e−x dx =

∫ +∞

−∞
lim

n→+∞
arctan

(x
n

)
e−x dx

=

∫ +∞

−∞
0 dx

=0

Exercice 8 (Théorème de Convergence dominée)
Pour n ≥ 1 et x ∈ [0, 1] , on pose

fn(x) = nx(1− x)n.

1. Démontrer que, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ≥ 1, on a |fn(x)| ≤ 1.
2. En déduire

lim
n→+∞

∫ 1

0

nx(1− x)n dx.
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Solution de l’exercice : 8 ∀n ≥ 1 et ∀x ∈ [0, 1], on pose

fn(x) = nx(1− x)n.

1. Remarquons d’abord que pour tout n ≥ 1 et tout x ∈ [0, 1], on a fn(x) ≥ 0. Pour
déterminer le maximum de fn sur [0, 1], on dérive cette fonction :

f ′n(x) = n(1− x)n − n2x(1− x)n−1 = n(1− x)n−1
(
1− (n+ 1)x

)
.

La dérivée s’annule en xn = 1/(n+ 1) et donc, pour tout x ∈ [0, 1], on a

0 ≤ fn(x) ≤ fn(xn) =
n

n+ 1

(
1− 1

n+ 1

)n
=

(
n

n+ 1

)n+1

≤ 1. (47)

2. — On remarque que ∀n ≥ 1, fn(x) = nx(1− x)n est une produit de 2 fonctions mesu-
rables (car x→ nx est continue, et x→ (1− x)n est aussi continue ), alors (fn)n≥1
est suite de fonction mesurable sur [0, 1]

— D’après l’équation (47), il existe une fonction g telle que

∀n ≥ 1, |fn(x)| ≤ g(x) = 1, ∀x ∈ [0, 1] (p.p. x ∈ [0, 1])

de plus la fonction g est positive et intégrale sur [0, 1], en effet :
— ∀x ∈ [0, 1] : g(x) = 1 > 0

— ∫ 1

0

|g(x)|dx =

∫ 1

0

1dx = 1 < +∞

alors ∃g(x) = 1 : [0,+∞[→ [0,+∞[ intégrable telle que

|fn(x)| ≤ g(x), ∀x ∈ [0, 1] (p.p. x ∈ ([0, 1]) (48)

— il reste a montrer que limn→+∞ fn existe. On a :

lim
n→+∞

nx(1− x)n = 0 ∀x ∈ [0, 1]

puisque
lim

n→+∞

un+1

un
= L < 1⇒ lim

n→+∞
un = 0

Alors, toute les hypothèses du théorème de convergence dominée sont vérifiées, ainsi
d’après (45)

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
nx(1− x)n dx =

∫ +∞

−∞
lim

n→+∞
nx(1− x)n dx

=

∫ +∞

−∞
0 dx

=0
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Théorème d’interversion de
∫

et
∑

. (Application du TCM)

Théorème 6 Soit (X,F , µ) un espace mesuré. Soit (fn)n≥1 ∈M+
X , alors d’après le théorème

de convergence monotone on a :∫∫∫
X

+∞∑∑∑
n=1

fn(x) dµ =

+∞∑∑∑
n=1

∫∫∫
X

fn(x) dµ (49)

Théorème d’interversion de
∫

et
∑

. (Application du TCD)

Théorème 7 Soit (X,F , µ) un espace mesuré. Soit (fn)n≥1 ∈MX , si

+∞∑∑∑
n=1

∫∫∫
X

|fn(x)| dµ < +∞

alors les fonctions,

fn,

+∞∑∑∑
n=1

|fn| et
+∞∑∑∑
n=1

fn sont intégrables

et ∫∫∫
X

+∞∑∑∑
n=1

fn(x) dx =

+∞∑∑∑
n=1

∫∫∫
X

fn(x) dx (50)

Théorème d’interversion de
∫

et
∑

. (Application du TCD)

Théorème 8 Soit (X,F , µ) un espace mesuré. Soit (fn)n≥1 ∈MX , intégrable. Si
1. la série de fonctions

+∞∑∑∑
n=1

fn converge presque partout

2. ∃g :X → [0,+∞[ intégrable telle que∣∣∣∣∣
n∑∑∑

k=1

fk

∣∣∣∣∣ ≤ g presque partout.

Alors,
+∞∑∑∑
k=1

fk est intégrable

et ∫∫∫
X

+∞∑∑∑
n=1

fn(x) dx =

+∞∑∑∑
n=1

∫∫∫
X

fn(x) dx (51)
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Exercice 9 (Intégrale d’une série de fonctions)

1. Démontrer que
+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x)dx =

∫ 1

0

dx

1 + x
.

2. En déduire que
+∞∑
k=1

(−1)k+1

k
= ln 2.

Solution de l’exercice : 9 1. On montre

+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x)dx =

∫ 1

0

dx

1 + x
.

(a) 1re méthode : Théorème 6.
On pose

∀n ≥ 0 : fn(x) = x2n(1− x)

On montre que (fn)n≥1 ∈M+
]0,1[.

— On a ∀n ≥ 0 : fn(x) = x2n(1− x) est le produit de deux fonctions mesurables,
car x→ x2n est une fonction continue sur ]0, 1[ et x→ (1−x) est aussi continue
sur ]0, 1[, donc (fn)n≥1 est une suite de fonctions mesurables sur ]0, 1[.

— On a ∀n ≥ 0, ∀x ∈]0, 1[

fn(x) = x2n(1− x) ≥ 0

donc (fn)n≥1 ∈M]0,1[+.
Alors d’après le théorème 6 et (49) on a

+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x)dx =

∫ 1

0

+∞∑
n=0

x2n(1− x)dx

=

∫ 1

0

(1− x)
+∞∑
n=0

x2ndx

=

∫ 1

0

(1− x) lim
n→+∞

n∑
k=0

x2kdx

=

∫ 1

0

(1− x) lim
n→+∞

1− x2(k+1

1− x2
dx

=

∫ 1

0

(1− x)

1− x2
dx

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

(b) 2me méthode : Théorème 7.

— D’après la 1re méthode, (fn)n≥1 ∈M]0,1[
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— Il reste à montrer que

+∞∑∑∑
n=0

∫∫∫
X

|fn(x)| dµ < +∞

On a
+∞∑
n=0

∫ 1

0

|x2n(1− x)| dx =
+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x) dx

=
+∞∑
n=0

∫ 1

0

(
x2n − x2n+1

)
dx

=
+∞∑
n=0

(
1

2n+ 1

[
x2n+1

]1
0
− 1

2n+ 2

[
x2n+2

]1
0

)

=
+∞∑
n=0

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)

On remarque que

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
=

1

4n2 + 6n+ 2
≤ 1

4n2

On a la série de terme général
1

4n2
est convergent, alors d’après le critère de

comparaison, la série de terme général
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
est aussi convergent,

donc par suite
+∞∑
n=0

∫ 1

0

|x2n(1− x)| dx < +∞

Finalement d’après le théorème 7 et (50) on a

+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x)dx =
+∞∑
n=1

∫ 1

0

x2n(1− x) dx

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

(c) 3me méthode : Théorème 8.

— On d’après la 1re méthode, (fn)n≥1 ∈M]0,1[.
— On montre que (fn)n≥1 est intégrables. On a ∀n ≥ 1∫ 1

0

|fn(x)| dx =

∫ 1

0

|x2n(1− x)| dx

=
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

<+∞

donc (fn)n≥1 est intégrable.
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— On montre que
+∞∑∑∑
k=0

fk converge presque partout

On a

+∞∑
n=0

fn(x) = lim
n→+∞

n∑
k=1

fk(x)

= lim
n→+∞

n∑
k=0

x2k(1− x)

=
1

1 + x

donc
+∞∑
n=0

fn =
1

1 + x
∀x ∈]0, 1[ (p.p. x ∈]0, 1[)

— il reste à montrer que : ∃g :]0,1[→ [0,+∞[ intégrable telle que∣∣∣∣∣
n∑∑∑

k=0

fk

∣∣∣∣∣ ≤ g presque partout.

On a ∣∣∣∣∣
n∑
k=0

fk(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

x2k(1− x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1− x2(k+1)

1 + x

∣∣∣∣
=

1− x2(k+1)

1 + x

≤ 1

1 + x

On pose g(x) =
1

1 + x
, ∀x ∈]0, 1[, on remarque que x ∈]0, 1[: g(x) ≥ 0 de plus

g est intégrable sur ]0, 1[ car∫ 1

0

|g(x)| dx =

∫ 1

0

g(x) dx =

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx =

= ln 2

Par suite ∃g :]0, 1[→ [0,+∞[ intégrable telle que∣∣∣∣∣
n∑
k=0

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ g(x) =
1

1 + x
,∀x ∈]0, 1[ (p.p. x ∈]0, 1[)
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Finalement d’après le théorème 8 et (51) on a

+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x)dx =
+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x) dx

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

2. on a

+∞∑
k=1

(−1)k+1

k
=

+∞∑
k=1

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

5
− 1

6

)
+ ......

=
+∞∑
n=0

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)

=
+∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n(1− x)dx

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx

= ln 2

Lemme de Fatou

Lemme 1 Soit (X,F , µ) un espace mesuré. Soit (fn)n≥1 ∈M+
X ,alors

lim inf
n→+∞

fn est mesurable positive

et ∫∫∫
X

lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫∫∫
X

fndµ (52)

Exercice 10 Montrer que

lim
n→+∞

∫ +∞

0

(
1 +

x

n

)n
e−x dx = +∞.

Solution de l’exercice : 10 On pose ∀n ≥ 1,∀x ∈ [0,+∞[, fn(x) =
(

1 +
x

n

)n
e−x La

suite de fonction (fn)n≥1 est une fonction mesurable et positive sur [0,+∞[ (car continue
sur [0,+∞[), de plus

lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
e−x = exe−x = 1

donc
lim inf
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

fn(x) = 1
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alors d’après le lemme de Fatou (lemme 1) et (52) on a :

+∞ =

∫ +∞

0

1 dx =

∫ +∞

0

lim inf
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
e−x dx ≤ lim inf

n→+∞

∫ +∞

0

(
1 +

x

n

)n
e−x dx

d’où

lim inf
n→+∞

∫ +∞

0

(
1 +

x

n

)n
e−x dx = +∞

et donc

lim
n→+∞

∫ +∞

0

(
1 +

x

n

)n
e−x dx = +∞
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