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Solution de TD 03

Exercice 1 Soit At =
1

t

∫ t

0

lnSsds et dSt = St(rdt+ σdBt) où r et σ sont des constantes.

1. Montrer que lnSs = lnSt + (r − σ2

2
)(s− t) + σ(Bs −Bt) pour s ≥ t.

2. Montrer que At est une variable gaussienne.

3. Soit G(t, T ) =
1

T

∫ T

t

(Bs −Bt)ds. Montrer que

AT =
t

T
At + (1− t

T
)

(
lnSt +

1

2
(r − σ2

2
)(T − t)

)
+ σG(t, T )

4. Montrer que G(t, T ) est une variable gaussienne indépendante de Ft, dont on calculera
l’espérance conditionnelle et la variance conditionnelle (par rapport à Ft).

5. En déduire que AT = Zt + U où Zt est Ft mesurable et U une variable gaussienne
indépendante de Ft. Montrer que α(t)eZt = E(eAT | Ft),où l’on précisera la valeur de α.

Solution de l’exercice : 1 Soit

At =
1

t

∫ t

0

lnSsds (1)

et
dSt = St(rdt+ σdBt) (2)

où r et σ sont des constantes.
1. La solution explicite de l’EDS (2) est donnée par

St = S0 exp

(
(r − σ2

2
)t+ σBt

)
(3)

alors, d’après (3) on a :

lnSt = lnS0 + (r − σ2

2
)t+ σBt

et par suite :

lnSs = lnSt + (r − σ2

2
)(s− t) + σ(Bs −Bt), s ≥ t (4)

2. Le processus lnSt est un processus gaussien, d’où At est une variable gaussienne.
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3. D’après l’équation (1) on a

AT =
1

T

∫ T

0

lnSsds

=
1

T

(∫ t

0

lnSsds+

∫ T

t

lnSsds

)
=
1

T

(
tAt +

∫ T

t

lnSt + (r − σ2

2
)(s− t) + σ(Bs −Bt)ds

)
=
1

T

(
tAt + lnSt(T − t) +

1

2
(r − σ2

2
)(T 2 − t2)− (r − σ2

2
)t(T − t) + σ

∫ T

t

(Bs −Bt)ds

)
=
t

T
At + (1− t

T
)

(
lnSt +

1

2
(r − σ2

2
)(T − t)

)
+ σG(t, T )

puisque G(t, T ) =
1

T

∫ T

t

(Bs −Bt)ds

4. Soit G(t, T ) =
1

T

∫ T

t

(Bs − Bt)ds. Le processus s → Bs − Bt est gaussien, d’où G(t, T )

est une variable gaussienne. Le processus (Bs − Bt, s ≥ t) est indépendant de Ft donc
G(t, T ) aussi.
—

E(G(t, T ) | Ft) =E(
1

T

∫ T

t

(Bs −Bt)ds | Ft)

=
1

T

∫ T

t

E(Bs −Bt | Ft)ds

=
1

T

∫ T

t

E(Bs −Bt)ds

=0

—

V ar(G(t, T ) | Ft) =E(G2(t, T ) | Ft)
=E(G2(t, T ))

=
1

T 2

∫ T

t

∫ T

t

E ((Bs −Bt)(Bu −Bt)) dsdu.

On a :
E ((Bs −Bt)(Bu −Bt)) = s ∧ u− t

alors,

V ar(G(t, T )) =
3

2T 2

(
1

3
T 3 − 1

3
t3 + tT (t− T )

)

Exercice 2 Soit VT =
1

h

∫ T

T−h
Sudu où h est un nombre réel donné tel que 0 < h < T et
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dSt = St(bdt+ σdBt) où b et σ sont des constantes. Soit X le processus défini par

e−rtXt = E
[
e−rTVT | Ft

]
.

1. Quelle est la valeur de XT ?
2. Exprimer Xt en fonction de St pour t ≤ T − h.
3. Exprimer Xt en fonction de St pour T − h ≤ t ≤ T et de (Su, T − h ≤ u ≤ t)

4. Montrer que dXt = Xtrdt+ σStγtdBt avec γt = 1t<T−h
1− e−rh

rh
+ 1T−h<t<T

1− e−r(T−t)

rh

Solution de l’exercice : 2 1. On a

VT =
1

h

∫ T

T−h
Sudu, 0 < h < T

et
e−rtXt = E

[
e−rTVT | Ft

]
.

alors

e−rTXT = E
[
e−rTVT | FT

]
⇒ e−rTXT = e−rTVT

puisque VT est FT mesurable, donc XT = VT

2. Pour t ≤ T − h, on a

e−rtXt =E
[
e−rTVT | Ft

]
=E

[
e−rT

1

h

∫ T

T−h
Sudu | Ft

]
=e−rT

1

h

∫ T

T−h
E [Su | Ft] du

=e−rT
1

h

∫ T

T−h
eruE

[
e−ruSu | Ft

]
du

=e−rT
1

h

∫ T

T−h
eruE

[
S̃u | Ft

]
du

=e−rT
1

h

∫ T

T−h
eruS̃tdu

=e−rT
1

h
S̃t

[
1

r
eru
]T
T−h

=e−rT
1

rh
S̃t(e

rT − er(T−h))

donc, pour t ≤ T − h, on a

Xt = St
1− e−rh

rh
(5)
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3. Pour T − h ≤ t ≤ T On a

e−rtXt =e
−rT 1

h

∫ T

T−h
E [Su | Ft] du

=e−rT
1

h

∫ t

T−h
E [Su | Ft] du+ e−rT

1

h

∫ T

t

E [Su | Ft] du

=e−rT
1

h

∫ t

T−h
Sudu+ e−rT

1

rh
S̃t(e

rT − ert)

=
e−rT

h

∫ t

T−h
Sudu+ e−rtSt

1− e−r(T−t)

rh

donc, pour T − h ≤ t ≤ T

Xt =
e−r(T−t)

h

∫ t

T−h
Sudu+ St

1− e−r(T−t)

rh
(6)

4. — On sait que dS̃t = σS̃tdBt, alors d’après (5) pour t ≤ T − h, on a

e−rtXt = S̃t
1− e−rh

rh

⇒ d (e−rtXt) = d

(
S̃t
1− e−rh

rh

)
⇒ e−rtdXt = re−rtXtdt+ σS̃t

1− e−rh

rh
dBt

⇒ dXt = rXtdt+ σSt
1− e−rh

rh
dBt

et donc

dXt = rXtdt+ σSt
1− e−rh

rh
dBt, t ≤ T − h (7)

— On sait que dS̃t = σS̃tdBt, alors d’après (6) pour T − h ≤ t ≤ T , on a

e−rtXt =
e−rT

h

∫ t
T−h Sudu+ S̃t

1− e−r(T−t)

rh

⇒ d (e−rtXt) = d

(
e−rT

h

∫ t
T−h Sudu+ S̃t

1− e−r(T−t)

rh

)
⇒ e−rtdXt = re−rtXtdt+ d

(
e−rT

h

∫ t
T−h Sudu

)
+ d

(
S̃t
1− e−r(T−t)

rh

)
⇒ e−rtdXt = re−rtXtdt+

e−rT

h
Stdt+ dS̃t

1− e−r(T−t)

rh
+ S̃td

(
1− e−r(T−t)

rh

)
⇒ e−rtdXt = re−rtXtdt+

e−rT

h
Stdt+ σS̃t

1− e−r(T−t)

rh
dBt + S̃t

−re−r(T−t)

rh
dt

⇒ e−rtdXt = re−rtXtdt+
e−rT

h
Stdt+ σS̃t

1− e−r(T−t)

rh
dBt −

e−rT

h
Stdt

⇒ dXt = rXtdt+ σSt
1− e−r(T−t)

rh
dBt

et donc

dXt = rXtdt+ σSt
1− e−r(T−t)

rh
dBt, T − h ≤ t ≤ T (8)
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alors, d’après (7) et (8) on a

dXt = rXtdt+ σSt

(
1t<T−h

1− e−rh

rh
+ 1T−h<t<T

1− e−r(T−t)

rh

)
dBt

Exercice 3 Soit δ une fonction borélienne bornée et

dSt = St((r − δ(t))dt+ σdWt), S0 = x.

1. Montrer que e−rtSt +
∫ t

0

δ(s)e−rsSsds est une martingale locale.

2. Écrire explicitement la solution S en fonction de S0, r, δ, σ et W .
3. Calculer espérance et variance de S.
4. Calculer avec le minimum de calculs (on peut utiliser des résultats connus), E((ST−K)+ |
Ft) dans le cas δ constant.

Solution de l’exercice : 3 1. On pose Zt = e−rtSt +

∫ t

0

δ(s)e−rsSsds, On a alors

dZt =d

(
e−rtSt +

∫ t

0

δ(s)e−rsSsds

)
=d
(
e−rtSt

)
+ d

(∫ t

0

δ(s)e−rsSsds

)
=− re−rtStdt+ e−rtdSt + δ(t)e−rtStdt

=− re−rtStdt+ e−rt [St((r − δ(t))dt+ σdWt)] + δ(t)e−rtStdt

=− re−rtStdt+ re−rtStdt− δ(t)e−rtStdt+ σe−rtStdWt + δ(t)e−rtStdt

=σe−rtStdWt

Donc le processus Z est une martingale locale.
2. On a

dSt = St((r − δ(t))dt+ σdWt), S0 = x.

pose Yt = lnSt, on applique la formule d’Itô sur f(x) = ln x On a :

Yt = lnSt = lnS0 +

∫ t

0

dSs
Ss
− 1

2

∫ t

0

− 1

S2
s

σ2S2
sds

= lnS0 +

∫ t

0

((r − δ(s))ds+ σdWs) +
1

2

∫ t

0

σ2ds

= lnS0 −
∫ t

0

δ(s)ds+

∫ t

0

(r − σ2

2
)ds+

∫ t

0

σdWs

= lnS0 −
∫ t

0

δ(s)ds+ (r −−σ
2

2
)t+ σWt

alors

St = x exp

(
rt−

∫ t

0

δ(s)ds

)
exp

(
σWt −

σ2

2
t

)
(9)

page 5



Calcul stochastique appliqué à la finance 2022/2023

3. — On sait que Xt = exp

(
σWt −

σ2

2
t

)
est une martingale, alors

E(Xt) = E(X0) = 1

, donc

E(St) =E

(
x exp

(
rt−

∫ t

0

δ(s)ds

)
exp

(
σWt −

σ2

2
t

))
=x exp

(
rt−

∫ t

0

δ(s)ds

)
E

(
exp

(
σWt −

σ2

2
t

))
=x exp

(
rt−

∫ t

0

δ(s)ds

)
.

— on a : V ar(St) = E(S2
t )− E(S2

t ), d’après (9) on a

S2
t =x

2 exp

(
2rt− 2

∫ t

0

δ(s)ds

)
exp

(
2σWt − σ2t

)
=x2 exp

(
2rt− 2

∫ t

0

δ(s)ds+ σ2t

)
exp

(
2σWt −

(2σ)2

2
t

)

comme Xt = exp

(
2σWt −

(2σ)2

2
t

)
est une martingale, alors

E(Xt) = E(X0) = 1

, donc

E(S2
t ) = x2 exp

(
2rt− 2

∫ t

0

δ(s)ds+ σ2t

)
et par suite

V ar(St) =E(S2
t )− E(S2

t )

=x2 exp

(
2rt− 2

∫ t

0

δ(s)ds+ σ2t

)
−
(
x exp

(
rt−

∫ t

0

δ(s)ds

))2

=x2 exp

(
2rt− 2

∫ t

0

δ(s)ds+ σ2t

)
− x2 exp

(
2rt− 2

∫ t

0

δ(s)ds

)
=x2 exp

(
2rt− 2

∫ t

0

δ(s)ds

)
(exp(σ2t)− 1)

4. d’après le modèle de Black et Scholes, on sait que, si

dSt = St(µdt+ σdBt)

alors

Vt =E∗
(
e−r(T−t)(ST −K)+ | Ft

)
=StN (d1)−Ke−rθN (d2),
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avec

d1 =

log

(
St
K

)
+

(
r +

σ2

2

)
θ

σ
√
θ

et d2 = d1 − σ
√
θ et θ = T − t

donc on pose µ = r − δ

E ((ST −K)+ | Ft) = erθStN (d1)−KN (d2)

avec

d1 =

log

(
St
K

)
+

(
r +

σ2

2

)
θ

σ
√
θ

et d2 = d1 − σ
√
θ et θ = T − t

Exercice 4 1. Calculer E(e−at(St −K)+) quand

St = xebtexp(σWt −
σ2

2
t)

2. Écrire la formule obtenue quand a = b = r et quand a = r, b = r − δ.
3. Calculer

E(e−rt(St −K)+ | Fs) pour s < t

Solution de l’exercice : 4 On a :

St = xebtexp(σWt − σ2t)

1. On calcul E(e−at(St −K)+). On a :

E(e−at(St −K)+) =E(e−at(xebtexp(σWt −
σ2

2
t)−K)+)

=E((xe(b−a)texp(σWt −
σ2

2
)− e−atK)+)

On a Wt ∼ N(0, t), alors g =
Wt√
t
∼ N(0, 1), par suite Wt =

√
tg et donc

E
(
e−at(St −K)+

)
=E

(
(xe(b−a)texp(σ

√
tg − σ2

2
t)− e−atK)+

)
=

∫ +∞

−∞

(
xe(b−a)texp(σ

√
ty − σ2

2
t)− e−atK

)
+

e−
y2

2

√
2π
dy
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On a

xe(b−a)texp(σ
√
ty − σ2

2
t)− e−atK ≥ 0

⇒xebtexp(σ
√
tg − σ2

2
t) ≥ K

⇒exp(σ
√
ty − σ2

2
t) ≥ e−bt

K

x

⇒σ
√
ty − σ2

2
t ≥ ln

(
K

x

)
− bt

⇒y ≥
ln

(
K

x

)
+ (σ

2

2
− b)t

σ
√
t

⇒y ≥ −
ln
(x
k

)
+ (b− σ2

2
)t

σ
√
t

= −d2

alors

E
(
e−at(St −K)+

)
=

∫ +∞

−d2

(
xe(b−a)texp(σ

√
ty − σ2

2
t)− e−atK

)
e−

y2

2

√
2π
dy

=

∫ d2

−∞

(
xe(b−a)texp(−σ

√
ty − σ2

2
t)− e−atK

)
e−

y2

2

√
2π
dy

=

∫ d2

−∞
xe(b−a)texp(σ

√
ty − σ2

2
t)
e−

y2

2

√
2π
dy −

∫ d2

−∞
e−atK

e−
y2

2

√
2π
dy

=xe(b−a)t
∫ d2

−∞

e−
(y+σ

√
t)2

2

√
2π

dy − e−atK
∫ d2

−∞

e−
y2

2

√
2π
dy

=xe(b−a)t
∫ (d2+σ

√
t)

−∞

e−
y2

2

√
2π
dy − e−atK

∫ d2

−∞

e−
y2

2

√
2π
dy

alors
E
(
e−at(St −K)+

)
= xe(b−a)tN (d1)− e−atKN (d2) (10)

avec

d1 =
ln
(x
k

)
+ (b+ σ2

2
)t

σ
√
t

et d2 = d1 − σ
√
t (11)

2. D’après (10) et (11) on a :
— Pour a = b = r

E
(
e−rt(St −K)+

)
= xN (d1)− e−rtKN (d2)

avec

d1 =
ln
(x
k

)
+ (r + σ2

2
)t

σ
√
t

et d2 = d1 − σ
√
t
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— Pour a = r, b = r − δ Pour a = b = r

E
(
e−rt(St −K)+

)
= xe−δtN (d1)− e−rtKN (d2)

avec

d1 =
ln
(x
k

)
+ (r − δ + σ2

2
)t

σ
√
t

et d2 = d1 − σ
√
t

3. on remplace St par

Ss ×
St
Ss

= Ss exp(σ(Wt −Ws)− σ2(t− s))

on a Ss est Fs mesurable, et Wt −Ws est indépendante de Fs.
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