Modéles de régression linéaire et analyse de la variance 2020,/2021

Université Mostefa Ben Boulaid - Batna 2
Faculté de Mathématiques et d’Informatique
Département de Mathématiques
Master 1 Mathématiques Appliquées

Solution TD 01

Exercice 1 On veut prédire la hauteur H d’un arbre en fonction de son diamétre D. Pour faire une
régression linéaire, on effectue un changement de variable en posantY =InH et X =InD. Voici les
mesures faites sur 5 arbres.

X | -1.61|-1.20| -0.97 | -0.51 | -0.42
Y | 222 | 227 | 2.88 | 2.60 | 2.65

Donner le coefficient de corrélation linéaire empirique entre X et Y.

Donner l’équation de la droite de régression empirique de Y par rapport a X.
Tester la signification de cette régression au seuil 5%.

Donner la hauteur prévue d’un arbre de diamétre 0.7.

Donner un intervalle de confiance de niveau 95% pour la prédiction d’un arbre de diamétre 0.7.

ARSI I

Solution de ’exercice : 1 1. D’apres la définition 1.5 page 5, le coefficient de corrélation est

donné par :
Cov(X,Y
r=Corr(X,Y) = M
0.0y
Ona:n=
Cov(X,Y)=XY - XY =-Yio e | Y=oy | XY = =305 vy
n n, "
— = T ___
o =/ Var(X) VaT(X)ZXQ_X2 XQ:_Z?;Sx?
VA
— — 1 _
oy = \/Var(Y) Var(V) =Y? =Y" | V7 = =17y
— 1 _ 1
X ==Y = - [(—1.61) + (—=1.20) + (=0.97) + (—0.51) + (—0.42)] = —0.942
n
— 1 _ 1
Y ==y = : [2.22 + 2.27 + 2.38 4+ 2.60 + 2.65] = 2.424
n
n=>5
— 1
Y =— XY
n
=1
1
= £ [(=1.61 X 2.22) + (~1.20 x 2.27) + (~0.97 x 2.38) + (~0.51 x 2.60) + (~0.42 x 2.65)]
= —2.2091
— 1
— X2= =3 a2 = —[(—1.61)% + (—1.20)2 + (—0.97)2 4 (—0.51)% + (—0.42)%] = 1.0819
n

— 1
— V2= oYy = - (2227 42,27 42,38 4 2,607 4 2.65%) = 5.9036

¥ o HOTI&—\

— Var(X) = F — X7 = 1.0819 — 0.942% = 0.1945
— 0, = /Var(X) =10.1945 = 0.441
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— Var(Y)=Y2 - ?2 = 5.9056 — 2.4242 = 0.0298
— oy = /Var(Y) = v0.0298 = 0.1726
— Cov(X,Y) = XY ~ XY = —2.2001 — (—0.942)(2.424) = 0.0743

Alors, le coefficient de corrélation est :

COU(X Y) 0.0743
0,0y ©0.441 x 0.1726

= 0.9761

Donc la corrélation entre X et'Y est tres forte.

. D’apres la définition 1.2, page 2. On a :

by =7 — byT

hy = Tinaly D)z 7) _ Conlap)
D ie ( T)? Var(z)

est donc : . .
by =7 — byT = 2.424 — (0.382)(—0.942) = 2.7838
-~ Cov(z,y) 0.0743
by = = = (.382
7 Var(z) — 0.1945

Donc la droite de régression de Y en fonction de X est donnée par :

Y =2.7838 + 0.382X

. D’apres le test du caractére significatif du modele, citer dans la page 10, On utilise dans ce
exercice la premiére méthode, en utilisant une variable de Student.
En utilisant [’hypothése suivante :

(Ho) : 0o =0 contre (Hy):by #0

Alors, on sait que :
n:bl—i‘bgl‘i—FEi

et By — b
— 2 _
T = 5 St(n —2).
nVar(z)
Sous (Ho) cette hypotheése devient
)/i = b1 + €
et 3
N e N _
T = > St(n —2).
nVar(z)

Par définition de la loi de Student on sait que
[|T\<t" 2/2] =1—a.

Puisque on veut tester la signification de cette régression au seuil de 5%, alors a = 5%.

— la premiére étape, on calcule t’f:i , pour a = 5% et degré de liberté = ddl = n —2 =
5—2 = 3, en utilisant la table de la loi de Student, d’aprés le fichier pdf des tableauz
statistique page 2, On a :

page 2



Modéles de régression linéaire et analyse de la variance 2020,/2021

ddl/a | ........ 5%
3 : 3.1824
alors, pour o = 5% et n —2 =3 on a, t’f:fm = 3.1824
b
— la deuzieme étape, on calcule la valeur t = &2 de la variable aléatoire T sur les
nVar(x)
données (i, Y;)1<i<n, ON @ :
b
‘= 2
o
nVar(x)

D’abord, il faut calculer la valeur 6% (la valeur de la variable aléatoire ¥? :=estimateur de
la variable aléatoire o®). D’apres la proposition 1.8 page 7, on a :

n

Wim i DR = iy D

=1 =1

d’apres exercice 6 de la série de TDOI1, on a :

1
I Y, —Y;)? = Var(Y)(1—r?
n_2;( )' =5 Var(Y)(1 =)
Alors,
5
R SVar(Y)(1 = r?) = (0.0208)(1 — 0.9761%) = 0.0023
/”L R—
Alors, X
b 0.382 x /5 x 0.1945
. 2 _ X Vo X — 7.8645
o 0.0479
nVar(z)

On adopte alors la régle de décision suivante

— Si|t]< t?:i/Z alors on accepte (Ho) au risque o (il n’y a pas de lien linéaire entre
les deuz variables X et'Y, avec un risque de «)

— s |t > t?:iﬂ alors on rejette Uhypothese (Hy) et on accepte (H1) (il y a un lien
linéaire entre les deuz variables)

Puisque, |t| = 7.8645 > 3.1824 = t?:j/w on rejette hypotheése (Ho) : by = 0 et on accepte

Uhypothése (Hq) : by # 0 au seuil de 5%, et donc il y a un lien linéaire entre X et'Y au

seuil de 5%.

4. D’apres l’énoncé de l’exercice, le diametre est la vartable D avec X =1InD etY = InH avec H
est la hauteur de [’arbre. alors on pose :

D6 = 07, X6 = lnD6 = —0.3567
D’apres la définition 1.3, page 3. on a :
i = by + baw;

Alors, o

et puisque Y = InH, alors H = €Y. Donc
Hg = e¥s = 20475 = 14,1186
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5. D’apres la section 1.8.2 Prévision d’une valeur, page 13, lintervalle de confiance de niveau de
confiance 1 — « est donnée par :

]Cl—a(yn+1) - [Qn-‘rl - t?:i/Qa-enJru gn+1 + t?:§/2&6n+1:|

avec 1 ( _)2
~2 —52 (142 Tpy1 — X
Penss =7 ( R SN
comme . n
(z; —T)* =nVar(X)
=1
Donc
R R 1 (26 —7)? 1 (—0.3567 — (—0.942))?
2 6 (14+4-o+22—2 ) =0.0023(1+ = = 0.00357
Oec =7 ( 5 T S ar(x) T 5 % 0.1945

et, pour o = 5% et t?:fm = 3.1824

IChs(6) = [6 = 1172 B, o + 1572 6|
— [2.6475 —3.1824 x v0.00357, 2.6475 + 3.1824 x \/0.00357}
= [2.4573, 2.8376]

Finalement
[Cos0,(Hg) = [e**7,e*%70] = [11.6732,17.0747]

Exercice 2 On a mesuré pour 16 malades atteints de leucémie :
— x; le logarithme décimal du nombre de globules blancs le jour du diagnostic de la maladie,
— y; le nombre de semaines de survie aprés le diagnostic.

On suppose que chaque y; est une observation d’une loi N'(byx; + b1, 0?) et que les 16 mesures sont
imdépendantes. On donne les résultats suivants :

16

16 16 16 16
> w;=6463, > y;=1061, > af=266457, Y y}=113611, Y ;= 397226
=1 =1 =1

i=1 1=1
Estimer les parameétres by, by et 02
Calculer un intervalle de confiance pour le paramétre o, au seuil de 5%.
Calculer un intervalle de confiance pour le paramétre by, au seuil de 5%.

Déduire si la régression est significative ou bien non, au seuil de 5%.

Gt Lo v~

Tester la signification de cette régression au seuil 5%, en utilisant une variable de Fisher.

Solution de ’exercice : 2 On a :

— T < 61.63 — T < 1061
X=—S0 =22y Y =— ;= = 66.312
i Sl SOM.26 - 18 ek TO5T HOAT
XY = =30 my = 2250 — 24812662 | X2 = — 3010 22 = T2 — 16.6535
16 == " T g 16==1" ~ "6
Var(X) = X2 - X =0.3375 o, =/ Var(X) = 0.5809
— T TI3611 —
AT; Yty = 16 (006875 Var(Y) =Y2 =Y = 2703.3398
oy = +/Var(Y) = 51.9936 Cov(X,Y)=XY — X.Y = —19.5808
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1. D’apres la définition 1.2, page 2. On a :

i)l - ? - BQT
b — Yo (Yi —Y) (2 — T) _ Cov(x,y)
Z?:l (x; —T)? Var(x)

est donc : . .
by =7 — by = 66.3125 — (—58.0438) x 4.0393 = 300.7688
. C —19.5898
_ Cov(z,y) _ — —58.0438

7 Var(z) — 0.3375

Donc la droite de régression de Y en fonction de X est donnée par :

Y = 300.7688 — 58.0438X

D’apres la proposition 1.8 page 7, on a :

n

B = g

i=1 i=1

d’apres [’exercice 6 de la série de TD 01, on a :

= SV = T Var(v)(1 - )

n—24 -2
=1
Alors,
~9D n 2
= Var(Y)(1 —
6" = ar(Y)(1 —r9)
D’aprés la définition 1.5 page 5, le coefficient de corrélation est donné par :
Cov(X,Y
r=Corr(X,Y) = M
050y
Alors
—19.5898

- — _0.64
"= 05800 x 519936 0480

par conséquent
1
62 = Tg X 2703.3398 x (1 — (—0.6486)%) = 1789.8211

Donc la corrélation entre X et'Y est presque forte.

2. D’apres la proposition 1.11, page 8. On a :
2 9

D’apres la densité de la loi de X*(n — 2), voir figure 1 on a :

22
P{XESZ:(n—Z)—QSX;} =1—a.
g

avec X? et X} sont les quantiles d’ordre /2 et 1 — a2 respectivement de la loi de X*(n — 2),
Ici le degré de liberté(ddl) est (n — 2). Alors

P[(n—2)i—2§a2<(n—2)2—2] =1-a.
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Ap(x?)
/ (]
y R
1 B i

FIGURE 1 — Densité de la loi de X2

Par conséquent,

€00 = (- D 5. (1= 205

Pour calculer X} et X3 un utilisant la table de la loi de X?, (voir le fichier pdf des tableaux
statistique, page 3). Alors pour « = 5% etddl =n—2=16—2=14 on a :

ddijo | ... af2=25%] ... 1—a/2=975%

| XT=5629 | ... XZ=26.119

Finalement,

~
)
(33
X
—~
Q
N~—
Il

~2 ~2
1789.8211 _ 1789.8211
[ 26.119 ~  5.629 ]
— [959.3589, 4451.5003]

3. D’apres la définition 1.8, page 10 on a : On obtient

IC_o(by) = [82 "2 by A e "2 ]

\/W 1- a/2’ W 1—a/2

On calcule t’f:z/z pour o = 5% et degre de liberté = ddl =n — 2 = 16 — 2 = 14, en utilisant la
table de la loi de Student, (voir le fichier pdf des tableaux statistique page 2), On a :

ddija | ... 5%
1'4 : 02, — 3 14R
alors,
[Cyse(by) = | —58.0438 — \/% x 2.1448, —58.0438 + % x 2.1448

= [—97.0913, —18.9962]
4. Pour tester si la régression est significative, en utilisant les hypotheses suivants :

(Ho) :bo =0 contre (Hy):by #0
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On remarque que
by =0 ¢ [Cos0(b2) = [—97.0913, —18.9962]

alors on rejette (Ho) : by = 0 et on accepte Uhypotheése (Hi) : by # 0 au seuil de 5%. Donc il y
a un lien linéaire entre X et'Y au seuil de 5%.

. 1l s’agit toujours de test I’hypothése suivante
(Ho) : 0o =0 contre (Hy) :by #0

en utilise cette fois une variable de Fisher. D’aprés le test du caractére significatif du modéle,
la deuxiéme méthode, citer dans la page 11. On a :

2

Bo—b (n—2)
T2 = 2 2 7 | ~Fn-2)
nVar(z) (n— 2)§
Alors, sous ’hypothese Hg
nVar(z)ss
T2:T2N]:<].,n—2>

Par définition de la loi de Fisher

]P)(TZ S fl,an) —1—a

l-«a

Ou fI"72 est la fractile d’ordre 1 — « de la loi de Fisher.

(a) la premiere étape : premiérement on remarque que la variable qui suit une loi de Fisher
ayant deuz degrés de liberté, Ici

T? ~ F(1,n —2)

Alors, ddly =1 et ddly =n — 2 = 14.
On calcule la valeur f"7%, Pour a = 5%, ddly = 1 et ddl, = 14. En utilisant la table de
la loi de Fisher (voir le fichier pdf des tableauz statistiques, page 4). on trouve :

ddl,/ddl, T [

14 P2 — 4600 | .

l—«

(b) la deuxieme étape : on calcule la valeur

 nVar(z)b

12 —
g

de la variable aléatoire T? sur les données (@i, Yi)1<i<n. d’apres Uezercice 06 de la série de
Td 01, on a :

, nVar(z)B: R?
A

avec R? est le coefficient de détermination et R?> = r? Donc :

2 —0.64 2
r* |, (£0.6486)

_ = 10.16663
1— 12 = (—0.64s6)2 100

t* = (n—2)
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On adopte alors la régle de décision suivante (page 11) :

— Sio<tr< fll’_noé_2 alors on accepte (Ho) au risque v (il n’y a pas de lien linéaire entre les
deuz variables X et'Y, avec un risque de «)
— Sinon on rejette 'hypothése (Ho) et on accepte (Hq) (il y a un lien linéaire entre les deux
variables)
Puisque t* = 10.1663 > fll’_"a_2 = 4.600, alors on rejette I’hypotheése (Ho) et on accepte (H1) au

seuil de 5% (il y a un lien linéaire entre les deux variables 5%) (qui affirme la réponse de la
question 4.)

Exercice 3 On dit souvent que le pouls Y d’une personne est relié a l’dge X parY = 220 — X.
Supposons que l'on veuille le prouver empiriquement et que pour cela on dispose des observations
suivantes :

x| 18 | 23 | 25 | 35 | 65 | 54 | 84 | 66 | T2 | 19 | 23 | 42 | 18 | 39 | 37
yi | 202 | 186 | 187 | 180 | 156 | 169 | 174 | 172 | 158 | 199 | 193 | 174 | 198 | 183 | 178

Les données du pouls et de l’dge confirment-elles la regle indiquée ci-dessus, au seuil de 5%.

Solution de I’exercice : 3 [l s’agit de tester le modéle linéaire spécifié Y = 220 — X. D’apres le
test d’un modéle linéaire spécifié, page 11 et 12. On testera [’hypothése suivante :

(Ho) : by =0b] et by=0; contre (Hy):by #b] ou by # by
avec by = 220 et by = —1 (d’apres l’énoncé de 'exercice) Sous (Ho) on a :
Y, =220 —z; + ¢
Sous Uhypothese (Ho), nous avons
=20 (B = 01) + (B2 — by)x]” N
2 XL B = B

1. la premiere étape, on calcule la valeur flz’_noj2 pour o = 5%, ddly = 2 et ddly (puisque on veut
tester cette hypothése au seuil de 5% alors o = 5%, de plus on remarque que Z ~ F(2,n — 2)
donc ddly = 2 et ddly = n—2 = 13). En utilisant la table de la loi de Fisher (voir le fichier pdf
des tableaux statistiques, page 4). on trouve :

F(2,n—2)

ddly/ddl, | . 2 ...

13 P =38061 ...

2. la deuzieme étape : On calcule la valeur de la variable Z

n—22 i1 [(?31 —bY) + (by — b;)xi] ?
2 R R 2
Z?:l |:yz - bl - b2x1i|

On calcule by et by D’apres la définition 1.2, page 2. On a :

z =

by =7 — boT
P i Wi —Y)(xi —z) _ Cov(z,y)
2 i (2 = T)? Var(z)

et d’apres les données (x;,;)1<i<15) de cet exercice on a :
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— 1
X =—

= S @ = 37.3333

V- —

I
15

S v = 180.2666

— 1
XY = = SO0 ay; = 6502.2666

— 1
X2 = —
E X

P x? =1679.2

Var(X) = X2 — X = 285.4247

o, = +/Var(X) = 16.8945

E—
V2= S0 2 = 32695.8666

Var(Y)=Y?2 —

Y2 = 199.8195

oy = +/Var(Y) = 14.1357

Cov(X,Y)=XY — X.Y = —227.6804

par suite

by =7 — boT = 180.2666 — (—0.7976) x 37.3333 = 210.0436

7 (70U($,y)
by =

—227.6804

Var(zx)

de plus on a :

avec

z

285.4247

= —0.7976

~ ~ 2
n— 2 30 (b = 6 + (b — b5)ai]

2

. . 2
Z?:l [?Jz‘ — by — bﬂz}

. . 2
n—2 Z?:l [(bl - bI) + (b2 - b;)l’z]

2

S (i — 9i)°
_ 12?:1 [(81 —b}) + (bo — 53)%]2

2 1
n—2
_ 12?:1(3/:)2
2 2

yi = (b — b}) + (by — b3)a,

— Calculon 2. On a :

1 n
n—2
n

=1

n—2
n

n—2
= 21.0013

2im1

(ys

Var(r) (1-

et o

— ;)

Z (yi — ?Qi)Q

Var(Y)(1 —1r?)

Cov(z,y)? )
Var(z)Var(Y)

— Caleulons yF = (by — b%) + (by — b3z, V1 <i <15 on a¥V1 <i <15 :

yi = (by — b}) + (by — b3)a;
— (210.0436 — 220) + (—0.7976 — (—1))z;

= —9.9564 + 0.2024z;

Par suite
Z; 18 23 25 35 65 54 34 56
yr -0.3132 | -5.8012 | -4.8964 | -2.8724 | 3.1996 | 0.9732 | -3.0748 | 1.378
(y:‘)2 37.3181 | 28.1027 | 23.9747 | 8.2506 | 10.237} | 0.9471 | 9.4543 | 1.8988
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z; 72 19 23 42 18 39 37
vl | 4.6164 | -6.1108 | -5.3012 | -1.4556 | -6.3132 | -2.0628 | -2.4676
(y)? | 21.5111 | 37.3418 | 28.1027 | 2.1187 | 39.8564 | 4.2551 | 6.089

donc :
n

> (y7)? = 259.2535

i=1

par suite
Ly (y)? - 1259.2535

2 ¢ 2210013
3. la troisiéme étape : On adopte la régle de décision suivante :
— Si0 < z < fI"7% alors on accepte (Ho) au risque a (on accepte le modéle linéaire
Y, =05 + bz +¢)
— Sinon on rejette Uhypothése (Ho) et on accepte (H1) (on n’accepte pas le modéle linéaire
Y, =05+ bz +¢)
On a :

z =6.1732

2 =6.1732 > f21% = 3.806
alors on rejette Uhypothése (Ho) et on accepte (Hq) au risque a = 5%

on n'accepte pas le modele linéaire Y; = 220 — x; + ¢€;

Exercice 4 On envisage de prévoir la taille des ceufs de coucou susceptibles d’étre pondus dans un
nid, a partir de ses dimensions. La variable Y désigne la variable "longueur d’un ceufs” et la variable
X le "diametre d’un nid” en mm. Pour chaque ceuf d’un échantillon de n = 16 ceufs, on a relevé
d’une part la réalisation de Y et d’autre part celle de X pour le nid ou il a été trouvé. Les valeurs
observées (x;,y;)1<i<1e du couple (X,Y') sont les suivantes :

x; | 100 | 113 | 110 | 106 | 112 105 | 107 | 108
yi | 19.8] 22.1| 21.5| 20.9| 22 | 20.8| 21.2| 21

x; | 122 | 126 | 121 | 122 | 110 | 116 | 118 | 120
Vi | 23.8 | 24.9| 24 | 23.8| 21.7| 22.8 | 25.1 | 23.5

1. Préciser le modele de régression linéaire approprié pour aborder le probleme de prévision posé
et les hypothéses de travail nécessaires pour appliquer ’analyse de ce modéle.

Donner le coefficient de corrélation linéaire empirique entre X et Y. Interpréter.
Calculer les estimations des paramétres (by, by, o) du modéle correspondant aux données.

Tester la signification de cette régression au seuil 1%.

On s’intéresse aux nids de 128 mm de diamétre et on cherche a prévoir la taille des ceufs de
coucou qu’on peut trouver.

(a) Quelle est la valeur prédite de la longueur de tels ceufs.

(b) Déterminer lintervalle de confiance pour cette moyenne au niveau de confiance 95%.

Solution de ’exercice : 4 -
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1. On a un couple de variables mesuré sur un échantillon de taille n = 16. On cherche a connaitre
la taille des ceufs Y a partir du diameétre des nids X . Le but est donc d’établir un modéle reliant
X etY avec, Y la variable expliquée et X la variable explicative. On considere le modele linéaire

}/i:le’Z.—Fbl—l-Ei, Z':l,...,n,

ot les €;, sont des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,0?).

2. On a :
XLy, v_ 1«16
X =g 2immi =1135 Y = = 3000 i = 22,3062
XY = 50wy = 25417687 | X7 = 300 af = 129345

Var(X)=X? - X =52.25

o, =/ Var(X) =7.2284

— 1
Y? = e SO0 2 = 499.5043

Var(Y)=Y2—Y" = 1.9377

oy = +/Var(Y) = 1.392

Cov(X,Y)=XY — X.Y =10.015

r=Corr(X,Y) =

Cov(X,Y) 10.015

= = 0.9953

020y

la corrélation entre X et'Y est tres forte.

T 7.2284 % 1.392

by = — byT = 22.3062 — 0.1916 x 113.5 = 0.5596

- Cov(z,y) 10.015

= 0.1916

by =

Var(z) — 52.25

Donc la droite de régression de Y en fonction de X est donnée par :

Y = 0.5596 + 0.1916.X

Pour 62, on a :

~9 n

0% = Var(Y)(1 —1r?)

n—2
par conséquent

16
62 = T3 X 19377 x (1 —0.9953%) = 0.0207

4. Il s’agit de tester I’hypothése suivante :

(Ho) : b2 =0 contre (Hy):by #0

Alors, on sait que :

Y,-:bl+b2$i—l—ei

et By b
e BEC R _
T = > St(n —2).
nVar(zx)
Sous (Ho) cette hypothese devient
Yi=b+¢
et 3
— 2 ~ _
T = > St(n —2).
nVar(z)
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Par définition de la loi de Student on sait que

P [| T|< t?;j/z] =1-a.

Puisque on veut tester la signification de cette régression au seuil de 1%, alors o = 1%.

— la premuere étape, on calcule t’f:i/z pour o = 1% et degre de liberté = ddl = n — 2 = 14,

en utilisant la table de la loi de Student, (voir le fichier pdf des tableauzr statistique page

2), On a :

ddlja | oo 1%

14 . "2 =2 9768

1—a/2

alors, pour o = 1% et n — 2 = 14 on a, t?:z/g = 2,9768
by

la deuxiéme étape, on calcule la valeur t = — de la variable aléatoire T sur les

nVar(x)

données (i, Y;)1<i<n, ON @ :

by  0.1916 x /16 x 52.25

o 0.1438
nVar(z)

la troisieme étape : on adopte alors la régle de décision suivante

= 38.5247

— Si|t|< t?:i/z alors on accepte (Ho) au risque o (il n’y a pas de lien linéaire entre

les deuz variables X et'Y, avec un risque de «)

— st |t |> t?:iﬂ alors on rejette Uhypothese (Ho) et on accepte (Hy) (il y a un lien

linéaire entre les deuz variables)

Puisque, |t| = 38.5247 > 2,9768 = t?:i/w on rejette U'hypothese (Ho) : by = 0 et on
accepte Uhypothese (Hy) : by # 0 au sewil de 1%, et donc il y a un lien linéaire entre X et

Y au seuil de 1%.
On a :x17 =128, et
17 = 0.5596 + 0.1916 x x17,

par suite,
U17 := 0.5596 4+ 0.1916 x 128 = 25.0844

L’intervalle de confiance de niveau de confiance 1 — o = 95% de y17 est donnée par :

[C1*Oé<y17) = |:Z;17 - t?:z/Q&ewv Z)17 + t?:o%/2&617:|

avec
1 _ =)2
2 =14 Ly LT
16~ >, 6(zi — @)
comme : .
Z(% —7)* =nVar(X)
i=1
Donc :

16 16Var(X)

R 1 (x7 —7T)? 1 (128 —113.5
=61+ —+-——2 ]| =0.02 1+ —
o] o ( +—+ 0.0207 +16+ 16 x 52.25

)2
> = 0.0271
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et, pour « =5% et ddl =n—2 =14 on a t7~2,, = 2.1448

/
ICys59%(y17) = [Ql? — t?:i/ga-ena Y17 + t?:2/2&el7

= [25.0844 — 2.1448 x v/0.0271, 25.0844 + 2.1448 x \/0.0271]
= [2.4573,2.8376]

Exercice 5 Soient (x;,y;)1<i<n, n mesures pour les variables Y et X, on suppose qu’il existe un lien
linéaire entre X et Y .
Yi:bl—i‘le’l—i‘Ei, 1§z§n GZNN(O,l)

On considere x,,+1 une nouvelle valeur de la variable X d’une prévision

Unt1 = by + Doz

Alors, la précision de cette prédiction est

~

Epii =Y — Yo = (b1 — B1) + (bs — Bo)Tps1 + €na ~  N(0,02 ),

? Y en41

avec Y, 1 et Yn—i—l sont des variables aléatoires indépendantes.
(Tnp1 — f>2 )
> iy (7 — )2

1
1. Montrer que o7 = o? (1 +o+

1 Tpa1 — )2 ) .
2. Montrer que ¥2 =321+~ + <n = )_ est un estimateur sans biais de o2 .
n+1 n 2121(1.1 _ x)2 n+1
Yn - }A/n
3. Déterminer la loi de la variable %
€n+1

4. Déduire que :

]CI—Ot(yn-i-l) = [ign-l—l - t?:2/266n+1a gn—&-l + t?:i/Qa-enH]

Solution de ’exercice : 5 -

1. puisque R
En+1 = Yn+1 - Yn+1 ~ N(O 02 )7

’ T end1
2

alors, Var(E,11) = o,

.- Donc il suffit de montrer que :

1 ($n+1—f)2
Var(Ey1) =0 (14 =
o) = (14 4 52

~

Var(Eny1) = Var(Yosr — Vo)
= Var(Yps1) + Var(Yps) — 2000(Yi, Yis1)

Puisque, si X etY deux variable aléatoires et si o et B deux réels on a :
Var(aX + BY) = a*Var(X) + 2Var(Y) + 2aBCov(X,Y). (1)
Par suite, puisque Y, 1 et Ynﬂ sont des variables aléatoires indépendantes, alors

Cov(Yyiq, ffnﬂ) =0
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Donc

~

Var(Ep) = Var(Yoe) + Var(Yoi)
= Var(by + bawpi1 + €ni1) + Var(fy + Ponir)

de méme, d’apres 'équation (1), on a :
Var(E,i1) = Var(e,i1) + Var(Bi) + a2 Var(Bs) + 22,41Cov(Bi, B2)

D’apres la proposition 1.6, page 6 (Voir Chapitre 01) et d’apres Uhypothése de normalité, page
2. 0ona:
o S a? o? o’T
\% En — 52 - i=1"1 2 ) .
R D S ) N o L) SR e
:(72 (1+l nE?:lx?_Q_i_ - 'Igl-‘rl _2_2 nxn+1§_2>

ny i (z; —T) >z (@i — ) >z (@i —7)
o2 (1414 (f”“_f)j

no Y (@ —T)?

. D’apres la définition 1.4, page 4 on montre que

E(X2 ) =02

€n+1 En+1

On a:

£ist,) - (2 (142 + T
<) (14 o g

D’apres la proposition 1.8, page 7 on a : X? est un estimateur sans biais de o?, alors

E(X?) = o?
par suite :
1 (ZL‘ 1 — E)Q
E(X2, )=0"(1+- =
R =
= O_STLJrl
. ona: R
Yn-i-l - Yn—i-l ~ N(Ov O-gnﬂ)»
alors .
Yn - Yn
il ol O N0, 1) (2)
O—en+1

et d’apres la proposition 1.11 page 8, (voir chapitre 1 cours)
22
(n—2)= ~ &*n—2)

g

par suite

R Ce> roe ) SN

(1 s )
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donc
22
(n—2)$~2¥2(n—2) (3)

€n+t1

Finalement, d’aprés la définition 1.8, page 9 et d’aprés l'équation (2) et l’équation (3) on a :

YnJrl - YnJrl

~ St(n —2)
E€n+l
4. D’apres la réponse de la question 3. On a :
Yo — Y,
el L St(n — 2),
Z)6n+1

et d’apres la densité de la loi de St(n — 2), voir figure 1 on a :

[x) P
.'I: l%‘.'l‘.
f \
f \
/ )
] i,
¢
K ]. — ¥ l.'Ll,'h
/."' """
Py by
_t:{-z n-2 X
1 —nlln"ﬂ l—;x,-" 2

FIGURE 2 — Densité de la loi de St(n — 2)

Yo —Y,
n—2 n+1 n+1 n—2
P <_t1—a/2 < Ty < tl—a/Q) =l-a
E€n+1
alors,
P (Yot = Serpiti 2 < Your < Voot +5,,6572,) =1-a

Par conséquent
Ilea(yn+1> = [gn+1 - t’,ll:o%/Qa-errkl ’ gn+1 + t’,ll:i/Qa-e'rrkl]

Exercice 6 Montrer que :

1.
1 - ~ n
¥? .= Y, - Y;)? = Var(Y)(1 —r?
n_2;< ) n_2 ar( )( T)?
avec r est le coefficient de corrélation.
. , nVar(z)B; R?
= =09

avec R? est le coefficient de détermination
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Solution de ’exercice : 6 1. On a :

n—2 P
- PV - V)2
= Z(Yi_Y)QZfl( i _1)2
n—2a >ia(Yi=Y)
1 — — " (Y —Y;)?
= X =Y (Y -Y) x Z;fl( Z J)2
n—2 n i=1 2121()/; _Y)

on a :

— D’apres ’équation de la décomposition de la dispersion de Y (sous section 1.8.1 page 12
chapitre 1), on a :

Z(m — V)2 = Z(m ~-Y)? - Z(Ys ~Y)?

— d’apres la définition 1.10 page 13 chapitre 1 de la coefficient de détermination, on a :

R2 _ Z?:l(}/; B 2)2
Z?:l(yi - Y)2
— On accepte que
R2 — 7,,2

d’aprées cet exercice.

finalement,

i | L (VS T
n—2 n i=1 Z?:l (Y; - ?)2
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5, nVar(z) 32
==

Cov(z,Y)\”
nVar(z) <—Va7‘(x) )
= SVar(Y)(1 - R?)

B Cov(x,Y)? 1
=(n— )Var(ac)Var(Y) 1—-R?
~(n—9) (COU(JC,Y)) 1

0,0y 1 — R?

S (by 4 by — (by + 0oT))?
nVar(Y)
_ Z?:l I;§<xz - E)Q
 aVar(Y)
b2 Zz 1('IZ )
nVar(Y)
2 nVa'r( )
T 2pVar(Y)

<Cov z,Y) ) a:((;))

-(%557)

2
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