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Notions générales

Séries à termes positifs

Définition

Une série (
∑
n>0

un) est dite série à termes positifs si un ≥ 0, ∀n ∈ N.

Lemme

Soit (
∑
n>0

un) une série à termes positifs, (
∑
n>0

un) converge si et seulement si (Sn) est majorée.

Démonstration.

Soit (
∑
n>0

un) une série à termes positifs alors Sn+1 = Sn + un+1 ≥ Sn donc Sn est croissante

d’ou (Sn) converge si et seulement si (Sn) est majorée.

Remarque

Si une série à terme positif diverge alors lim
n−→+∞

Sn = +∞.
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Notions générales

Séries à termes positifs

Exemple

Soit
∑
n>1

1
n2 (c’est une série à terme positif), on a

1
n2 ≤

1
n(n− 1)

∀n ≥ 2, alors

Sn =

n∑
k=1

1
k2 = 1 +

n∑
k=2

1
k2 ≤ 1 +

n∑
k=2

1
k(k − 1)

= 1 +

n∑
k=2

(
1

k − 1
− 1

k
)

= 1 + (1− 1
n
)

= 2− 1
n

≤ 2

(Sn) est majorée donc
∑
n>1

1
n2 converge.
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Théorèmes de comparaison

Critère de comparaison

Théorème

Soient
∑
n>0

un et
∑
n>0

vn deux séries à termes positifs et vérifiant :

∃k ∈ N, ∀n ≥ k, un ≤ vn,

alors
1 Si

∑
n>0

vn converge alors
∑
n>0

un converge.

2 Si
∑
n>0

un diverge alors
∑
n>0

vn diverge.
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Théorèmes de comparaison

Critère de comparaison

Démonstration.

1 On suppose que
∑
n>0

vn soit converge alors sa somme partielle
n∑

k=0

vk est majorée (d’aprés

le lemme (1)) d’ou ∃M ∈ R+,∀n ∈ N,
n∑

k=0

vk ≤ M.

En utilisant un ≤ vn, on trouve
n∑

k=0

uk ≤
n∑

k=0

vk ≤ M.

Ceci implique que,
∑
n>0

un converge.

2 Par contraposition de (1) on trouve (2).
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Théorèmes de comparaison

Critère de comparaison

Exemples

F Soit un =
1√
n
, ∀n ∈ N∗, on a n ≥

√
n d’ou

1
n
≤ 1√

n
, comme la série

∑
n>1

1
n

diverge,

alors
∑
n>1

1√
n

est aussi diverge.

F Soit un =
1
np , ∀n ∈ N∗, p > 2, on a np ≥ n2 d’ou

1
np ≤

1
n2 , comme la série

∑
n>1

1
n2

converge, alors
∑
n>1

1
np est aussi converge.
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Théorèmes de comparaison

Critère d’équivalence

Théorème

(Critère d’équivalence)
Soient

∑
n>0

un et
∑
n>0

vn deux séries à termes strictement positifs, on suppose que :

lim
n−→+∞

un

vn
= l, l 6= 0, l 6= +∞.

alors
1 Les deux séries

∑
n>0

un et
∑
n>0

vn sont de même nature.

2 Si l = 0 et
∑
n>0

vn converge alors
∑
n>0

un converge.

3 Si l = +∞ et
∑
n>0

vn diverge alors
∑
n>0

un diverge.
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Théorèmes de comparaison

Critère d’équivalence

Remarque

Si lim
n−→+∞

un

vn
= 1, on dit que (un) et (vn) sont équivalentes au voisinage de +∞ et on ecrit

un
+∞∼ vn .

Exemples

1) Soit un = ln

(
1 +

1
n

)
, ∀n ∈ N∗, on a lim

n−→+∞
ln

(
1 +

1
n

)
\ 1

n
= 1 , donc

ln

(
1 +

1
n

)
+∞∼ 1

n
, d’autre part on a

∑
n>1

1
n

diverge, alors
∑
n>1

ln

(
1 +

1
n

)
est aussi

divergente.

2) Soit un =

√
ln

(
1 + sin

(
1
n4

))
, ∀n ∈ N∗, on a√

ln

(
1 + sin

(
1
n4

))
+∞∼

√
sin

(
1
n4

)
+∞∼

(
1
n4

) 1
2

, comme
∑
n>1

1
n2 converge, donc

∑
n>1

√
ln

(
1 + sin

(
1
n4

))
converge .
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Théorèmes de comparaison

Critère d’équivalence

Exemples

3) Soit un =

sin
1

n(n + 1)

cos(
1
n
) cos(

1
n + 1

)
, ∀n > 0.

1ère Méthode : on a un
+∞∼ 1

n(n + 1)
+∞∼ 1

n2 , comme
∑
n>1

1
n2 converge, alors

∑
n>1

un est aussi

converge.

2ème Méthode : un =
sin

1
n
cos

1
n + 1

− cos
1
n
sin

1
n + 1

cos
1
n
cos

1
n + 1

= tan
1
n
− tan

1
n + 1

.

On prend vn = tan
1
n

, on trouve un = vn − vn+1 et lim
n−→+∞

vn = 0.

Par conséquent :
∑
n>1

un converge vers v1 = tan(1) = π
4 .
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Théorèmes de comparaison

Critère de comparaison

Théorème

(Comparaison d’une série avec une intégrale)
Soit f : [0,+∞[−→ R une fonction continue et positive et décroissante, soit la série

∑
n>0

un, tel

que ∀n ∈ N, un = f (n), alors on a :

1 La série
∑
n>0

un et l’intégrale
∫ +∞

0
f (x)dx sont de la même nature.

2 ∀k ∈ N, on a
∫ +∞

n+1
f (x)dx ≤

+∞∑
k=n+1

f (k) ≤
∫ +∞

n
f (x)dx .
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∫ x

a
f (t)dt

existe et est finie. Si c’est le cas, on pose∫ +∞
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f (t)dt = lim
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∫ x
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f (x)dx
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Série de Riemann

Série de Riemann

Théorème

(Séries de Riemann)

Pour tout α ∈ R fixé,
∑
n>1

1
nα

converge si et seulement si : α > 1.

Proposition

(Règle nαun)
Soit

∑
n>0

un une série à termes positifs.

S’il existe α ∈]1; +∞[ tel que nαun −−−−−→
n−→+∞

0, alors (
∑
n>0

un) converge .
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Série de Riemann

Série de Riemann

Exemple

Nature de la série de terme général un = e−(ln n)a
, pour a ∈ R fixé.

• Si a = 1, alors
(
∀n ∈ N∗, un =

1
n

)
, donc

∑
n>1

un diverge.

• Si a < 1, pour tout n ≥ 3, e−(ln n)a
≥ e− ln n = 1

n , donc
∑
n>1

un diverge.

• Si a > 1, alors n2un = e(2 ln n−(ln n)a), (2 ln n− (ln n)a) −−−−−→
n−→+∞

−∞, et donc

n2un −−−−−→
n−→+∞

0, alors
∑
n>1

un converge.

On conclut que : la série de terme général un = e−(ln n)a
converge si et seulement si a > 1.
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Série de Bertrand

Série de Bertrand

Théorème

(Séries de Bertrand)

Pour tout (α, β) ∈ R2 fixé,
∑
n>2

1
nα(ln n)β

converge si et seulement si :


α > 1,
où
α = 1 etβ > 1.
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Série de Bertrand

Série de Bertrand

Exemple

Nature de la série de terme général un =
1

ln n!
, ∀n ≥ 1.

On a

n! = n× (n− 1)× ......× 1 ≤ n× .......× n = nn,

donc

ln n! ≤ n ln n.

Ceci impliqe que

un ≥
1

n ln n
.

D’autre part on a
∑
n>1

1
n ln n

série de Bertrand (α = 1 et β = 1) diverge, alore
∑
n>1

un diverge.
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Critère de d’Alembert

Critère de d’Alembert

Théorème

(Critère de d’Alembert)

Soit
∑
n>0

un une série à termes strictement positifs. On suppose que la suite
(

un+1

un

)
n≥0

admet

une limite l ∈ R+.

1 Si l < 1, alors
∑
n>0

un converge.

2 Si l > 1, alors
∑
n>0

un diverge.

3 Si l = 1, on peut pas conclure.

Exemples :

1) La série
∑
n>1

1
n

diverge et lim
n−→+∞

1
n + 1

1
n

= 1 .

2) La série
∑
n>1

1
n2 converge et lim

n−→+∞

1
(n + 1)2

1
n2

= 1 .
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Critère de d’Alembert

Critère de d’Alembert

Exemples

1 un =
1
n!

, on a

lim
n−→+∞

un+1

un
= lim

n−→+∞

n!
(n + 1)!

= lim
n−→+∞

1
n + 1

= 0.

d’aprés le critère de d’Alembert :
∑

un converge.

2 un =
n!
nn , on a

lim
n−→+∞

un+1

un
= lim

n−→+∞

(n + 1)!
(n + 1)(n+1)

nn

n!
= lim

n−→+∞

(
n

n + 1

)n

= lim
n−→+∞

(
1

1 + 1
n

)n

=
1
e
< 1,

On conclut qu’aprés le critère de d’Alembert :
∑

un soit convergente.
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n

n + 1
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1

1 + 1
n

)n
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1
e
< 1,

on utilise lim
n−→+∞

ln
(

1 +
a
n

)n
= ea

On conclut qu’aprés le critère de d’Alembert :
∑

un soit convergente.
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Critère de d’Alembert

Critère de d’Alembert

Exemples

3) un =
en

n
, on a

lim
n−→+∞

un+1

un
= lim

n−→+∞

en+1

n + 1
n
en = lim

n−→+∞
e

n
n + 1

= e > 1,

d’aprés le critère de d’Alembert :
∑

un diverge.

Remarque

On essaie d’appliquer le critère de d’Alembert (7) lorsque le terme général un contient des
exponentielles ou des puissances nèmes.
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Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Théorème

(Critère de Cauchy)
Soit

∑
n>0

un une série à termes positifs. On suppose qu’il existe l ∈ R+ tel que : l = lim
n→+∞

n
√

un.

Alors,
1 Si l < 1, la série

∑
n>0

un est convergente.

2 Si l > 1, la série
∑
n>0

un est divergente.

3 Si l = 1, on peut pas conclure.
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Critère de Cauchy

Exemples

1 un =

(
n + 3

2 + 5n

)n

, on a

lim
n−→+∞

n

√(
n + 3
2 + 5n

)n

= lim
n−→+∞

n + 3
2 + 5n

=
1
5
< 1.

On conclut qu’aprés le critère de Cauchy :
∑

un soit convergente.

2 un =

(
n

n + 1

)n2

, on a

lim
n−→+∞

n

√(
n

n + 1

)n2

= lim
n−→+∞

(
n

n + 1

)n

= lim
n−→+∞

(
1 +

1
n

)−n

=
1
e
< 1,

d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.
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Exemples

3) un =

(
a +

1
np

)n

, avec a > 0 et p ≥ 0.

lim
n−→+∞

n

√(
a +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

a +
1
np ,

• Si p = 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a + 1 > 1, alors
∑

un diverge.

• Si p > 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a, nous avons trois cas :

(A) Si a < 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.

(B) Si a > 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un diverge.

(C) Si a = 1, le critère de Cauchy ne donne rien.

1 f.sidiali@univ-batna2.dz (Université de Batna 2) Les séries numériques 28 / 31



Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Exemples

3) un =

(
a +

1
np

)n

, avec a > 0 et p ≥ 0.

lim
n−→+∞

n

√(
a +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

a +
1
np ,

• Si p = 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a + 1 > 1, alors
∑

un diverge.

• Si p > 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a, nous avons trois cas :

(A) Si a < 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.

(B) Si a > 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un diverge.

(C) Si a = 1, le critère de Cauchy ne donne rien.

1 f.sidiali@univ-batna2.dz (Université de Batna 2) Les séries numériques 28 / 31



Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Exemples

3) un =

(
a +

1
np

)n

, avec a > 0 et p ≥ 0.

lim
n−→+∞

n

√(
a +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

a +
1
np ,

• Si p = 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a + 1 > 1, alors
∑

un diverge.

• Si p > 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a, nous avons trois cas :

(A) Si a < 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.

(B) Si a > 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un diverge.

(C) Si a = 1, le critère de Cauchy ne donne rien.

1 f.sidiali@univ-batna2.dz (Université de Batna 2) Les séries numériques 28 / 31



Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Exemples

3) un =

(
a +

1
np

)n

, avec a > 0 et p ≥ 0.

lim
n−→+∞

n

√(
a +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

a +
1
np ,

• Si p = 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a + 1 > 1, alors
∑

un diverge.

• Si p > 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a, nous avons trois cas :

(A) Si a < 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.

(B) Si a > 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un diverge.

(C) Si a = 1, le critère de Cauchy ne donne rien.

1 f.sidiali@univ-batna2.dz (Université de Batna 2) Les séries numériques 28 / 31



Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Exemples

3) un =

(
a +

1
np

)n

, avec a > 0 et p ≥ 0.

lim
n−→+∞

n

√(
a +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

a +
1
np ,

• Si p = 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a + 1 > 1, alors
∑

un diverge.

• Si p > 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a, nous avons trois cas :

(A) Si a < 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.

(B) Si a > 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un diverge.

(C) Si a = 1, le critère de Cauchy ne donne rien.

1 f.sidiali@univ-batna2.dz (Université de Batna 2) Les séries numériques 28 / 31



Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Exemples

3) un =

(
a +

1
np

)n

, avec a > 0 et p ≥ 0.

lim
n−→+∞

n

√(
a +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

a +
1
np ,

• Si p = 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a + 1 > 1, alors
∑

un diverge.

• Si p > 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a, nous avons trois cas :

(A) Si a < 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.

(B) Si a > 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un diverge.

(C) Si a = 1, le critère de Cauchy ne donne rien.

1 f.sidiali@univ-batna2.dz (Université de Batna 2) Les séries numériques 28 / 31



Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Exemples

3) un =

(
a +

1
np

)n

, avec a > 0 et p ≥ 0.

lim
n−→+∞

n

√(
a +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

a +
1
np ,

• Si p = 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a + 1 > 1, alors
∑

un diverge.

• Si p > 0, lim
n−→+∞

n
√

un = a, nous avons trois cas :

(A) Si a < 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un converge.

(B) Si a > 1, d’aprés le critère de Cauchy :
∑

un diverge.

(C) Si a = 1, le critère de Cauchy ne donne rien.

1 f.sidiali@univ-batna2.dz (Université de Batna 2) Les séries numériques 28 / 31



Critère de Cauchy

Critère de Cauchy

Exemples

Mais on a

lim
n−→+∞

un = lim
n−→+∞

(
1 +

1
np

)n

= lim
n−→+∞

e
n ln

1+
1
np


= lim

n−→+∞
e

1
np−1

ln

(
1 +

1
np

)
1
np

=


+∞ si p < 1,
e si p = 1,
1 si p > 1.

On remarque que le terme général ne tend pas vers zéro, donc la série est divergente.
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Critère de Cauchy

Critère de Cauchy vers d’Alembert

Une question se pose maintenanat, peut-on avoir des limites différentes en appliquant les deux
critère de d’Alembert et celui de Cauchy?
La réponse est donnée par la proposition suivente.

Proposition

Soit
∑
n>0

un une série à termes positifs.

1 Si lim
n→+∞

un+1

un
= l1 6= 0 et lim

n→+∞
n
√

un = l2 6= 0, alors l1 = l2.

2 Si lim
n→+∞

un+1

un
= l, alors lim

n→+∞
n
√

un = l.
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Critère de Cauchy

Critère de Cauchy vers d’Alembert

La réciprocité du deuxième résultat est fausse. En effet, il suffit de considérer la série de terme
général

un =


( 2

3

)n si n pair,

2
( 2

3

)n si n impair.

on a

lim
n→+∞

un+1

un
=


4
3 si n pair,

1
3 si n impair.

Alors, le critère de d’Alembert ne s’applique pas.

Pourtant, lim
n→+∞

n
√

un =
2
3
< 1, donc le critère de Cauchy s’applique et la série est convergente.
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