CHAPITRE 11

MODELISATION DES ROBOTS

1. Introduction

Pour commander ou simuler le comportement d’un systéme mécanique articulé (robot), on
doit disposer d’un mode¢le. Plusieurs niveaux de modélisation sont possibles selon les
objectifs, les contraintes de la tache et les performances recherchées.

Les mod¢les mathématiques nécessaires sont :

» Les modeles géométriques direct et inverse qui expriment la situation de 1’organe terminal
en fonction des variables articulaires et inversement.

» Les modéles cinématiques direct et inverse qui expriment les vitesses de 1’organe terminal
en fonction des variables articulaires et inversement.

» Les modeles dynamiques définissant les équations du mouvement du robot qui permettent
d’établir les relations entre les couples ou forces exercées par les actionneurs et les
positions, vitesses et accélérations des articulations.

Difficultés:
» Complexité de la cinématique

» Nombre de degré de liberté
» Type d’articulation (prismatique ou rotoide)
» Type de chaine (ouverte, simple, arborescente ou fermée)

Pour obtenir un bon modéle il faut

I- Mettre en ceuvre des procédures efficaces d’identification et de leurs parametres
constitutifs.

2- Pour qu’une commande puisse étre effectivement implantée sur un contrdleur de robot, les
modeles doivent étre calculés en ligne et donc le nombre d’opération a effectuer doit étre

minimum.

2. Modéle Géométrique des robots

La Conception et la commande des robots nécessitent le calcul de certains modeles
mathématiques tel que le modele géométrique direct qui expriment la situation de 1’organe
terminal en fonction des variables articulaires du mécanisme et inversement.

Le calcul symbolique de ces modeles par ordinateur a fait 1’objet d’un grand nombre de
travaux.

Le logiciel SYMORO+ congu par Khalil et dans lequel on retrouve implanté la plupart des
algorithmes de modélisation en robotique, est certainement le plus performant.

La modélisation du robot de facon systématique et automatique exige une méthode adéquate
pour la description de leur morphologie. Plusieurs méthodes et notations ont été proposées, la
plus répandue est celle de Denavit-Hartenberg mais cette méthode, développée pour des
structures ouvertes simples, présente des ambiguités lorsqu’elle est appliquée sur des robots
ayant des structures fermées ou arborescentes. C’est pourquoi, on utilise la notation de Khalil



et Kleinfinger qui permet la description homogene, et avec un nombre minimum de
parametres, des architectures ouvertes simples et complexes des systeémes mécaniques
articulés.

2.1 Convention de Denavit-Hartenberg
M¢éthodologie a suivre pour décrire les robots a structure ouverte simple.
Une structure ouverte simple est composée de n+1 corps notés Co ................ Chet de n
articulations. A chaque corps on associe un repére R;, i variant de 0 a n. La i™ articulation q;
relie les corps i-1 et 1.
Le corps Co désigne la base du robot et le corps C, le corps qui porte 1’organe terminal
Le repére R; fixé au corps C; est défini de sorte que :
v L’axe z; est porté par I’axe de I’articulation i.
v’ L’axe x; est porté par la perpendiculaire commune aux axes x; et x;+;. Si les axes z; et

zi+1 sont paralleles ou colinéaires, le choix de x; n’est pas unique.

Principe

v' Fixer des repéres a chaque corps du robot.

v’ Calculer les matrices homogeénes entre deux corps successifs

v’ Calculer la matrice homogéne entre la base et I’organe terminal
Le modéle géométrique direct permet d’obtenir I’attitude du repere attaché a 1’organe terminal
d’un robot a partir des positions articulaires.

Paramétrage de la position
Les trois parametres de translation seront presque toujours les coordonnées de 1’origine du
repere attaché a 1’organe terminal. Ces coordonnées sont en général exprimées dans le repere
Ro
L’attitude d’un repere R; par rapport a un repere R;i—1 peut étre représentée par 4 parametres a
condition que :

v L’axe x; de R; soit perpendiculaire a I’axe z;—; de Ri—

v' L’axe x; de R; coupe ’axe z;i—; de Ri-

v L’axe z; de R; est confondu avec I’axe i+1 du robot

v L’axe x; de R; est perpendiculaire a I’axe i du robot

Matrice homogéne DH
Elle est décomposée en 4 transformations élémentaires :
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v" Rotation autour de z; d’un angle 6, (6 étant I’angle entre les axes x; et xi+7)
v' Translation le long de z d’une distance r; (7; étant la distance entre les axes x; et x;+/)
v’ Translation le long de x d’une distance a; (a; étant la distance entre les axes z; et zi+1)
v" Rotation autour de x; d’un angle o (o étant I’angle entre les axes z; et zi+1)

« Si l’articulation i est de type prismatique, alors 7; est variable et ai , 0; et a; sont constants.
* Si I’articulation 1 est de type rotoide, alors &; est variable et o, a; et r; sont constants.
La variable articulaire ¢; associée a la i articulation est définie par :
qi=(§i Ot i =(1-60). 0i +0i . 7
avec : 0; = 0 si ’articulation i est rotoide
0; = 1 si I’articulation est prismatique

A partir de cette description on peut définir la matrice de transformation homogene
définissant le repere R; dans le repére R;;. La matrice de transformation homogene s’écrit
donc :

cosf; —sinb;cosa; sin@;sina; a;cosb;

DH _ | sinf; cosB;cosa; —cosb;sina; a;sinb;
i 0 sina; cosa; T
0 0 0

Exemple
Soit le manipulateur suivant composé¢ de quatre articulations rotoides :

Fig. 2 : Manipulateur a 4 articulations

La projection de ces articulations sur des repéres orthonormés donne la représentation
suivante :
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Fig. 3 : Reperes liés aux différentes articulations

Les valeurs des différents paramétres de Denavit-Hartenberg pour ce manipulateur sont
données dans le tableau suivant :

Articulations 1 2 3 4
Paramétres
0i 0 0 0 0
o /2 0 /2 /2
a; 0 a 0 0
0; qi q2 qs3 q4
7i 0 0 0 I4

Modéle Géométrique Inverse

Le modele géométrique direct est l'ensemble des relations qui permettent d'exprimer la
situation de I'organe terminal, les coordonnées opérationnelles, du robot en fonction de ses
coordonnées articulaires. Dans le cas d'une chaine simple ouverte, il peut étre représenté par
la matrice T, qui se calcule par: T, =T;,(q,) X T} ,(q,) X covuvnennen. xT,,(q,)

Le modele géométrique direct du robot peut se représenter aussi par la relation : X = f(g)ou
X est le vecteur des coordonnées opérationnelles exprimées dans le repere de référence R, et
g les variables articulaires.

La matrice T, représente la position et 'orientation, exprimées dans le repére de référence

R, , de l'organe terminal du robot.

Le mode¢le géométrique inverse est le probléme inverse qui permet de connaitre les variables
articulaires en fonction de la situation de l'organe terminal, ce qui peut se représenter par la
relation : ¢ = g(X)

Inversion du modéle géométrique - Méthode de Paul

Il s'agit de déterminer les coordonnées articulaires permettant d'obtenir une situation désirée
pour l'organe terminal et spécifiée par les coordonnées opérationnelles X.



Il n'existe pas de méthode systématique d'inversion du modéle géométrique. Lorsqu'elle
existe, la forme explicite, issue d'une inversion mathématique, qui donne toutes les solutions
possibles au probléme inverse (il y a rarement unicité de la solution) constitue le modéle
géométrique inverse. 1l existe un certain nombre de méthodes pour calculer le modele
géométrique inverse, notamment la méthode de Paul qui traite séparément chaque cas
particulier et qui convient pour la plupart des robots industriels.

Lorsque le modéle géométrique inverse n'existe pas, c'est-a-dire qu'il n'existe pas une forme
explicite, on peut calculer une solution particuliere du probléme inverse par des procédures
numériques, qui est une solution locale au sens ou elle dépend des conditions initiales (voir
TD sur I’utilisation de la méthode de Newton). Notons que de telles méthodes peuvent étre
pénalisantes du point de vue du temps de calcul.

Exemples (simples)

v 1°" exemple
Soit le manipulateur évoluant dans un plan et décrit dans la figure suivante.
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Fig. 4 : Manipulateur évoluant dans un plan.
On a le modele géométrique direct suivant :

X =gq>cos (q1)
Y =q>sin (q1)

Une démarche analytique simple permet de déterminer le modéle géométrique inverse. On a :
1g (q1) = y/x = q1 = arctg (y/x)

v’ 2¢me exemple
Soit le manipulateur RR plan décrit sur la figure 5 ci-dessous.

On a le modele géométrique direct suivant :

X =1;cos(qi) + > cos(qi+q2)
Y =1;sin(q;) + > sin(qi+q>)
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Fig. 5 : Manipulateur RR évoluant dans un plan.

soit un systéme de 2 équations a 2 inconnues.

Une démarche analytique, procédant par substitution, permet de déterminer le modéle
géométrique inverse.

Rappel (Théoréme de Pythagore généralise) -

4 T

On a: @’ = b* + ¢’ — 2bc cos(a)

Complétons le schéma du modele géométrique direct :
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Fig. 6 : Description mathématique du manipulateur.



On a les relations suivantes :

L’=x"+)’

EtL’=1°+1°-2111cos(a)

Avec a = m+ ¢> (d'aprés le théoreme de Pythagore généralisé),
D’oux’ +3? =17 + 1> = 211 > cos(qz) (on a cos(n+a) = - cos(a)), soit

cos(qz) = [X° + Y —(17 +1)]/2 11 I>

Sachant que cos(q) = a avec a €[-1 1] = g = £ Arcos(a), 1l en résulte que
g2 = £+ Arcos? [X* + 2 (17 + 19)]/2 I; I/, sous réserve que
A<+ (1221 L <1
Remarques :
- La condition -1 < [x* + y> «( 1> + 1b»)]/2 I I, < 1 indique que la position du point P
doit étre atteignable.

- Lorsque g2 est positif (resp., négatif), le robot a une posture coude bas (resp., coude
haut), voir figure ci-dessous.
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Fig. 7 : Caractéristique Coude bas/Coude haut.

Méthode de Paul

Dans le cas de robots a géométrie simple (pour lesquels la plupart des distances dj et rj sont
nulles et les angles 6; et o sont égaux a 0, + n/2), le modele géométrique inverse (M.G.1.) peut
étre obtenu analytiquement via la méthode de Paul.

Présentation

Considérons le robot décrit par la matrice de transformation suivante :
Ty, =T0,(q) X T ,(g,) X oo xT,,(q,)
Soit U la situation du repere R, (lié a 'organe terminal) décrit par :



Sx Nx Ax Px
U= M A B
S, N, 4, P
0 0 0 1

Le MGI est obtenu en résolvant I’équation matricielle :
Uy =T5,(q)) X T ,(g5) X v xT,,(q,)

La méthode de Paul permet la détermination de g;, puis ¢ et ainsi de suite jusqu’a g,. Il s'agit
de déplacer 'une apres l'autre chacune des variables articulaires (qi, ¢o, ...... , qn) dans le

membre de gauche de I'équation. Pour cela, on multiplie par 7}, ;.; (en prenant successivement
j=1,............, n) de part et d'autre dans l'équation.

Le MGI des robots série
Techniques utilisées

Méthode classique (1970-1980)

» Utilisable par la plupart des robots industriels

» Résolution simple, utilisation de modéle de résolution
Méthode algébrique (Raghavan et Roth 1990)

» Technique de I’¢élimination dialytique
M¢éthode numérique (Newton)

» Quand on ne sait pas faire
» Probléme de I'unicité des solutions

Méthode classique

1- Développer I’ensemble des équations possibles
Hx = Ho,1.H12.H23.H3 4.Hs5.Hs 6

HioHx = Hi2.H23.H34.Has.Hs g
H>,1.Hi0.Hx = H23.H3 4.Ha5.Hs 6
H32.Hz,1.Hi0.Hx = H34.Ha5.Hs 6
43.H32.Ha 1. Hi0.Hx = Has.Hs 6
Hsa.Ha3.H32.Hz 1.Hio.Hx = Hs 6
Avec H;=H ,

2- On constate que beaucoup d’équations ont la méme forme

3- On utilise des formules de type ci-apres pour résoudre
Pour I’équation X'sina+Ycosa=27:

YZ —eXANX*+Y*-2Z2
X*+Y?

. XZ+eYNX?+Y? =272
SImo = 2 2
X +Y

CoOsx =




Avec ¢ =+/—1

Remarques

» Si le poignet est d’axes concourants (rotule), la résolution est plus simple.

» De la méme fagon, si la chaine cinématique posséde 3R a axes concourants ou 3
articulations prismatiques (q. g. soit leurs positions) le MGI est simplifié.

» Le nombre de solutions du MGI d’un robot a 6 liaisons varie mais < 16. (16 pour
RRRRRR)

Méthode Algébrique, Générale pour un robot a 6 liaisons

1- On utilise les formules suivantes pour obtenir des équations algébriques

2
l-tan” & 2tan $

cosqg =———= sin@ = ———
l+tan” 1+tan” &

2- On utilise une méthode d’¢élimination algébrique pour ¢éliminer 5 variables parmi les 6
3- On obtient un polynome de degré 16
4- Les racines de ce polyndme nous fournissent les solutions

Méthode Numérique (pour les cas a problemes)

On utilise un schéma de Newton multivarié : X, =X, -J (X,)F(X,)

AvecF = [ ST ]T , X = [X RS, ]T et J la jacobienne du systéme défini par :
ox, 0Ox, ox,
J= ox, 0Ox, ox,
ox, 0Ox, ox,

Attention ! ne fournit qu’une seule solution



